Ciencias de la Computacién (2021-22)

Conjuntos recursivamente enumerables.

Ejercicio 1.— Sea P(Z,y1,...,yn) un predicado recursivo. Probar que el conjunto

es recursivamente enumerable.

Ejercicio 2.— Sea P(z,y,u) un predicado recursivo. Probar que el conjunto

A={(z,2z) : (Vy)<:(Fu) P(z,y,u)}

es recursivamente enumerable.

Ejercicio 3.— Sea P(z,y,u) un predicado r.e. Probar que el conjunto

A={(2,2) : (Vy)<:(3u) Py, u)}

es recursivamente enumerable.

Ejercicio 4.— Sea f € P, Probar que:

1. ACNAAre = f(A)re. v f1{A) e

2. f total A A C NA A recursivo => f~!(A) recursivo.
Ejercicio 5.— Sea A C N. Probar que son equivalentes:

1. Aesre.
2. Existe f € P (posiblemente parcial) tal que rang(f) = A.
3. Existe f € PR tal que rang(f) = A.

Ejercicio 6.— Sea A C N tal que A es infinito. Probar que son equivalentes:
1. Aesre.
2. Existe f € R tal que f es inyectiva y, ademas, A = rang(f).
Ejercicio 7.— Sea A C N tal que A # (). Probar que son equivalentes:

1. A es recursivo.

2. Existe f € R tal que Vz € N (f(z) < f(z + 1)) A A = rang(f).

Ejercicio 8.— Sea A C N infinito y r.e. Probar que existe B C A recursivo e infinito.

Ejercicio 9.— Sean A, B C N conjuntos r.e. Sean f y g funciones recursivas totales n—arias. Probar
que el conjunto C ={Z € N": f(¥) € AV g(¥) € B} esr.e.

(Indicacién: Utilicese el teorema de la proyeccion).



Ejercicio 10.— En un ejercicio anterior se ha probado que la funcién

0 en otro caso

no es recursiva. Usando este hecho, probar que el conjunto

K={e : wele) |}

es recursivamente enumerable y no recursivo.

Ejercicio 11.— ;jEs cierto que toda funcién total f : N — N cuyo rango sea un conjunto finito es
recursiva?

Ejercicio 12.— Sean A,B C N. Diremos que A y B son recursivamente isomorfos (4 = B) si
existe f € R biyectiva tal que

VeeN[ze A < f(z)€ B]
Probar que
1. Si Ay B son recursivos, entonces A=B <= card(A) = card(B)
2. Ningun conjunto recursivo es recursivamente isomorfo a uno r.e.
Ejercicio 13.— Utilizando el teorema de la forma normal, probar que el conjunto
Ko=A{(z,y) : v €W}

es recursivamente enumerable.

Ejercicio 14.— Probar que los siguientes conjuntos son recursivamente enumerables:

e Dado q € GCOMP, el conjunto: A = {z : q para en un nimero impar de pasos sobre x}

e B={(#(p),z) : [pl(x) es par}
e C ={#(p) : El programa p devuelve 0 para algin dato de entrada}

o D={{#(p),#(a) : [P](0) L y [pI(0) = [a](0)}

Ejercicio 15.— Sea A C Nt un conjunto r.e. Probar que existe una funcién recursiva, f € P
tal que dom(f) ={Z e N": Jy [(Z,y) € A]}, y verificando que

vz € dom(f) [(, f(7)) € A]

Indicacion: Utilizar el teorema de la proyeccion.

Ejercicio 16.— Utilizando el ejercicio anterior y el predicado HALT (z,y), probar que existe una
funcién recursiva f que selecciona un elemento de cada conjunto r.e. (no vacio), es decir,

Vee NW. #0 = f(e) € W]



Ejercicio 17.— Dado un predicado P : N**! — 0,1} se define el predicado n-ario VyP(Z,y)

Ccomao:

R 1 i para todo y € N se tiene que P(Z,y) =1
WP(@,y) = { 0 e.o.c. (

Probar que la clase de los predicados recursivos (y de los r.e.) no es cerrada bajo este tipo de
cuantificacién (Indicacion: Considerar el conjunto N\ K).

Ejercicio 18.— Una funcién f : N— — N se dice limite de una funcién F : N>~ — N si f es el
limite de la sucesién Fy,(z) = F(x,n), es decir,

Vo In Vm > n[F(xz,m) ~ f(z)]

1. jExiste limite de la funcién universal U7

2. Demostrar que para toda funcion computable f existe g € PR inyectiva tal que el limite de
F(n,x) = Ul(l’,g(n)) €s f

3. (Existe F(x,y) computable que posea limite pero que éste no sea recursivo? Razdnese la
respuesta



