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Funciones

Cuestlén recursivas

» ;Cémo caracterizar la clase de las funciones
computables independientemente del modelo de Introduccién
computacion?
» Es decir, jcdmo probar que una funcién es computable
sin explicitar el programa GOTO que la calcula?



i Como se caracteriza una clase de funciones C?

» Orientacion descriptiva: C se define como la clase de
funciones que satisface(n) ciertas propiedad(es).
Ejemplos:

» La clase de funciones continuas sobre R

» La definicién de la clase GCOMP.

» Orientacién generativa: Se muestran dos elementos:

» Un conjunto de funciones bdsicas.

» Una serie de procedimientos de definicién de funciones,
a partir de otras.

» La clase C se define como la menor clase de funciones
que contiene a las basicas, y es cerrada bajo los
procedimientos de definicion.

» Ejemplo: Las funciones polinomiales sobre Z:

Funciones
recursivas

Introduccién

Poly = {f : Z — 7Z : Existe p(X) € Z[X], Ya € Z, f(a) = p(a)}

Poly, es la menor clase de funciones que
» Contiene las funciones constantes y la identidad.
» Si f,g € Poly, entonces f + g, f - g € Poly.
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Ventaja de la segunda aproximacién

» Disponemos de un método demostracién por induccion
en Ia Clase C: Introduccién

Supongamos que ® es una propiedad acerca de
funciones tal que

» Caso base: Toda funcion bdsica de la clase C satisface
la propiedad ¢.

» Paso de induccién: Si una funcién se obtiene
aplicando a funciones que satisfacen la propiedad ¢ (la
hipétesis de induccién) alguno de los procedimientos de
definicion de la clase, entonces la nueva funcidn
también satisface .

Entonces toda funcion de la clase C verifica ®.
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Cuestlén recursivas

» ;Es posible definir la clase GCOMP de forma generativa,
sin hacer mencién explicita al lenguaje GOTO?

Introduccién

La respuesta es afirmativa
» Antes estudiaremos una clase muy importante de
funciones, las primitivas recursivas.
» Estas funciones son GOTO—computables.
» Proporcionaremos una definicién generativa.
» Juegan un papel muy importante en la Teoria de la
demostracién.



Funciones

FUﬂCloneS béSlcaS recursivas

» La funcién sucesor:

S . N — N Funciones
primitivas
recursivas

S(x)=x+1

» La funcién identicamente nula:
O:N— N

O(x)=0

» Las proyecciones: Para cada i,n € N (1 </ < n),
n?:N"—N

M7(X) = xi
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Procedlmlentos de def|n|C|O/n recursivas

1. Sean g:N" - Ny hy,...,h, : N7 — N. Diremos que
f:N™ — N se obtienede g y hy,..., h, por
composicion (notacién: f = C(g; h1,..., hp)) si Funciones

primitivas

vy’ c Nm recursivas
F(¥) = g(h(y).-- .. hn(¥))-

2. Dadas g : N™"— — N, h: N™?_ N, decimos que
f : N™t1_ _ N se define por recursién primitiva a
partir de g y h (y escribimos f = R(g, h)), si

Para todo X € Nm,y eN {
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ObserV3C|OneS recursivas

» Existe una dnica funcién f tal que f = R(g, h).

Si g, h son totales, f también.

Funciones

» Esta definicion se extiende al caso m = 0: primitivas

{ £(0) = k
f(x+1) = h(x, f(x))

donde k € N. En este caso escribimos f = R(k, h).



Definicidn

» La clase de las funciones primitivas recursivas (que
denotaremos por PR) es la menor clase de funciones
que contiene a las funciones basicas y es cerrada bajo
composicién y recursién primitiva .

» Notacién: Usamos PR(" para denotar al conjunto de
funciones primitivas recursivas n—arias.

» Toda funcién PR es total (prueba por induccién en la
clase).

Funciones
recursivas

Funciones
primitivas
recursivas
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Una CaraCterlzaOO/n de PR recursivas

» Proposiciéon: Una funcidn f es primitiva recursiva si y
sblo si existe una sucesién de funciones

Funciones
primitivas

81,---,8n recursivas

tal que:
> go=f,y
> para cada i < n, g; es una funcién basica o se obtiene
por composicién, o por recursidén primitiva, utilizando
algunas de las funciones anteriores gy, ..., g_1.
Idea de la prueba:
» Probar que la clase asi definida contiene a las basicas y
es cerrada bajo los procedimientos de definicién
» Como PR es la menor clase verificando lo anterior, esta
contenida y por tanto verifica la condicién
» Reciprocamente: toda funcién definida a partir de ese
tipo de sucesiones es p.r.
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EJ em p | O 1 recursivas

Supongamos que
f NS N g :N=>N g:NoN g : NN
son funciones p.r. Veamos que h: N> = N
h(X, y) = f(gl(y, X), g2(X,X,y),g3(X)) Relajacién de los

procedimientos de
definicién

es p.r.
Es necesario buscar una definicidon que use los esquemas de
definiciéon de PR, y funciones primitivas recursivas:

h(Xv}/) = f(gl(ng(xvy)7 n%(X,y)),gg(n%(X,y), n%(xvy)7 n%(X,y)),gg;(n%(X,y)))
= f(C(gl; n%v I'I%)(x,y),C(gQ; n%: n%: n%)(xv)/)’c(g3; n%)(xvy))
= C(f; C(g1: M3, 1M3),C(g2; M2, M2, 113), C(g3; M3)) (x, )

Es decir, h = C(f;C(g1: N3, M), C(g2: M, NE, 113), C(g3; 1Y)
y por tanto h € PR.



Ejemplo 2: recursis

Sean g : N — N, h:N?— N funciones p.r. Veamos que
esp.r. f: N> 5 N

f(0,y) = g(y)
f(X+ 1))/) = h(f(X7Y);Y) Relajacion de los
definicién

Es p.r.
Expresion:
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EJem plOS (eJerCICIOS) recursivas

> La funcién identidad, /dy : N — N es primitiva
recursiva, pues Idy = M}

» Las funciones constantes: dado a € Ny n > 1, se define
C]:N"—» N

Ejemplos de funciones
pr.

Cl(X)=a

0 six=0

» La funcién predecesor: pr(x) = { -1 six>0

Se define por recursién:

{ pr(0) =0

prix+1)=x

Expresion de pr:
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Ejemplos (ejercicios) (II)

» La diferencia reducida:

. { 0 six<y
xX—y = .
X —y en caso contrario

> FUnCiOneS SlgnO de Kleene: Ejemplos de funciones

p.-r.

w0 = {0 six=0
& 11 six#0 y

w1 = {32370



Ejemplos (ejercicios) (llI) e
» La funcién (x,y) — |x — y]|.
» Las funciones suma y producto.
» La exponencial

(X, y) |—> O X = 0 Ejemplos de funciones
xY x#0 o

La definicién primitiva recursiva de la exponencial debe
de ser total, de ahi su definicién.



Ejemplos (ejercicios) (V) e

» Si f y g son funciones primitivas recursivas, entonces
f+g, f-g también lo son. Y reiterando el proceso
cualquier suma finita de funciones primitivas recursivas.

» La funcidn caracteristica de un conjunto finito es
primitiva recursiva, pues si A es finito

Ca(x) =) Ciap

neA

Ejemplos de funciones
pr.

» La funcién paridad, =;

0 six es par
X . .
1 si x es impar
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PR como modelo de computaciéon

» Los datos, Dpg son como en GOTO.

» Los PR—programas son expresiones 7 construidas con los
simbolos que denotan a las funciones basicas y
procedimientos de definicién permitidos en la clase PR,
junto con la aridad correspondiente.

» La funcién semdntica [-]*® se define como PR e i

17 (%) = n(x)

» Interpretacion declarativa (drbol de computacién)



- Funciones
GOTO SlmUla ,PR recursivas
Teorema: Toda funcién primitiva recursiva es
G—computable.
» La prueba es por induccién en la clase
» Caso base: Las funciones basicas son GOTO computables

» Paso de induccién (I): GCOMP es cerrado bajo
composicién: el siguiente programa calcula PR como modelo de
Empitaden
f=C(g; h,..., hp):

Zy — hl(Xla"'7Xm)
Zo — ho(X1, s Xon)
Y «— g(&4,...,2Zn)
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GOTO simula PR (1)

» Paso de induccién (1) GCOMP es cerrado bajo recursién
primitiva: El siguiente programa calcula f = R(g, h):

Y +—— g(Xl, ...,Xm)
[A] IF Xmy1 =0 GOTO E
Y «— h(Xt, s X, Z, )
ZeZ+1 P s o e
Xmt1 — Xmy1 — 1
GOTO A

» Como la clase PR es la menor verificando lo anterior,

PR C GCOMP

NOTA: Los modelos PR y GOTO no son equivalentes, pues
en PR no existen funciones parciales
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iEs PR la clase de las G-computables totales?

» NO, la funcién de Ackermann es G computable, total
y no p.r. La funcién A(n, x) = An(x) es

Ao(x) =x+1
{ Ana(x) = (Ano T oA (1)

» Definicidn alternativa: S
a funcion de
Ackermann

n+1 si m=0
A(m,n)=<¢ A(m—1,1) sim>0,n=0
A(m—1,A(m,n—1))sim>0,n>0

» La funcién de Ackermann es G-computable (lo
probaremos mds adelante)
» A(4,2) tiene mas de 19.000 digitos

http://mathworld.wolfram.com/AckermannFunction.html


http://mathworld.wolfram.com/AckermannFunction.html
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I_a fUﬂClO/n de ACkerman nO eS pr recursivas

» Proposicion: Para toda f € PR, f: Nk — N, existe
n € N tal que

Fxt, - o x6) < An(mix{aa, .. xk})

(prueba por induccién en PR)

» Teorema: La funcién de Ackermann no es p.r.
La funcién de

Demostracién: Supongamos que lo fuese. Consideremos Aelamrery
f(x) = A(x,x) + 1. Es evidente f € PR, pues

f =C(S;C(A; N1, N))
Por la prop. anterior existiria ng t.q. para todo x € N,
f(x) < Anp(x)

Evaluando la desigualdad en x = ng se llega a
contradiccién



Funciones

A pesar de eSO .. recursivas

PR es una clase util:

>

>

Sélo contiene funciones totales.

En la practica, las funciones G-computables totales que
no son p.r. son poco frecuentes.

Podemos utilizar la clase PR para probar que ciertas

funciones son G—computables, sin explicitar programas

que las calculen: basta probar que son primitivas La fancién de
recursivas. e

Podemos caracterizar PR mediante un lenguaje de
programacién basado en bucles de tipo FOR:

Se verifica que PR = LOOP-COMP



Predicados p.r.

» Diremos que un predicado P : Nk — {0,1} es primitivo
recursivo si P € PR (considerado como funcién
P:NK - N).
» Un conjunto A C Nk se dice primitivo recursivo si la
funcién caracteristica de A, Cya, es primitiva recursiva.
» Por tanto, A es p.r. sii el predicado P(X) =X € Aes p.r.

Funciones
recursivas

Predicados
primitivos
recursivos



Ejemplos

» El predicado de igualdad, P(x,y) = x =y, es p.r.

» El predicado P(x,y) = x < y es primitivo recursivo

d(x,y) =3g(|x — yl)

f(x,y) =3g(x—y)

y por tanto P = C(sg; —)

» Andlogamente, los predicado < y = son p.r.
» Dada f €e PRy x € {=,<,>,<,>}, el predicado

es p.r.

P(X,y) = f(X) xy

Funciones
recursivas

Predicados
primitivos
recursivos



Ejemplos
» Si P(X) y Q(X) son n-arios p.r., entonces son p.r.

PAQ, Pv@,y —P

P = (P(7).
P(X) A Q(R) = P(¥) - Q(),
P(%) v Q(X) = ~(=P() A —Q(%)).

» Si A,B C N” son p.r., entonces N"\ A, AnBy AUB
son p.r.

Funciones
recursivas

Predicados
primitivos
recursivos



Funciones

Def|n|C|Oln por CaSOS recursivas

» Si P,g,h:NK = Nson p.r. (P es un predicado),
entonces es p.r.

[ g® siPR)
f (X)—{ h(R) si—-P(x)

» Sea {A1,... Ak} una particiéon de N” por conjuntos
primitivos recursivos, y fi, ..., fr : N7 — N funciones
primitivas recursivas. Entonces es p.r. Predicados
Fecursives
fl()?) si X €A
g(x) = : :
fk()?) si X € Ay



Grafos de funciones p.r.

» f:NF— = N el grafo es
G(f) ={(X.y) | f(X) =y} SN
» Si f es p.r., entonces G(f) es un conjunto p.r.
Co(r)(%,y) =sg(If(xX) — yI)

» Cuestion: ;Y el reciproco?

Funciones
recursivas

Predicados
primitivos
recursivos
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Suma, producto y cuantificacién acotada
» Sea f : N"*1 4 N. Se definen

Te(X,y) =Y (%))

J<y

Ne(z.y) = [[ (%)
i<y
» Si f € PR entonces Y, € PR
Y£(x,0) = f(X,0)
{ Yr(X,y+1)=1f(X,y+ 1)+ Xe(X,y) Cuanificacén

» La suma no tiene porqué comenzar en 0.

> Para el producto es andlogo.
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CuantlflcaC|O/n aCOtada recursivas

» Sea A C Nntl
» (Fy)<A={(z,X) e N"*1 . Jy < Z[(y,X) € A]}.
» (Vy)<:A={(z,X) e N"*1 . Vy < Z[(y,X) € A]}.
Se definen de manera andloga para los predicados, y
con <.

v

v

si A es p.r., entonces (Jy)<;A y (Vy)<,A son p.r.
Consideremos P(y,X) = (y,x) € A

(Vy)<zP(y, %) <= [1,<, P(y,X) = 1, luego

v

Cuantificacion

C(VY)ng(Zv)?) = I_IP(Z7)_(‘) - nCA(Za)?) acotada

(Fy)<:P(y,X) <= >_,, P(y,X) # 0, luego

v

C(Hy)ng(zvz) = sg(Xp(z,X)) = Sg(ZCA(Za)_{))
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EJem plOS recursivas

» El predicado de divisibilidad es p.r. En efecto, basta
comprobar que

Xly <= (Ft)<x(x -t =y)
es decir
xly <= (Ft)<l(x, t,y) € G(*)]

Como el producto es p.r., su grafo es un conjunto p.r.

Cuantificacion

» El predicado ser nimero primo, que denotaremos por el
Primo(x), es p.r. En efecto:

Primo(x) = x > 1A (Vt)<x [t =1V t = xV =(t]|x)]
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MlnlmlzaC|O/n aCOtada recursivas
Sea f : N"™! — N. Se define la funcién £, : N™1 — N

min{y <z : f(X,y) =0} si existe tal minimo
z+1 en otro caso

-

También se escribe ‘ (ny)<z(f(X,y) =0) ‘ teniendo en

cuenta que los argumentos son (X, z).
» Si f € PR entonces f, € PR, pues f, = X¢(sgin;)
Si existe min{y <z : f(X,y) =0} = yo. Entonces

2o\ . >\ 0 _/Zyo Cuantificacién
(*) I—]f(XLj)—I_Ika(X,J)— { #0 J<y0 acotada
luego
— —_ . *
Yo(sgn) (X y) = Lj<zse(Me(X,))) = Ti<yo-11 = Yo
Si no existe tal minimo. Entonces, utilizando *,



Sobre predicados. Ejemplos Funciones

recursivas

Si P(X,y) es p.r., entonces la funcién

(/U/)< ,D()—(‘ y) _ { min{y <z : P(X,y)} siexiste tal minimo
~z ) -

0 e.o.c.

es p.r.

iente de la divisién d i 0
> L)K,J :{ gouene e la divisién de x por y :l.c{c;.é es por.
X
pues L;J = () <x((t+1) -y > x)

» La funcidn resto,

e ey . Cuantificacién
r(x ) _ resto de la divisién de x por y siy #0 acotada
Y) = x en otro caso

es p.r., pues r(x,y) = x—(y - |=])

X
y



Ejemplos (11) Funclones

recursivas

» La sucesién de los nimeros primos,
{ £(0)
f(n)

» Teorema: (Euclides): p,11 <p,'+1
» Por tanto,

pn = n—ésimo primo  n >0

es p.r.

{ f(0) =
f(n+ 1) (Ht)gf(n)!_‘_l[PrimO(t) A f(n) < t] Cuantificacién

acotada
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Ejemplos (Il1)

Sea P(X,y) un predicado. Se define la funcién

o min . P(X, si tal conjunto es no vacio
115 (%) :{ ly (X, ¥)} )

T e.o.c.

» Si P tiene aridad n+ 1, entonces pup : N"— — N.

> La clase PR no es cerrada bajo este procedimiento
Si P(x,y) = x =0 (p.r.), entonces pp(1) T

» Si P(X,y) es G-computable, entonces pp € PR.

Cuantificacion

HP = ﬂp]](n)y donde p es acotada

[A] IF P(X1,...X%p,Y) GOTOE
Y<Y+1
GOTO A



Codificacién en N¥ R

recursivas

Problema: Encontrar una codificacion

(a1,...,an) € N+ (a1,...ap) €N

tal que

1. Sea inyectiva (un cédigo sélo codifica una sucesion).
2. Sea primitiva recursiva.
3. Dado x € N en la imagen de tal funcién, e i < n, la
funcién
x={(a1,...,an) e N> a; €N

sea primitiva recursiva.

Codificacién de
sucesiones finitas



La codificacién de NX

» La funcién par (.) : N> — N def. por
(x,y) = 2¥(2y + 1)—1 es una biyeccién p.r.

» Existe una funcién inversa de (.)
N — N?
z = (I(2), r(2))
/(Z) — X < existe y € N tal que <X,y> =z
I’(Z) = Yy < existe x € N tal que <X,_)/> =z
> (G y) =Xy r((xy) =y
» () e PROA) y i rePRY
» Fijado n > 2, componiendo (.) podemos codificar

n—-uplas (de manera biyectiva). Por ej. n = 3:

(x,y,2) = (x,{y,2))

Funciones
recursivas

Codificacién de
sucesiones finitas



Caso general: longitud arbitraria recursvan
N*={(a1,---,an) : neN, ay,...,a, € N}

» Sea (a1,...,an) € N*. El nimero de Godel de
(a1,...an) es

n
[a1,...an] = pr"
i=1

donde {p; : i € N} es la sucesién de nlimeros primos
[] : N* — N estd bien definida
» Proposicion: Consideremos [.] [yn: N — N. Se
verifica que
> [] INnE 'PR(").
> [] [n» es inyectiva.

Ndmero de Gédel
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Propiedades del nimero de Godel
1. La funcién [.] : N* — N no es inyectiva, pues
[a1,...an] = [a1,...an,0] = [a1,...8,,0,0] = ---

2. Si es sobreyectiva sobre N\ {0}

3. Todo ndmero x codifica infinitas sucesiones finitas, pero
todas estas sucesiones son nulas a partir de un lugar
(relacionado con el mayor primo que divide a x).

4. Sin embargo, [0, a1, ...an] # [a1, ... an], en general.

5. El nimero 1 es el nimero de Godel de la sucesién vacia
(por la definicién que hemos tomado del producto).

Ndmero de Gédel
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Trabajando con codificaciones

» La funcion componente:

().: N2> N
(1) = (x)i = ai

donde (X),’ =4 — X = [317 ceeydi—1,aj,3j41y - - an]
Es p.r., pues (x); = (ut)<x[~(p{ ! |x)]
Se verifica que (x)o =0y (0); = 0 para todo i.

» La funcién longitud (términos no nulos):

Lt :N— N
Lt(x) = (ui)x [(x)i # 0N (Vi)<x(f < iV (x); = 0)]

Por ejemplo, 360 codifica la sucesién [3,2,1], pues
360 = 23 .32 .5y, por tanto
Lt(360) = 3, (360)1 = 3, (360)> = 2, y (360)3 = 1

Ndmero de Gédel
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Pl’OpledadeS de Lt recursivas

1. Si x > 1y Lt(x) = n, entonces ninglin primo mayor que
pn divide a x.
2. Lt([a1,...,an]) = n<=a, #0.
] oai sil<i<n
3 ([a1,-an])i = { 0 e.o.c.

4. Si Lt(x) < n, entonces x = [(x)1, .., (x)n].

Ndmero de Gédel
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/,L_ reCU rSlO/n recursivas

» PR C GCOMP, ni siquiera contiene a todas las
computables totales

» Introducimos un nuevo procedimiento de definicién,
para obtener todas las computables

» Sea f : N"*'— — N. La funcién obtenida de f por
p-recursion es:

) = { TG S e )

» La condicidn
vz < y(f(X,2) )

permite calcular de manera efectiva el valor (si existe)

J-recursion
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ObserV3C|OneS recursivas

» Las funciones construidas por p—recursiéon pueden ser
parciales (incluso si f es total): (,uy)Cl(z)(x,y)
Que (uy)f(X,y) T puede ser debido a:

» No existe y € N tal que f(X,y) = 0.
» Existe el minimo y, pero existe z < y tal que f(X,z) 1.

v

v

Si f es total, la p—recursién es minimizacién sobre

{y « f(X,y)=0}

Relajaremos la notacién, permitiendo minimizacién en
cualquier variable y escribiremos

(uy)[f(X,y) = 0]

Es una funcién n—aria con argumentos son xi, ... X,. perecursién

v

v
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FU nCIOneS reCU rSIVaS recursivas

» La coleccién de las funciones recursivas (que
denotaremos por P) es la menor clase de funciones que

» contiene a las funciones bdsicas y
> es cerrada bajo composicidn, recursidn primitiva y
p—recursion.
> Notaremos por R la coleccién de las funciones
recursivas totales.

» Notaremos por P() y R(K) a las funciones k—arias
recursivas y recursivas totales, respectivamente.

» De manera natural, se definen los conjuntos recursivos
(resp. los predicados recursivos) como aquellos que su
funcién caracteristica es recursiva (resp. aquellos que,
como funciones booleanas, son recursivas).

» Se verifica que e

PRCRCP
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(—recursion para predicados

Si P(X,y) es un predicado de aridad n+ 1, se le asocia una
funcién n-aria aplicando p—recursién como sigue

: P(X,y)} siexiste

(,uy)P()_(" y) - { /rrnlln{y | €.0.C.

» Lema: Pe R = (uy)P(X,y) € P

Se verifica que

(ny)P(X,y) = (m)[IP(%,y) — 1| = 0]

J-recursion
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Propiedades de las funciones y predicados
recursivos

» Todos los procedimientos descritos para PR son
validos para P

» Sea f : N¥ — N total. Entonces
f € R <= G(f) es recursivo

Demostracion: Si f € R, entonces la funcién
caracteristica del grafo es

Co(n(%y) =sa(If(X) — yl)

Reciprocamente, si G(f) es recursivo, entonces

f()?) = (MY)(‘CG(f)(z,y) - 1| = 0) J-recursion



Funciones

La clase P como modelo de computacién

La clase P es susceptible de ser interpretada como un
modelo de computacién, que llamaremos, REC.

> La definicion matemdtica de la pu—recursién proporciona
un método de cdlculo

» Supongamos, por ejemplo, que deseamos calcular

(1y)(Ix = S(»)D3)

La interpretacién como un procedimiento: ir calculando
los valores de la funcién sobre

(3,0),(3,1),...

hasta encontrar un valor y tal que |3 — S(y)| = 0.

J-recursion



GOTO simula REC recursvan

» Teorema: Toda funcién recursiva es G-computable.
» Demostracion: por induccién en la clase P
Toda funcién basica es p.r., luego es computable.
Sélo necesitamos probar que si f : N™t1— — N es
G—computable, entonces (uy)f (X, y) también

(w)f(%,y) = [PI"(%)

donde p es el G—programa

[A] IF f(X1,...,X,,Y)=0GOTOE
Y+~ Y+1
GOTO A

La macro IF f(Xi,...,Xs,Y) = 0 GOTO E estaria
indefinida (su ejecucién no para) si f no estd definida s
Por tanto, el programa presentado realmente calcula

(my)f(%.y).



Apéndice: Conjuntos y Predicados

Definicién: (n > 1) Un predicado n—ario sobre A es una

aplicacién 6 : A" — {0, 1}.

» Los predicados nos permiten identificar con funciones
los subconjuntos de Ay, en general, las relaciones entre

elementos de A.

» Dado (x1,...,xp) € A", si 0(xi, ..., xn) = 1 diremos que
el predicado 6 se verifica (o que es cierto) para
(X1, ..., Xn). Escribiremos 6(X) en vez de 6(X) = 1.
» Si O(x1,...,xn) = 0 diremos que el predicado
no se verifica (o que es falso) para (xi, ..., Xn).
» Podemos identificar un predicado n—ario sobre A,
6 : A" — {0,1}, con un subconjunto de A"

Sp={%eA: o

—

X

)

1)

Funciones
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Apéndice:
Conjuntos y
predicados



Funciones
recursivas

Predicados y conjuntos

Definicion: Sea B C A". Llamaremos funcién
caracteristica del subconjunto B, al predicado Cg definido

sobre A" como sigue:

» La funcidn caracteristica de B C A", nos permite
identificar el conjunto B con un predicado

(precisamente, Cg).
> Si 0 es un predicado n—ario sobre Ay B = Sy entonces

Cg =19.
Apéndice:

Conjuntos y
predicados



Operaciones con predicados

Definicion: Dados los predicados 6 y #’, definimos los
predicados =0, OV &', ONO', 0 — 0y 0 < ¢, asi:

—1-6().
(X) = max(6(x), 0'(x))
).

v

v

v

>

>

Estas operaciones reflejan las operaciones entre conjuntos
del siguiente modo. Sean 0 y 0> predicados n—arios sobre

A",

> 591\/92 = 591 U 592.
> 591/\92 = 591 N 592'

>

(=0)(x) =

0V 6)(X)
(0 A6 (X)
0— 60 =(
00 = (0

Entonces

—0(x
0

J

>
~

-6, — A" —

¢

(
o(

X)
R
R

v
0') A\

Sp, -

YV o
YA G

(X) = min(0(X), ' (X)

(0" — 0).
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Cuantificacién acotada recursis
Sea 6(x1, ..., Xn, ¥) un predicado (n + 1)-ario sobre N.
El predicado obtenido a partir de 6 por cuantificacion
existencial acotada es el predicado (n + 1)-ario sobre N
que denotaremos por (3z)<,0 y se define mediante:

.\ | 1 siexiste zp <y tal que (X, zp).
(F2)<,0(%, 2) = { 0 en caso contrario

El predicado obtenido a partir de 6 por cuantificacién
universal acotada es el predicado (n + 1)-ario sobre N que
denotaremos por (Vz)<,0 y se define mediante:

_ y_ J 1 siparatodo zg <y se tiene 0(X, zp).
(V2)<y0(%, 2) = { 0 en caso contrario

» (32)<,0(X,z) = 0(X,0) VO(X,1) V.. VO, y)
» (Vz)<y 0(X,2) = 0(X,0) ANO(X, 1) A ... NO(X,y)

Cuantificacion



Cuantificacién no acotada recursis
Sea 6(x1, ..., Xn, ¥) un predicado (n + 1)-ario sobre N.
El predicado obtenido a partir de 6 por cuantificacion
existencial es el predicado n—ario sobre N que denotaremos
por (3z) 0 y se define mediante:

(32) (%, z) = { 1 si existe zg tal q.ue 0(X, z0).
0 en caso contrario.

El predicado obtenido a partir de 6 por cuantificacién
universal es el predicado n—ario sobre N que denotaremos
por (Vz) 6 y se define mediante:

(V2) 6(%, 2) = { 1 si para todo z se tiene (X, zp).
0 en caso contrario.

Cuantificacion
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