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Tema 5:

MOtIV3C|O/n Conjuntos

recursivamente
enumerables.

1. iEs posible analizar un programa para saber a priori si

para sobre un dato? Outline
2. Si f € R, entonces su grafo es recursivo ; Qué ocurre

con el grafo de una funcién parcial?

Otras cuestiones:
» Es facil disefiar un procedimiento que responde si'si el
programa para, y no devuelve respuesta en otro caso.
» Es un procedimiento de semidecisién (en contraposicién
con los procedimientos de decisién para predicados
computables)
» ;Qué propiedades tienen estos pseudopredicados?
» Dado p € GOTOp (Es el predicado
Po() = { 5 SEI"O
computable?
» ;Es posible obtener un programa generador de los
elementos del dominio de un programa p?



Conjuntos recursivamente enumerables Comfuntos
recursivamente
enumerables.

Definicién: Un conjunto B C N” se dice recursivamente
enumerable (r.e.) si existe g € P tal que B = dom(g).

» Como GCOMP = P, existe p € GOTOp tal que Conjuntos

recursivamente
enumerables

B = dom([p]")

» Como los conjuntos r.e. estdn asociados a los dominios
de programas, es muy util la siguiente notacién:

Dados e € Ny n > 1, el conjunto r.e. de indice e
" = {XxeN : (n)(x) 1} = dom(pe (n ))

(es decir, el dominio en N” del programa p de cddigo e).

» Luego para cada B C N” re. existe e t.q. W " = B.



Los recursivos son r.e. i

recursivamente
enumerables.

Proposicién: Todo conjunto recursivo es recursivamente
enumerable.

» Demostracién: Si B C N, Cg € R. Consideremos el
programa p
- Pro!)iedades de los
[A] IF CB(X) e 0 GOTO A conjuntos r.e.
es evidente que

dom([p]") = {% : Ca(X)=1} =B

y por tanto B es r.e.



Teorema del complemento

B C N" es recursivo si y sélo si By N\ B son r.e.
» Demostracion: Si B es recursivo, entonces N \ B
también, pues Cym g(X) = 1—Cp(X), luego son r.e.
Supongamos que p y q son tales que

dom([p] ") =By dom([a]) =N"\ B

Si e; = #(p) y & = #(q), y consideramos pg:

[A] IF STEP("(Xy,...,Xn, €1,2Z) GOTO C
IF STEP()(Xy,...,Xn, €,Z) GOTO E
Z+—Z41
GOTO A

[c] Y«1

Se tiene que como dom([p](™) U dom([q]() = N, ps
siempre para, y

[[PB]](n) =Cp
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Unidn e interseccion de r.e.

Proposicion B,C C N"sonr.e. = BNCy BUC son r.e.
» Demostracion: Sean g, h: N"— — N G—computables
tales que dom(g) = B y dom(h) = C. Consideremos

{ Y« g(X)
Y « h(X)

Entonces
] (%) <= g(X) | y h(X) l==xec BNC

Con respecto a la unién, tomemos e; y e cddigos de
programas que calculan g y h, resp. Consideramos p:
[A] IF STEP((Xy,...,Xn, €1,Z) GOTO E
IF STEP()(Xy,...,Xn, €,Z) GOTO E

Z<+—7+1
GOTOA

Se verifica que

[Pl"(X) | <= Existe z tal que STEP(")(X, e1,2) 6 STEP("(X, e, z)
< g(X) 1 6 h(x) L
<= xeBucC
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Tema 5:

Teorema de la proyeccién G ics

recursivamente
Sea B C N". Son equivalentes: m
1. Besr.e. ,

enumerables.
2. Existe un predicado : :
R(X, t) recursivo tal que X X Propiedades de los
B = {)_(. : EltR()?, t)} B = {)? : EI'R()? t)} conjuntos r.e.

Demostracién: | (1) = (2) || Sea e tal que B = Wi se
verifica que B = {X : 3t STEP("(X, e, t)}
(2) = (1) |: Usando R(X,t) como macro, consideremos p:

[A] IF R(X1,...,%n,Z) GOTO E
Z+Z+1
GOTO A

Se verifica que dom([p](") = {¥ : 3zR(X,z)} = B
(se hecho, los conjuntos r.e. son proyecciones de conjuntos
p.r., pues R(X,t) es p.r.)



Teorema de enumeracidn i

recursivamente
enumerables.

Sea B C Nr. e. y no vacio. Entonces existe f total y
recursiva tal que

B = {f(0),f(1),...} = rang(f)

Demostracion: Por el t. de la proyeccién, existe R(x, z) p.r.
tal que {x : JzR(x,z)} = B CerfimiEaTEs

funciones

Como B # (), sea xo € B fijo, y definamos recursivas

flu)={ & 250D
(f € PR). Veamos que rang(f) = B:
» Sea u € N. Si f(u) = xp, entonces f(u) € B. Si no, se
verifica R(/(u), r(u)), y por tanto f(u) = I(u) € B

» Sea x € B. Por hipétesis, existe un z € N tal que
R(x,z). Luego f((x,z)) = x.



Tema 5:

Teorema del rango @i

recursivamente
enumerables.

Si f € P, entonces rang(f) es r.e.
» Demostracion e = #(q) con [q] = f y B =rang(f)

0 ix€EB
g ={ 7 I

es computada por el siguiente programa:
S Conjuntos r.e. y
Idea: Z; es cota de la bisqueda de x | funciones

en el rango de f, para el n° de pasos | "<V™*V%°

- (1)
[A]  IF ~STEP'(Z,€,22) GOTO B de q, y para los argumentos de f:

V< f(2)
IF V=X GOTO E > Para cada valor z» de Z5,
[B] Z+zZ+1 generamos todos los valores
p IF Z < Z, GOTO A {f(0),...,f(z)} calculables
Zp—Zp+1 en menos de z pasos de q
Z+ 0 > Nos preguntamos si alguno es
GOTO A x. Si es asi, devolvemos 0

(GOTO E). Si no, se
incrementa z.

x € rang(f) <= 3z,2 € N[f(z) = x A STEPM)(z, e, 5)]

» Luego [p]® = g (mismo dominio y los mismos valores).




Teorema del grafo (1): primer intento

Teorema: Si f es recursiva, entonces G(f) es
recursivamente enumerable
Demostracion: Sea f € P. La funcién

g(xX,y) = (p2)(|f(X) — y[ = 0) es

o v |0 sif(X)=y
X’y)_{T e.o.c.

y por tanto dom(g) = G(f)

.Y el reciproco? La definicién

F(X) = (w)([Cer) (X, y) — 1)

no lo justifica, pues ignoramos si Cg(r) es recursiva
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Teorema del grafo (I1): Caracterizacién

Lema Un conjunto B es r.e. sii su funcién caracteristica
parcial, Cg, es recursiva.

Demostracién Basta tener en cuenta que dom(Cg) = B, y
que si B = dom(g), entonces C4 = C1(g(x))
Teorema del grafo: Sea f : N"— — N.

f <= G(f) esre.

Demostracion La implicaciéon directa ya la tenemos
Supongamos que G(f) es r.e. Sea R(X,y,z) p.r. tal que

(X,y) € G(f) <= 3z R(X,y, 2)

Entonces se verifica que f(X) = I((uu)R(X, I(u), r(u)))
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Utilidad del teorema del grafo Comfuntos

recursivamente
enumerables.

Un ejemplo: Probaremos que la funcién

(1) - (1)

es recursiva.

Conjuntos r.e. y

(Nétese que el razonamiento usual para la definicién por casos no se puede e

usar, pues no sabemos si es recursivo el predicado P(x) = cp(xl)(x) 1 e
Sin embargo, si describimos el grafo de la funcién vemos que
es r.e., pues es proyeccién de un conjunto p.r.:
(1)
(x,y) € G(f) = wx'(x)=y
< Fz[Ti(x,x,2) AN (z) = y]



El problema de la parada Conpuntos

recursivamente
enumerables.

Informalmente es

Parada(x,p) <= el programa p para sobre x
< [pl(x) |

Es decir,

HALT(x,y) <= el programa de cddigo y para sobre x
= ¢ (x) |

Diagonalizacién:
El problema de la

Teorema (el problema de la parada): parada
HALT(x, y) es recursivamente enumerable y no es recursivo.




Demostracién (I) Cargonies

recursivamente
enumerables.

» El predicado es r.e.:
HALT (x,y) <= 3z Ti(x,y, z)

y por tanto, por el teorema de la proyeccidn, es r.e.

» Utilizamos el método diagonal: si suponemos que
dicho predicado es recursivo, construimos una funcién
computable que difiere de cada funcién computable en o
, . ., Diagonalizacién:
algin valor, llegando a contradiccién El problema de la

parada

» Supongamos pues que es computable. Tomemos la

funcién ( )
|1t si HALT(x, x
Flx) = { 0 e.o.c.



Demostracién (I) Cargonies

recursivamente
enumerables.

» f es computable por
p= [A] IF HALT(x,x) GOTO A

(como suponemos que HALT(x, y) es computable, la
podemos usar como macro).

> Sea e = #(p). Como . = [p]™"), entonces para todo
xeN NN
Diagonalizacién:
El problema de la

HALT (x, e) <= [p] ) (x) <= f(x) L= —~HALT(x,x) ***

pero tomando x = e se llega a una contradiccién.



|dea del método diagonal (1)

Representando con una tabla infinita los valores:

0 1 2 3
%o (1) | @) | w03
e1| @i0) 712 | @103
2| ¢20) | (1) #2(3)
3| 030 | wa()) | e3(2)

(escribiendo 1 si p;(j) 1)
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|dea del método diagonal (I1)

Tema 5:
Conjuntos
recursivamente
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Si HALT(x, x) es computable sabemos si ¢x(x) |. Definimos
la funcién computable que difiere de cada una en la diagonal:

Diagonalizacién:

El problema de la
parada

0 1 2 3
©0 wo(1) | ¥o(2) | #o(3)

o1 | @00 w12) | @03)

2| ©20) | e21) #2(3)

w3 | #3(0) 3(1) | »3(2)

: 1
f do 01 o2 03 ...



|dea del método diagonal (III) Conlis
recursivamente
Por tanto enumerables.

s T siei() ]

f(’)_‘s’_{ 0 sipi(i)t
que es computable (su grafo es r.e.), y como difiere de cada
©;i en el valor (indefinido o no) en i no podria ser computable

Diagonalizacién:
El problema de la
parada



Notas sobre el teorema

1. Es el primer problema, intimamente relacionado con la
computacién, del que hemos demostrado su
indecidibilidad.

2. Hemos demostrado que el problema de decidir si un
programa para, o no, sobre un dato de entrada no
es resoluble mecanicamente:

No existe un programa p que resuelva el problema:

» Entrada: q € GOTOp, x € N.
» Salida: 1 si [q](x) {; 0 en otro caso

3. El método diagonal, es (til para demostrar resultados
de este tipo.
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Notas sobre el teorema

1. En la prueba del resultado, se ha demostrado que el

conjunto

K={x

\_

Primitivos recursivos

‘ g
Recursivos -
| Recursivamente enumerables - K
P(N) AL

px(x) 1}
es recursivamente enumerable y no recursivo.

2. Es mas, N\ K no es r.e. (si lo fuese, al ser Ky N\ £
r.e., por el teorema del complemento, K seria recursivo).
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