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Tema 6: El

Transformaciones de programas i

recursién

Definicién: Una transformacién de programas es una

aplicacion

Transformaciones
de programas

F GOTOpx ') %GOTOp x N —5 GOTOp

Definicién: Una transformacién F se dice recursiva (o
automatica, o computable) si es recursiva la funcién F
que hace conmutativo el diagrama

f
(m) k
GOTOp X - -+ XGOTOp X N —  GOTOp

#()™ X Idym ! # L #0)

Nk — N



Tema 6: El

EJem plO Interesa nte teorema de

recursién

Sugerido por el teorema de la forma normal: (p, n) — dp.n
donde gy, , es el programa (usando macros):

Transformaciones
de programas

Zz < #(p)

[A] IF Ta(X1,...,%n,Z2,Z) GOTO B
Z+7+1
GOTO A

[B] Y+« I(Z)

La transformacion
F : GOTOp x N — GOTOp

(p,n) = Qp,n

es automatica, pues F(#(p), n) = #(ap,n) €s p.r.
Se verifica que: [F(p)]™ = [p]"



Tema 6: El

Fijando variables como “pardmetros” teorarma de
» Podemos especializar los programas de manera
automatica
» Dada ™™, si prefijamos m valores ay, . .. an,
obtenemos una funcién h: N™ — N definida por Teorema s—rm

h(x1, ... Xm) = (em+")(xl, ey Xmy @1y« -y an)

iPodemos obtener de manera recursiva el (un) cédigo j
de la funcién especializada?

» Si denotamos por S7, a la funcién n+ 1-aria (e, 3) — J,
entonces la ecuacién anterior queda como

(p(Sr,r',’jze,ﬁ)()?) = em+n)()?7 ﬁ)

> Cuestién: ;Existe la funciéon computable S/?



Tema 6: El

EJ em p | O teorema de

recursién

La siguiente funcién es la suma:

x=0

f(Xv U) :{ g'(f(x—l,u)) x#0

Teorema s—n—m

Si fijamos u = 2 obtenemos la funcién f(x) = x + 2,

2 x=0
fa(x) = { S(h(x—1)) x#0

En programas:

Xo <X +1
Z<+— X1 X+ X +1
Y+ Xo Z+ X1
[B] IF Z#0GOTOA )= Y+ Xo
GOTO E = [B] IF Z # 0 GOTO A
[A] Z+z-1 GOTO E
Y<~Y+1 [A] Z+2z-1
GOTO B Y~ Y+1
GOTO B

Es evidente que [p2] ™V (x) = [p]@(x,2)
iSe puede mecanizar esta transformacién para cualquier programa?




El teorema s-n-m I

Teorema s-n-m. Sean n, m > 1. Existe S7 : N"*1 —+ N
primitiva recursiva e inyectiva tal que para todo 3 € N”,

A (@) = A%, 3)

(igualdad entre funciones parciales, claro)
Demostracion: por induccién en n:
» Caso n=1: La funcién S}, debe verificar

ze,u)(Xb ce aXm) = cpgmﬂ)(xl, oo s Xm, u)

Teorema s—n—m

o

Es decir, dados (e, u), SL (e, u) calcula el programa:

(X1y ey Xm) — <p£,m+1)

(X1 .y Xm, U)
Basta asignarle a X,,+1 el valor u, y aplicar
seguidamente el programa p de cédigo #(p) = e:

Xmy1 ¢ Xmy1 +1

: (u)

Xm-%—l — Xm-%—l +1

P



El teorema s-n-m. Demostracién n =1 I

recursién

> ;Cudl es el cédigo del programa resultante?

> #(Xmy1 — Xmi1 +1) =(0,(1,2m+ 1)) = 16m + 10.
» Hay que desplazar las lineas de

Teorema s—n—-m
pP= :[:]_7 .. '7ILt(e+1)
en la codificacion del programa resultante.
Luego
Sm(e,u) = [#Xmi1 < Xmp1 +1),..., _
#Xmt1 < Xmp1+1), #(T1), - -+, #(MLe(er1))] -1

que es
16m+10 Lt(e+1)
+1); | -
51 e U (le> . H pl(li-j )i 1
Jj=1

que es, por tanto, primitiva recursiva.



Tema 6: El

El teorema s-n-m. Paso de induccién teorarma de
» Paso de induccién: Supongamos que hemos obtenido
Sh € PR y veamos cémo se obtiene S,
» Basta especializar, en primer lugar, en la dltima variable
(el caso n = 1) y aplicar la hipétesis de induccién para
especializar en las n restantes:

Teorema s—n—-m

- _ (m+n)
X7u17‘°'3un)un+1) _9051

(m+n+1)(
€ m+n(e)un+1)

(X, u1,...,Up)

_ (m) o
o (psrr:](sr];r{»n(e’un#»l)7u1a“wu"))(X)
Por tanto, definimos
S,’,’fl(e, Uly .oy Upy Upp1) = S,’,’,(S,anrn(e7 Upt1), ULy« -y Up))

es primitiva recursiva e inyectiva (por construccidn).



El teorema s-n-m: consecuencia en GOTO i,
Corolario Existe una transformacion automatica de
programas

Spec;, : GOTOp x N" — GOTOp

tal que para cualesquiera p € GOTOp, X € N 7 € N”
[speca(p, NI (%) = [p] """ "(%, d)

Demostracién: Se obtiene a partir de la funcién S;,.
Specy, es la dnica transformacién automatica que hace
conmutativo el diagrama

Aplicaciones

Spech

m

GOTOp x N'  —  GOTOp
#(.) x Idyn \J # Lo #0)

Ni+n — N
Sm



. = Tema 6: El
ApllcaCIOneS (I) teorem;.ade
recursiéon
Existe una transformacién automdatica que obtiene el
programa que calcula la composicién de funciones

computadas por dos programas (no la concatenacién de éstos):

Corolario: Existe g € PR tal que Ve, e €N

Aplicaciones

1 1 1
Per © Pey = Pg(er,e)

» Demostracién: Consideremos la funcién h: N3— — N

h(z,x,y) = ex(¢y(2))
Se verifica que h € P.
Esto es cierto pues h(z, x,y) = U1 (Us(z,y), x)
Por tanto, existe e tal que ¢ = h. Entonces, aplicando
s—2-1, para cualesquiera z, e1, &

h(z,e1,€) = o0 (2) = pe(z.e1,02) = 05 . ) (2)

y por tanto g(u,v) = SZ(e, u, v) verifica lo pedido



Aplicaciones (1) i,

Corolario: Existe una transformacién automitica de
programas, T tal que para cualesquiera dos programas p y q,

[7(p. )1 = [p]™) o [a]V

Demostracion: T es la transformacién que hace
conmutativo el diagrama

Aplicaciones

T
GOTOp X GOTOp — GOTOp

#()@ il L #0)

N2 — N
g

para g la funcién del teorema anterior.



Teorema de Recursidn: I

recursién

Sea g € P"*! recursiva. Existe e € N tal que

VX € N" [ (g, .. xn) = g, X1, -+, xn)

» Demostracion Sea h € P definida por

El teorema de
recursién

h(x1, ...y Xn, v) = &(SEH(v, V), X1, . ., Xn)
. _ (n+1)
consideremos ey € N tal que h = @, /. Entonces

g(Sll(V7 V)7X17 sy X ) 9020—’—1( X ) = @Sg(eo,v)()?)

y tomando v = ey y e = S}(ep, e9) se tiene que

()(

Xiy.eosXn) = g€, X1, ..., Xn)



Teorema de recursién para programas it

recursién

Corolario Sea p € GOTOp y n > 1. Existe q tal que
v e N ([l (#(2). %) = [l ()]

» Demostracion: Basta aplicar el T. de recursién a £l teorerm de
[p]("*1), y q es el programa de cédigo e tal que recursion

pe(%) = [P]"" (e, %)

Es evidente (basta examinar la demostracién del teorema de
recursion) que el programa q se obtiene de manera efectiva.



Teorema del punto fijo de Kleene teorema de

Corolario (teorema del punto fijo de Kleene).
Sea f € R, Existe e tal que

Prle) = Pe

El teorema de

» Demostracién. Consideremos la funcién g : N> - N recursién

g(z,x) = ¢(z)(x)

que es recursiva, pues g(z,x) = Ui(x, f(z)). Por el
teorema de recursién existe e tal que

Vx[ g(e; x) = we(x))]
luego para todo x € N, pe(x) = g(e, x) = ¢r(e)(X)

Anilogamente se demuestra para cualquier aridad n > 1: en

las condiciones del teorema, existe e tal que gpfr'g)e) = go(e")



Tema 6: El

Teorema del punto fijo para programas e o

recursién

Corolario (puntos fijos de transformaciones automaticas
de programas).

Sea T : GOTOp — GOTOp una transformacién automdtica de
programas y n > 1. Entonces existe p € GOTOp tal que

IIT(p)]] = I[p]] El teorema de

recursién

» Demostracion: Apliquese el teorema del punto fijo a la
funcién recursiva que hace conmutativo el diagrama

T
GOTOp —— GOTOp
#() L Lo#(0)
N — N
f

Es decir, para toda transformaciéon automatica de
programas existe un programa que calcula la misma
funcién que su transformado.



. . . . . Tema 6: EI
Aplicaciones (1): Existencia de virus e o
Programa Virus: se reproduce completo o alguna de sus
caracteristicas.
Un programa p es un virus autorreplicante (v.a.) si al

ejecutarse reproduce su cédigo, es decir

vxeN,  [plV(x) = #(p)

Aplicaciones del
teorema de recursién

Encontrar v.a. en GOTO es dificil.
Proposicion: Existen virus autorreplicantes.

» Demostracion Consideremos la funcidon recursiva
g(u,v) = u
Por el teorema de recursidn, existe e € N tal que
Vx  pe(v) =g(e,v)=e

Si p es tal que #(p) = e, entonces p es un tal virus.



Aplicaciones (Il): Inexistencia de antivirus i,

recursién
Teorema: El problema de reconocer los virus
autorreplicantes

AUTORREPLICANTE(p) <= p es un virus autorreplicante

No es recursivo

Aplicaciones del
teorema de recursién



Demostracidn I

» Demostracion Supongamos que el predicado
P(u) <= u es el cédigo de un virus autorreplicante
= Vxpu(x) =u

es recursivo. Fijemos un indice ey que no sea el cédigo
de un v.a., y consideremos la funcién (diagonalizamos).

Aplicaciones del
teorema de recursién

wo || wo(0) || wo(l) | o(2)

| e siP(u)
Flu,x) = { u si = P(u)

w2 | ¥2(0) w2(1) || p2(2)




Demostracién (I1) toorems de

recursién

» f es recursiva. Aplicando el teor. de recursién existe
e € N tal que

pe(x) = f(e,x)
Pero considerando e:

» Si e es un v.a. entonces p.(e) = e, pero f(e) = ep.
Contradiccidn Aplicaciones del
» Si e no es un v.a., entonces pe(x) # Ce pero f = Ce. seerema de recursen
Contradiccion



Tema 6: El

Aplicaciones (111): Resolucién de ecuaciones i

recursién
Uso del t. de recursién para encontrar funciones
computables verificando ciertas condiciones.
Ejemplo 1: Demostrar la existencia de una tnica f
computable tal que

F(x) = 1 six=0
B f( L%J) +x six>0 Aplicaciones del

teorema de recursién

(se puede establecer utilizando la funcién historia, y se
prueba incluso que es p.r.)

Utilizando el t. de recursién: Debe ocurrir que f = ¢, para
cierto e. Por tanto, buscamos e tal que:

1 six=0
“’e(x):{ ve(|5])+x six>0



Tema 6: El

aplicando el t. de recursidn... tsorema de

recursién

. 1 six=0
Consideremos g(u, x) = { ce(lZ) +x six>0

se establece su computabilidad:

1 six=0

g(u,x) = { Un(lZ),u) +x six>0

Aplicaciones del

y aplicando el teorema de recursién, existe e tal que teorema de recursién

pe(x) = g(e,x)

Entonces f = o, satisface las ecuaciones.
La unicidad se prueba demostrando que la solucién debe ser
total (si existe) aplicando induccién.



Ejemplo de no unicidad teorema de

recursién

Ejemplo: Demostrar que existe f € P tal que
Vx e N, f(x)="f(x+11)

Sea g la funcién computable
g(u,x) = pu(x +11) = Ui (x + 11, u)
Por el teorema de recursién, existe e tal que

Aplicaciones del
teorema de recursién

pe(x) = gle, x) = pe(x +11)

Nétese que:

» Es una igualdad entre funciones parciales. Por ejemplo,
la funcién vacia es solucién.

» No hay solucién tnica, toda funcién constante lo es

» El t. de recursién no asegura la unicidad ni de e (por
ejem., todo e tal que p. = () sirve), ni de la funcién pe.



Ejemplo: La funcién 91 de McCarthy i,
Probar la existencia de f € P tal que:
F(x) = x —10 si x > 100
| f(f(x+11)) eowc
. x —10 si x > 100

Consideremos g(u, x) =

g( ) { SDU(SDU(X + 11)) e.o.c. Aplicaciones del
es recursiva’ pues teorema de recursién

(1, x) = x —10 si x > 100
s\ = Ur(Ur(x + 11, u),u) eo.c.

por el t. de recursidn, existe e tal que Vx p.(x) = g(e, x)
y por tanto e es el cédigo de un programa que calcula f. En
este caso, la tnica funcién! f solucién es

{x—lO si x > 100

f(X) - 91 e.o.cC.

La unicidad queda como ejercicio



Tema 6: El

Ejemplo: La funcién de Ackermann teorema de

recursién

Dada la sucesion

Ao(x) =x+1
(x+1)
Ant1(x) = (Ano -+~ 0Ap)(1)
la funcién de Ackermann es A(n, x) & A, (x). es decir, Ia teorama e vecursdn

funcién

A(0,x) =x+1
(x)§ A(n+1,0)=n+2

A(n+1,x)=A(nA(n+1,x—1))six>0



Aplicando el t. de recursion... i,

Veamos que es recursiva (esta funcién no es p.r.).
Consideremos g : N3— — N definida por

x+1 sin=0
glu,n,x)=4¢ n+1 six=0,n>0
gou(n—l,gou(n,x—l)) Si X7n>0

Aplicaciones del
teorema de recursién

que es computable, pues

x+1 sin=20
glu,n,x)=4¢ n+1 six=0,n>0
U, (n— 1, Ur(n,x — 1, u),u) x,n>0

aplicando el teorema de recursién, existe e tal que

(Pe(nvx) = g(ev ”7X)

2 . .
y como A = cp(e ), la funcién de Ackermann es recursiva



Detalles... Tema 6 EI

teorema de
recursién

La demostracién no estd completa:

> Se necesita demostrar la unicidad de la funcién que
verifica las ecuaciones (x), que se hace probando por
induccién en n la unicidad de A,.

» Previamente se demuestra que las funciones A, son
totales.

Aplicaciones del
teorema de recursién
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