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Autématas y complejidad AR

lenguajes y
gramaticas

» Hasta ahora no hemos fijado limites a los recursos
disponibles para resolver algoritmicamente un problema. Pt (s

» Nuestra descripcién de las maquinas de Turing no
impone ninguna restriccién sobre los movimientos en la
cinta, el nidmero de celdas disponible o la longitud de
las computaciones. Ahora impondremos limitaciones a
los recursos disponibles.

» Los autématas finitos presentan uno de los escenarios
mas restrictivos. Son dispositivos muy simples, sin
memoria:

» Como las maquinas de Turing disponen de una cinta
finita dividida en celdas. Cada celda contiene un
simbolo de un cierto lenguaje X.

» La cabeza lectora del autémata inspecciona la celda en
la que se encuentra y a continuacién, se mueve a la
derecha y cambia de estado.

» Cuando se para, el autémata acepta o rechaza la
palabra leida.



Autématas finitos (deterministas)

Un autémata finito (determinista), consta de

1.

Un conjunto finito, @, cuyos elementos se denominan
estados.

2. Un alfabeto ¥
3. qo € Q (se denomina estado inicial).

4. F C Q (sus elementos son los estados finales o de

aceptacion).

. Una funcién § : Q x £ — Q (llamada funcién de

transicion).
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Autématas,
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Autdématas finitos



Autdmatas finitos no deterministas o,

lenguajes y
gramaticas

> Si en la definicidn anterior sustituimos la dltima
condicién por
5. Una funcién § : Q@ x £ — P(Q)
decimos que se trata de un autémata finito no
determinista.

Autdématas finitos

» Un autdmata finito no determinista con e—movimientos,
e—AFND, se define de manera similar a un AFND, salvo
que en la definicién anterior sustituimos la dltima
condicién por

5. Una funcién § : Q@ x (XU {e}) — P(Q)



Tema 8:

Lenguaje aceptado por un AFD Autématas,

lenguajes y

Sea M = (Q’ 2’5’ qo, F) un AFD. gramaticas

> Se define §: Q@ x &* — @ por recursién como sigue:

Autdématas finitos

(q,ws) = 0(6(q,w),s) conweX*yse X

» J(q, v) determina el estado en que se encuentra el
autémata después de leer la palabra v empezando en e
estado q.

» Decimos que M acepta v € ¥, si S(qo, v) € F.

» El lenguaje aceptado por M es

L(M)={vex*: §qov)ecF}



Ejemplo AFD

» Diagrama de transiciones:

b
(ST
b
a a a a
O®O0
b

» Tabla de transiciones:

) ‘ a b
— *xqo| G2 q1
g1 |93 Qo
g2 | qo g3
g3 | q1 Q2
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Tema 8:

Lenguaje aceptado por un AFND Autématas,

lenguajes y

Sea M = (Q, T, 6, go, F) un AFND. g
> Se define § : Q x ¥* — P(Q) por recursién como sigue: . .
(4.) = {a}
5(q,ws) = {p e Q: Existe r € (q,w) tal que p € §(r,s)}

> S(q, v) determina el conjunto de estados en que puede
encontrarse el autémata después de leer la palabra v,
empezando en el estado g.

» Decimos que M acepta v € X*, si S(qo, v)NF £,
» El lenguaje aceptado por M es

L(M)={vex*: §(qo,v)NF #0}



Ejemplo AFND

lenguajes y
gramaticas
» Diagrama de transiciones:
a, b a Autématas finitos

a a
start —( 9o @ @

a,b

GUGU



Tema 8:

Ejemplo AFND

lenguajes y
gramaticas

» Tabla de transiciones:

1) a b
— qo | {90,93} {qo,q1}
q 0 {92}
*q2 | {g2} {92}
a3 {94} 0
*q4 {aa} {aa}

Autdématas finitos

» Lenguaje aceptado, L(M):

{weX*: Jvi, o (w = viaavy o bien w = vibbwvs)}



Tema 8:

Lenguaje aceptado por un e~AFND Autimata
enguajes y
Sea M =(Q,%,0,qo, F) un e-~AFND.

gramaticas
> Se define 0 : Q x X* — P(Q) por recursién como sigue:

3(.2) = e=cl({q})
5(g,ws) = e—cl({p € Q : Existe r € §(q, w) tal que p € 6(r,s)})

Autdématas finitos

> e=cl(q) = Upen Cn(q), donde

Co(q) = {q} Ud(q,¢)
Cria(q) = UpECn(q) d(p )

» El lenguaje aceptado por M es

LM)={vex*: §qo,v)NF #0}



Ejemplo e~AFND (1) Auttmats,

lenguajes y
gramaticas

» Diagrama de transiciones:

a,b a,b
a a,& a

» Tabla de transiciones:

Autdématas finitos

1) ‘ a b €
— qo | {g0, 91} {qo} 0
q | {92} 0 {2}
%@ 0 {as} 0
*q3 | {3} A{gs} 0

» Lenguaje aceptado: L(M) =77



B Tema 8:
EJemplO g_AFND (II) IAutémlatas,
enguajes y
gramaticas

» Diagrama de transiciones:

a
£
sari ()
a
S
: @

a

{a* : k es divisible por 2 o por 3}

Autdématas finitos

» Lenguaje aceptado:



Equivalencia entre AFND y AFD AR

lenguajes y
gramaticas

» Teorema. Si M es un AFND entonces L(M) es
aceptado por un AFD.

» Demostracién: Si M = (Q, ¥, J, qo, F) es un AFND
L = L(M) definimos el siguiente AFD

Autdématas finitos

MI = <Q/a Zv 5/a qé): F/>

» @ =P(Q)y 95 = {qo}.
> 6’({(]1,. . ~7Qr}a3) = U}:l 6(qj7a)
» FF={BCQ: BNnF#0}.

Por induccién en la longitud de v € ¥* se prueba
Vv e ¥, 5’(q6, v) = S(qo7 v)
Luego L(M) = L(M'):

v e L(M) 5(qo,V)NF#0 < &(gh,v)NF#D

=4
& Sghv)eF o vel(M)



Equivalencia entre e=AFND y AFD AR

lenguajes y
gramaticas

» Teorema. Si M es un e~AFND entonces L(M) es
aceptado por un AFD.

» Demostracién: Si M = (Q, ¥, §, qo, F) es un e-~AFND
L = L(M) definimos el siguiente AFD

Autdématas finitos

MI = <Q/a Zv 5/a qé): F/>

> Q'=P(Q)y 9 = e=cl({qo})-
> 6’({(]1, (R ) qr}a a) = U}:l E—C|(5(qj, a))
» FF={BCQ: BNF %0}

Por induccién en la longitud de v € ¥* se prueba
Vv e ¥, 5’(q6, v) = S(qo7 v)
Luego L(M) = L(M'):

v e L(M) 5(qo,V)NF#0 < &(gh,v)NF#D

=4
& Sghv)eF o vel(M)



Tema 8:

Operaciones con lenguajes ey

lenguajes y
gramaticas

Sea X un alfabeto. Utilizaremos las siguientes notaciones:
» () denota al lenguaje vacio.
> e ={e}. regiien.
» Paracadaae X, a={a}.
Si L1 y Ly son lenguajes sobre ¥, entonces
» (Concatenacion) L; - Ly ={vw: ve L ywe L}
» (Unidn) Ly + L, = L1 U Ly.
Si L es un lenguaje sobre ¥, se define la estrella (o cierre)
de Kleene de L como el lenguaje L* = |J,,cy L" donde
£ sin=20
L" =
L-Lx sin=k+1



Autématas y operaciones con lenguajes (1) Auttmats,

lenguajes y
gramaticas

» Si L1y Ly son lenguajes sobre ¥ aceptados por AFDs
entonces L + L, también es aceptado por un AFD.

» Demostracién: Supongamos que L; y Ly son aceptados e
(respectivamente) por los e~AFNDs:

My = (Q1,X,01,q1, F1) y Mo = (Q2, %, 62, q2, F2)

Podemos suponer @ N @ = 0. Sea M el e~<AFND
definido por:
» Q={qo} UQ1UQy, siendo go ¢ Q1 U Q>.
> qo es el estado inicial y F = F; U F».
» 0: Q% (XU{e}) = P(Q) se define para cada g € Qy
se X U{e} por

01(q,s) sige @
0(q,s) siqge Q
{1, @2} sig=qys=¢
0 sig=qoys#e¢

6(q,s) =



Autématas y operaciones con lenguajes (II) s

lenguajes y
gramaticas

» Si L1y Ly son lenguajes sobre ¥ aceptados por AFDs
entonces L;L, también es aceptado por un AFD.

» Demostracién: Supongamos que L; y Ly son aceptados e
(respectivamente) por los e~AFNDs:

My = (Q1,X,01,q1, F1) y Mo = (Q2, %, 62, q2, F2)

Podemos suponer @ N @ = 0. Sea M el e~<AFND
definido por:
» Q= QU Q.
» @ es el estado inicial y F = F,.
» 0: Q% (XU{e}) = P(Q) se define para cada g€ Qy
se X U{e} por

) sige@uyqgé¢ b
) sige FLys#e¢

,5)U{q} sigeFys=c¢
)

1) Eq
6(q7 S) 51(2
(q sige @



Autématas y operaciones con lenguajes (lll) s

lenguajes y
gramaticas

> Si L; es un lenguaje sobre ¥ aceptado por un AFD,
entonces L] también es aceptado por un AFD.

» Demostracién: Supongamos que L; es aceptado por el Lenguajes
e~AFND: M; = (@1, %, 61, g1, F1). Entonces L} es -
aceptado por el e~<AFND, M definido por:

» Q@ ={qgo} U@, siendo gqo ¢ Q1.

> qo es el estado inicial y F = {qo} U Fi.

» 0:Q x (XU {e}) = P(Q) se define paracada g€ Q y
se X U{e} por

61(q, s) sigeQuyqé¢ R
41(q, s) sigeFLys#e
6(g,s) =9 d(g,s)U{q} sigeFys=e¢
FrU{aq} sig=qoys=¢
0 siq=qoys#e



Autématas y operaciones con lenguajes (1V) Authmatas

lenguajes y
gramaticas

Otras operaciones:

» Si Ly y Ly son lenguajes sobre ¥ aceptados por AFDs
entonces L1 N Ly también es aceptado por un AFD.

Lenguajes
. . regulares
» Si L; es un lenguaje sobre ¥ aceptado por un AFD

entonces el complementario de L;, Li, también es

aceptado por un AFD, siendo
L_lz{vez*: V¢L1}

» Demostracién: Ejercicio.



Lenguajes regulares e

lenguajes y
gramaticas

> La clase de los lenguajes regulares sobre un alfabeto -
es la menor clase de subconjuntos de ¥* que
1. Contiene los lenguajes B y a, paracadaaec X;y Lenguajes
2. Es cerrada bajo unién, concatenacién y cierre de regulares
Kleene, es decir
» Si L; y L> son lenguajes regulares entonces L; + Lo y
Ly - L, son regulares.
> Si L es un lenguaje regular entonces L* también lo es.

> Ejemplos:
» £ es un lenguaje regular, ya que £ = (0*.
» Todo lenguaje finito es regular.



Expresiones regulares

Dado un alfabeto ¥, el conjunto de las expresiones
regulares sobre ¥ es el menor conjunto tal que:

1. 0 es una expresién regular.

. € es una expresion regular.

2
3. Para cada a € ¥, a es una expresién regular.
4

. Si e y e son expresiones regulares entonces (e +d) y

(e - d) también lo son.

5. Si e es una expresidn regular entonces e* también lo es.

Observacion: Cada expresion regular es una palabra sobre el

alfabeto

Y=YU{e, 0, +, - % ()}

Tema 8:
Autématas,
lenguajes y
gramaticas

Lenguajes
regulares



Lenguajes y expresiones regulares

Dada un expresion regular e sobre ¥, el lenguaje generado
por e, denotado por L(e), se define recursivamente como

sigue:
1. L(0)=0.
2. Si e = ¢ entonces L(e) = ¢.
3. Para cada a € X, si e = a entonces L(e) = a.
4. Sie = (e; +ep), entonces L(e) = L(e1) + L(e2).
5. Sie=(e;-e2), entonces L(e) = L(e1) - L(ep).
6. si e =d*, entonces L(e) = L(d)*.
» Lema. Un lenguaje L sobre X es regular si y sélo si

existe una expresion regular e sobre ¥ tal que L = L(e).
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Autématas y lenguajes regulares

» Teorema. Todo lenguaje regular es aceptado por algiin
AFD.

» Demostracién: Si L es un lenguaje regular, basta probar
que existe un e~AFND, M tal que L(M) = L. Puesto
que los

» Ya hemos visto que los lenguaje basicos 0, e y a (a € X)
son aceptados por autdématas finitos.

» Puesto que los lenguajes regulares se obtienen a partir
de los basicos mediante unién, concatenacion y cierre de
Kleene, el resultado se sigue de las propiedades de cierre
de la clases de los lenguajes aceptados por AFDs.

» El reciproco de este teorema es cierto (es un teorema de
Kleene). Para probarlo introducimos una nocién mas
general de AF capaz de leer su entrada por bloques.

Tema 8:
Autématas,
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Lenguajes
regulares



Tema 8:

Autdématas finitos no deterministas generalizados = autsmates.
lenguajes y
gramaticas

» Un autémata finito no determinista generalizado,
AFNDG, es una tupla M = (Q, X, 4, q/,qa), donde
1. Q es un conjunto finito de estados, ¥ es un alfabeto y e
g1, ga € Q, se denominan, respectivamente, estado regulares

inicial y estado de aceptacion.
2. Una funcién de transicién

6:(Q—{qa}) x(Q—{pi}) = R.
> R es el conjunto de las expresiones regulares sobre X.
» El lenguaje aceptado por M es el conjunto L(M)
formado por los w € L* tales que existe una sucesion
de palabras wy,...,wx € ¥* y una sucesién de estados
de M, qo,q1, ..., gk tales que:
> W= Wy - Wg.
> o =41y gr = ga.
» Paracadai: 1<i<k, w €L(r), siendo
ri =05(qi-1,9i)-



e=AFND vs AFNDG Auttmtss,

lenguajes y
gramaticas

» Dado un e-AFND M = (Q, ¥, 0, qo, F) existe un
AFNDG M& = (Q', %, 068, q,qa), tal que

L(M) - L(Mg) Lenguajes
Basta tomar Q' = QU {qy, ga} y definir 68 como regulares
sig=q1yq = qo
sigeEFyq =qa
5(q,q") =

H /
qes(aq)d S14:q € Q
en otro caso

» Lema. Dado un AFNDG M; = (Q1, %, 01,91, ga) con
‘Ql‘ > 2, existe otro AFNDG My = (QQ, 2752, qi, qA),
tal que L(My) = L(Mz), Q1 C Q2 y |Q2] = | Q1] — 1.

» Basta fijar § € Q1 — {q1,qa} y definir Qo = Q1 — {G} vy
d2: (Q —{ga}) x (Q2 — {q/}) = R como

82(q,4") =ri(r2)"rs + 14

para cada q,q' € @ con g # gay q' # qy, siendo
rn = 61(q7 6)7 r, = 61(&7 é\])7 r3 = 51(3% q/) y
g = 61(q7 q/)

SE\W ™



Teorema de Kleene

» Teorema (Kleene) Sea M un e-AFND. Entonces L(M)
es regular.

» Demostracién: Dado un e-AFND, M, existe un
AFNDG, ME# tal que L(M) = L(M#&) y M& tiene mds de
2 estados. Aplicando el lema anterior reiteradamente
para eliminar uno a uno los estados distintos de q; y ga,
construimos un AFNDG, M’ = ({q;,qa},%,9’,q1,qa)
con solo dos estados (q; y ga) vy tal que
L(M") = L(M&). Pero entonces, si r = 0'(q;,qa) se
tiene que

L(M") = L(r)

Luego L(M) = L(M&) = L(M’) = L(r) es regular.

Tema 8:
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Gramaticas

» Hasta ahora sélo hemos considerado el problema de
reconocer si una palabra sobre un alfabeto o pertenece
0 no a un lenguaje regular L.

» Los autématas proporcionan algoritmos de decisién para
este problema.

> A través de las expresiones regulares hemos encontrado
una forma de hacer explicita la estructura “sintactica”
comin a todas las palabras de un lenguaje regular.

» Ahora pasaremos a considerar el problema de generar
automaticamente palabras de un lenguaje dado.

> Para ello necesitaremos algtin modo de hacer explicita
la forma “sintadctica” comdin a todas estas palabras.

» Recordemos que las gramaticas formales proporcionan
una herramienta para esta tarea.

Tema 8:
Autématas,
lenguajes y
gramaticas

Gramdticas



Tema 8:

Procesos semi—T hue Autbmatas,

lenguajes y
gramaticas

» Una produccion (o regla de reescritura) sobre un
alfabeto ¥ es un par de palabras sobre ¥, (g, g).
» La regla (g, g) se representard por g — g.
» Si P es un produccién g — g, y u,v € £*, escribiremos
u =p Vv para expresar que

Gramdticas

Existen r,s € X* talesque u=rgsy v =rgs

> Un proceso semi—Thue es un conjunto finito de
producciones.
» Si & es un proceso semi—Thue y u, v € ¥* escribimos:

> U=¢ Vv siexiste P € ® tal que u=p v.
* . . .,
> U =¢ V si existe una sucesién wy,...,w, € X* tal que
Wi =u, Wp=VYy

paracada j=1,...,n—1, w =¢ W1

(decimos que wy, ..., w, es una derivacién de v a partir
de u.



Tema 8:

G ra m a/tlcas Autématas,

lenguajes y
gramaticas

» Una gramatica es un proceso semi—Thue en el que los
simbolos del alfabeto se han dividido en dos clases:
terminales y no terminales (o variables), y existe un
simbolo no terminal distinguido que llamamos simbolo
inicial.

» Una gramdtica ' = (V, T, ®, S) estd determinada por:

» Un alfabeto X =VUT con VNT =0 (Vesel
conjunto de variables, T el de simbolos terminales)

» Un simbolo S € V (simbolo inicial).

» Un conjunto de reglas de reescritura, ®.

Gramdticas

» El lenguaje generado por la gramatica
Mr=(V,T,9,5) es

L(N={ueT*: S=Z¢ u}



Tema 8:

Gramaticas independientes del contexto Autématas,
lenguajes y
gramaticas

» Una gramdtica I = (V, T,®,S) es independiente del
contexto si para cada produccién u — v de ¢, u e V.
» Es decir, la cabeza de cada regla de reescritura esta
formada por un tnico simbolo no terminal.

» Un lenguaje L se denomina independiente del e

independientes del

contexto si existe una gramdtica ' independiente del i
contexto, L(I) = L.



Tema 8:
Autématas,

Gramadticas regulares
lenguajes y

gramaticas

» Una gramdtica ' = (V, T, ®, S) independiente del
contexto es regular si para cada produccién u — v de
o, ve TV +e).

» Es decir, la cabeza de cada regla de reescritura esta
formada por un tnico simbolo no terminal y el cuerpo
es una palabra sin variables, o que contiene una Unica
variable como ultimo simbolo.

» Dada una gramatica regular I = (V, T, ®,S) siempre
existe otra gramdtica regula I’ tal que

LoL(r) = L().y
2. Toda produccién u — v, verifica que v € e + T(V +¢).

Gramiticas regulares



Tema 8:

Gramadticas y lenguajes regulares Autématas,

lenguajes y
gramaticas

» Teorema. Un lenguaje L es regular si y sélo si existe
una gramatica regular ' que lo genera (es decir,
L=L(I)).

» Demostracién: Sea M = (Q, X, 6, go, F) un AFD tal
que L(M) = L. Sea I la gramatica regular,
N=(Q,%,®,qo), con

®={q—ap: d(q,a)=ptU{g—ec: g€ F}

Entonces, L(I') = L(M).
Reciprocamente, si L = L(I') para una gramatica regular
Fr=(V,T,9,5), ("normalizada") definamos el
siguiente e~AFND, M = (Q, ¥, 6, qo, F), donde

» Q=VU{f} siendof ¢ VUT.

> qgo=SyF={f}

» Paracadaac X U{e}ypeQ,

Gramiticas regulares

qg—>apecd

p€d(qg,a) = o bien,
(p=fyqg—acd)



El lema del bombeo para lenguajes regulares

» Lema. Sea M un AFD con n estados y alfabeto ¥. Si
x € L=L(M)y |x| > n entonces existen u, v, w € *
tales que

1. x=uww, conv#ey|uv| <n.
2. Y, para todo k € N, uvkw € L.

» Demostracién: Puesto que |x| > ny M tiene n estados
la computacién de M sobre x pasa por n+ 1 estados
(incluyendo el inicial). Por tanto existe un estado g de
M que se alcanza mas de una vez. Entonces podemos
escribir x = uvw siendo u, v y w tales que

S(qo, u)=q= S(q, v) y S(q, w) € F
Es facil comprobar que para todo k € N se tiene
6(qo, uvkw) = 8(qo, uvw) € F

y, por tanto, uvkw € L. Si elegimos g como el estado
que se repite primero y uv de modo que el estado g se
alcance sélo dos veces en uv, obtenemos |uv| < n.

Tema 8:
Autématas,
lenguajes y
gramaticas

Gramiticas regulares



Tema 8:

Consecuencias del lema del bombeo Autbmatas,

lenguajes y
gramaticas

» Teorema. Si M es AFD con n estados entonces:

1. L(M) # 0 si y sélo si existe x € L con |x| < n.
2. L(M) es infinito si y sélo si existe x € L con
n < |x|] <2n.

» Demostracidn: Ejercicio.

Gramiticas regulares

» El lenguaje L= {a'b/ : i,j €N, i=j} no es regular.
En efecto, si L es regular, tomando n como en el lema
del bombeo y x = a"b" existen u, v, w € {a, b}* tales
que v #¢e, x=uww, |uv|<ny

para todo k € N, uvkw e L.

Puesto que |uv| < n, y uvw = x = a"b", resulta que

v = a", para cierto m < n. En consecuencia,
uv™w € L, lo cual es absurdo ya que w contiene a lo
sumo n b's 'y uv™ al menos n-m a's.
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