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@ Una sustitucion o de un lenguaje L es una aplicacién
o : Var — Term(L)

o Representaremos por [x1/t1,X2/t2, ..., Xs/ts] a la sustitucién o
definida por:

o(x) = t; Si X €s X;
] x six & {X1,X25+++5Xn}

e Ejemplo: [x/s(0),y/x + y] es la sustitucién o de Var en el
conjunto de los términos de la aritmética definida por:

s(0) si z es x
o(z) =q x+y sizesy
z siz € Var \ {x,y}

@ Notacién:

e Sustituciones de un lenguaje de primer orden: o, 01, 02
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o La extensién (inica) de una sustitucién o al conjunto de
términos de un lenguaje L es la aplicacién
o : Term(L) — Term(L) definida por:

si t es una constante ¢

c
o(t) =< o(x) si t es una variable x

f(o(t1),...,0(tn)) sitesf(ty,...,fn)

Notacién: t[x1/t1,...,Xn/ta] es el término obtenido al aplicar
sobre el término t la sustitucién representada por [x1/t1, ..., Xn/ta]

e Ejemplos: Si o = [x/f(y,a),y/z], entonces

o(a) = a, donde a es una constante

o(w) = w, donde w es una variable distinta de x e y
o(h(a,x,w)) = h(a, f(y,a),w)

a(f(x,y)) = f(f(y, a),2)

o(h(a, f(x,y),w)) = h(a, f(f(y, a), z), w)
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@ La extensién (idnica) de una sustitucién o al conjunto de las
férmulas de un lenguaje L es la aplicacion
o : Form(L) — Form(L) definida por:

P(o(t1),...,0(tn)) siFesP(t1,...,t,)

=(o(G)) si F es =G
O'(F) = O'(Gl) * O'(Gz) si F es Gl * G2

Vx ox(G) si FesVx G

Ix o«(G) siFes3dxG

donde oy es la sustitucidn definida por

ouly) = X si y es la variable x
W)= o(y) siy es distinta de x

o Notacién: F[x1/t1,...,Xxn/ty] es la férmula obtenida al aplicar a la
férmula F la sustitucién representada por [x1/t1,. ..y Xn/tn]
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e Ejemplos: Si o = [x/f(y),y/b], entonces
o o(Vx (Q(x) = R(x,y))) = Vx (x(Q(x) — R(x,y)))
= Vx (ox(Q(x)) = ox(R(x,y)))
= Vx (Q(x) — R(x,b))
o o(Q(x) = Vx R(x,y))) = o(Q(x)) — o(Vx R(x,y))
= Q(f(x)) — Vx O'X(R(X, Y)))
= Q(f(x)) — V¥x R(x,b)

o o(Vx (Q(x) = Vy R(x,y))) = Vx (6x(Q(x) — Vy R(x,y)))
= Vx (0x(Q(x)) — ox(Vy R(x,y)))
= Vx (Q(x) = Vy oxy(R(x,y)))
= Vx (Q(x) = Vy R(x,y))

Légica Matematica y Fundamentos Deduc



@ Una sustitucién es libre para una férmula si todas las
ocurrencias de variables introducidas por la sustitucién en esa
férmula resultan libres

@ Ejemplos
o La sustitucién [y/x] no es libre para 3x (x < y)

(Fx (x <y)ly/x] = 3x (x < x)
o La sustitucién [y/g(y)] es libre para ¥x (P(x) — Q(x,y))

(vVx (P(x) = Q(x,y)))ly/g(y)] = ¥x (P(x) — Q(x, &(y)))
o La sustitucién [y/g(x)] no es libre para Vx (P(x) — Q(x,y))

(vx (P(x) = Q(x,y)))ly/g(x)] = ¥x (P(x) — Q(x, &(x)))
e De forma general al escribir o(F) supondremos que o es una
sustitucién libre para la férmula F.

Légica Matemdtica y Fundamentos Deduccién natural en Iégica de primer orden



Reglas del cuantificador universal

@ Regla de eliminacién del cuantificador universal

Vx F
Fx/t]

donde [x/t] es una sustitucién libre para F

e Analogia con las reglas Ae; y Aez
o Nota: Vx Iy (x <y) Ty (y<y)

[Ve]
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Reglas del cuantificador universal

{P(c), Vx (P(x) = —Q(x))} - =Q(c)

1. P(c) premisa
2. Vx (P(x) > 0Q(x)) premisa
3. P(c) — =Q(c) [Ve 2]

4. =Q(c) [—e31]
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Reglas del cuantificador universal

@ Regla de introduccién del cuantificador universal

X0

Flx/xo]

Vx F

[vi]

donde xg es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja
e Analogia con la regla Ai
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Reglas del cuantificador universal

{vx (P(x) — —Q(x)), Vx P(x)} F ¥x =Q(x)

1. Vx (P(x) = =Q(x)) premisa

2. VxP(x) premisa

3. [ xo variable nueva
4. | P(x0) = —Q(xo) [Ve 1]

5. | P(xp) [Ve 2]

6. —Q(x0) [—e 4 5]

7. Vx —Q(x) [Vi 3-6]
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Reglas del cuantificador existencial

@ Regla de introduccién del cuantificador existencial

F[X/t] [3i]

donde [x/t] es una sustitucién libre para F
o Analogia con las reglas Viy y Via

{Vx P(x)} F 3x P(x)

1. Vx P(x) premisa
2. P(xo) [Ve 1]
3. IxP(x) [Fi2
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Reglas del cuantificador existencial

@ Regla de eliminacién del cuantificador existencial

xo  F[x/xo]
dx F :
G

[3e]

G

donde xg es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja
e Analogia con la regla Ve
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Reglas del cuantificador existencial

{vx (P(x) — Q(x)),3x P(x)} F Ix Q(x)

1. Vx (P(x) — Q(x) premisa

2. 3x P(x) premisa

3 x0, P(x0) supuesto

4. P(xo) — Q(xo) [Ve 1]

5 Q(xo) [—e 4 3]
6 Ix Q(x) [Fi 5]

7 Ix Q(x) [Ze 2 3-6]
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Equivalencia: =Vx F = dx —F

{—Vx P(x)} F 3x =P(x)

1. —Vx P(x) premisa
2. —3x =P(x) supuesto
3. X0 variable nueva
4. =P(xo) supuesto
5. Ix =P (x) [3i 4]
6. 1 [—e 2 5]
7. P(x0) [RAA 4-6]
8. Vx P(x) Vi 3-7]
9. 1 [—e 1 8]
10. Ix —P(x) [RAA 2-9]
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Equivalencia: =Vx F = dx —F

{3x =-P(x)} F =Vx P(x)

1. Ix —P(x) premisa
2. Vx P(x) supuesto
3. xg, 7P(xp) supuesto
4. P(xo) [Ve 2]

5. 1 [—e 3 4]
6. 1 [Fe 1 3-5]
7. —Vx P(x) [—i 2-7]
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Equivalencia: Vx (F A G) = Vx F AVx G

{vx (P(x) A Q(x))} F ¥x P(x) A Vx Q(x)

1.

—
@

vx (P(x) A Q(x))

premisa

© © N o a & w0 N

o0 ErFEle FE
P(x0) A Q(xo) [Ve 1]

P(xo) [Ae1 3]

vx P(x) [Vi 2-4]

X1 variable nueva
P(x1) A Q(x1) [Ve 1]

Q(x1) [Aez 7]

Vx Q(x) Vi 6-8]

Vx P(x) AVx Q(x) [Aib9]
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Equivalencia: Vx (F A G) = Vx F AVx G

{Vx P(x) A Vx Q(x)} F Vx (P(x) A Q(x))

1.

Vx P(x) A Vx Q(x)

premisa

® N o g s w N

X0 variable nueva
Vx P(x) [Aer 1]

P(x0) [Ve 2]

Vx Q(x) [Aez 1]
Q(xo) [Ve 4]

P(x0) A Q(xo) [Ai 4 6]

Vvx (P(x) A Q(x)) [Vi 2-7]
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Equivalencia: 3x (F vV G) = 3Ix FV 3x G

{3Ix (P(x) V Q(x))} F Ix P(x) VvV Ix Q(x)

1.

10.

2
3
4
5
6.
7
8
9

Ix (P(x) V Q(x)) premisa

x0, P(x0) V Q(x0)  supuesto
P(xo) supuesto

3x P(x) [3i 3]

Ix P(x) V Ix Q(x) [Vi1 4]

Q(xo) supuesto

3x Q(x) [3i 6]

Ix P(x) V Ix Q(x) [Vi2 7]

Ix P(x) V3Ix Q(x) [Ve 2 3-56-8]
Ix P(x) V3x Q(x) [Te 1 2-9]

Légica Matemdtica y Fundamentos

Deduccién natural en Iégica de primer orden




Equivalencia: 3x (F vV G) = 3Ix FV 3x G

{3Ix P(x) vV Ix Q(x)} + Ix (P(x) V Q(x))

1. 3x P(x) V 3x Q(x) premisa
2. 3x P(x) supuesto
3. x0, P(x0) supuesto
4. P(xo0) Vv Q(xo) [Vi1 3]
5. Ix (P(x) V Q(x)) [Fi 4]
6. Ix (P(x) V Q(x)) [Se 2 3-5]
7. Ix Q(x) supuesto
8. X0, Q(xp) supuesto
0. P(x0) Vv Q(xo) [Vi2 8]
10. Ix (P(x) Vv Q(x)) [3i 9]
11. 3x (P(x) V Q(x))  [3e 7 8-10]
12. Ix (P(x) V Q(x)) [Ve 1 2-9]

Légica Matemdtica y Fundamentos Deduccién natural en Iégica de primer orden




Equivalencia: 3x dy F = dy Ix F

{3x 3y P(x,y)} - 3y 3x P(y, x)

1. Ix Ty P(x,y) premisa
2. xg, 3y P(x0,y) supuesto
3. yo, P(xo, Yo) supuesto
o 3x P(x, yo) [3i 3]

5. Ty 3Ix P(x,y) [3i 4]

6. Ty 3x P(x,y) [Se 2 3-5]
7. Ty 3Ix P(x,y) [Ze 1 2-6]
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Reglas de la igualdad

@ Regla de eliminacién de la igualdad

t1 =ty F[x/t1] [=¢]

Flx/to]

donde [x/t1] y [x/t2] son sustituciones libres para F
o Regla de sustitucién de izquierda a derecha

1. x+y=z premisa

2. x+y>0 premisa
3. z>0 [=e12]
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Reglas de la igualdad

@ Regla de introduccién de la igualdad

=+ [

e Se trata de la reflexividad de la igualdad

@ Simetria de la igualdad

1. s=t premisa

2. s=s [=i]
3. t=s [=el?2
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Reglas de la igualdad

@ Transitividad de la igualdad

1. r=s premisa

2. s=1t premisa

3. r=t [=e21]
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Reglas de la igualdad

@ Regla de sustitucién de derecha a izquierda

{t =s,P(s)} - P(t)

1. t=s premisa
2. P(s) premisa
3. t=t [=i]

4. s=t [=el3]
5. P(t) [=e42]
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