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Deduccién natural en légica proposicional

o Cilculo légico que pretende capturar la forma en la que el ser
humano realiza sus razonamientos

o No se consideran axiomas (hechos asumidos como verdaderos)

e Se consideran dos reglas de inferencia para cada conectiva, una para
introducirla y otra para eliminarla

e Se construyen reglas derivadas a partir de las basicas

@ Una prueba mediante deduccién natural establece una relacién
entre un conjunto de férmulas (premisas) y una conclusién.
o La relacién se alcanza haciendo uso de un conjunto de reglas que
deducen una nueva relacién a partir de otras
e El proceso de deduccidn se basa en la estructura sintactica de las
férmulas
e Notacién: S Fpn F o simplemente S - F
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Regla de la premisa

@ Regla de introduccién de una premisa
F
F [p]

o SiF € SentoncesSHF

@ Expresa la posibilidad de reutilizar cualquier férmula anterior en
una prueba
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Reglas de la conjuncién

@ Regla de introduccién de la conjuncién

F G .
2 A
Fag N
e SiISFFySHF GentoncesSHFAG

@ Reglas de eliminacién de la conjuncién

FAG

SRR [Aei] FAG

G [/\62]

o SiISFFAGentoncesSFHF
o SiSFFAGentoncesSHG
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Reglas de la conjuncién
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Reglas de la doble negacién

@ Regla de introduccién de la doble negacién

F

——F

[--il

o SiSF F entonces S = ——F

@ Reglas de eliminacién de la doble negacién

_|_|F

F

[——e]

e SiSF ——F entonces S+ F
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Reglas de la doble negacién

{p,7 (@A)} -—pATr

L p [p]
2. ==(aAr)  [p]
3. ——p [—=i 1]
4. qAr [——e 2]
5 r [Aez 4]
6. ——pATY [Ai 3 5]
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Reglas del condicional

@ Regla de eliminacién del condicional (modus ponens)

F>G F
G

e SiSFF—>GySHF Fentonces S+ G

[—el
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Reglas del condicional

{p,p > a,p—(q—>r)}kEr

L p [p]
2. p—q [p]
3. p—>(a—r) [p]
4. q [—e 21]
5. q—r [—e31]
6. r [—e 5 4]
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Reglas del condicional

@ Regla modus tollens

e SiISFF— GySF -G entonces S - —F
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Reglas del condicional

{p = (q —>r),p,~r} - —q

L p—=>(a—r) [p]
2. p [p]
3. —r [p]
4. q—r [—e12]
5. —q [MT 4 3]
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Reglas del condicional

@ Regla de introduccién del condicional

F

G

F—G

[—1]

o SISU{F} F GentoncesS+F — G
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Reglas del condicional

{p —a}-—-q— —p

1. p—q [p]

2 —q supuesto
3. -p [MT 1 2]
4 -q— —p [—i2-3]

1. p supuesto
2 q supuesto
3. P [p 1]

4 q—p [—i 2-3]
5 p— (@ —=p) [—=il4]

v
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Reglas del condicional

{9 = —p}p—-q

1. —q—=-p [p]

2 p supuesto
3. | —p [——i 2]
4 —-q [MT 1 3]
5 p— q  [—i2-4]
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Reglas del condicional

F(q—r) = ((—g — —p) = (p — 1))

1. q—r supuesto
2. -q — —p supuesto
3. p supuesto
4. ——p [—=i 3]
5. ——q [MT 2 4]
6. q [——e 5]
7. r [—e16]
8. p—r [—i 3-7]
9. (—g — —p) > (p—7r) [—i 2-8]
10. (@—=r)— (=9 — —p) = (p >r) [=il9]
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Reglas de la disyuncién

@ Reglas de introduccién de la disyuncién

_F
FVG

e SiSFHFentoncesSHFVG
o SiSF GentoncessSFHFVG

[Vii] [Vi2]

I
FVG
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Reglas de la disyuncién

@ Regla de eliminacién de la disyuncién

FVG

[Vel

e SiSFFVG SU{F}-HySU{G}H+H,
entonces S H
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Reglas de la disyuncién

{g—r}FpVvg—pVvr

1 q—r [p]

2. pVvaq supuesto

3. p supuesto

4. pVr [Vi1 3]

5. q supuesto

6. r [—e15]

7. pVr [Via 6]

8. pVr [Ve 2 3-4 5-7]
9. pVg—pVr [—i28]
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Reglas del bicondicional

@ Regla de introducciéon del bicondicional

F—-G G- F
F+ G

e SiISFF—-GyS+HG — FentoncesS+F < G

[<i]
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Reglas del bicondicional
FPpPAgQ—qAPp

1. PAQ supuesto
2. p [Aeq 1]
3. q [Ae2 1]
4. qAPp [Ai 3 2]
5. PAQ—>qAp [—il-4]
6. qAp supuesto
7. q [Ae1 6]
8. p [Aey 6]
9. pPAQ [Ai 78]
10. qAp —>pAq [—i6-9]
11. PAgQ<qAp [«+ib10]
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Reglas del bicondicional

@ Reglas de eliminacién del bicondicional

F— G
F—G

e SiISFF<«+ GentoncesSHFF—> G
o SiISFF <+ GentoncesS+HFG — F

[<—>e1]
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Reglas del bicondicional
{p<a,pVal-pAq

1. p+a [p]

2. pva [p]

3. p supuesto

4. p—>q [+e 1]

5. q [—e 4 3]

6. PAQq [Ai 3 5]

7. q supuesto

8. q—p [+el]

9. p [—e87]
10. PAQq [Ai9 7]
11. PAQ [Ve 2 3-6 7-10]
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Reglas de la negacién

o Extensiones de la légica para usar L (Falso)
e Sintaxis: L es una férmula proposicional
e Semintica: I(L) = 0 para cualquier interpretacién |

@ Regla de eliminacién de falso
1
— L
= [Le]

o SiSF L entoncesS + F

@ Regla de eliminacién de la negacién
T el

e SiSF—-FySHF Fentonces S+ L
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Reglas de la negacién

{-pVa}Fp—q

i, -pVa [p]

2. P supuesto

3. —p supuesto

4. L [—e 3 2]

5. q [Le 4]

6. q supuesto |
7. q [Ve 1 3-5 6-6]
8. p—>q [—i2-7]

Légica Matemdtica y Fundamentos Deduccién natural en Iégica proposicional



Reglas de la negacién

@ Regla de introduccién de la negacién:

F

i
TF [_‘i]

o SiSU{F} I L entonces S + —F
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Reglas de la negacién

{p = a,p = —q} - —p

1. p—>a [p]

2. p—>-q [p]

3. p supuesto
4. q [—e13]
5. —q [—e 23]
6. L [—e 5 4]
7. —p [—i 3-6]
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Reglas derivadas

@ Algunas reglas se pueden obtener a partir de otras
o Regla modus tollens
o Regla de introduccién de la doble negacién
o Regla de eliminacién de falso

@ Otras reglas derivadas

o Regla de reduccién al absurdo
o Regla del tercio excluido
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Reglas derivadas

o Regla modus tollens

Derivacion

1. F—G [p]

2 -G [p]

3 supuesto
4. G [—e13]
5 4 [—e 2 4]
6 -F [—i 3-5]
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Reglas derivadas

@ Regla de introduccién de la doble negacién

F

_IﬂF

[——i]

Derivacién
1. F [p]
2. =F supuesto
3. L [—e 2 1]
4. —=F  [—i 2-3]
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Reglas derivadas

@ Regla de eliminacién de falso

= [Le]

Derivacion

L [p]

-F supuesto

L [p 1]

2
3
4 —=F  [-i23]
5 F [-—e 4]
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Reglas derivadas

@ Regla de reduccién al absurdo

—F

———[RAb]

Derivacién

1. -F— 1 [p]

2. -F supuesto
3. 1 [—el2]
4. ——F [—i 2-3]
5. F [——e 4]
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Reglas derivadas

o Ley del tercio excluido

FvoF [LEM]

1. —(F Vv —=F) supuesto
2 F supuesto
3 FV —F [Vig 2]

4 1 [—e 1 3]
5. —F [—i 2-4]

6 FV —F [Via 5]

7 1 [—e 1 6]
8 FV—F [RAb 1-7]
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Reglas derivadas

{p—>aq}--pVgq

1. p—a [p]

pV-p [LEM]
p supuesto
q [—e13]

-p supuesto

g ®H e @ o WY

—pVq [Ve2356-7]
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Demostracién por deduccién natural

Razonar hacia adelante aplicando reglas de eliminacién
Razonar hacia atras aplicando reglas de introduccién

Usar la estructura de la férmula para orientar la demostracién

Si una prueba directa no funciona o no sugiere reglas a aplicar,
entonces intentar la prueba por reduccién al absurdo
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Correccidon y completitud del calculo de

Deduccidon Natural
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Deduccion en el calculo de Deduccidn Natural

Dados un conjunto finito de férmulas S y una férmula F. Decimos

que F se deduce a partir de S mediante el célculo de Deduccién

Natural (S F F) si hay una secuencia finita de pares Sg I Fo,

S1+ Fq, ..., Sq F F, tales que

oS, =S, F,=Fy

@ paratodoi=0,...,n, el par S; - F; se deduce a partir de
pares anteriores mediante alguna de las reglas del calculo de
Deduccién Natural.
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Deduccion en el calculo de Deduccidn Natural

Las reglas del célculo de Deduccién Natural son las siguientes:

@ [p]: Si F € S entonces S - F

o [Ai]: SiSHFFySHE GentoncesSHFAG

o [Ae1]: SiSHF A GentoncesSHF

o [Aez]: SiSH F A G entonces S - G

@ [——i]: Si S F F entonces S - —=—F

@ [-—e]: Si S+ ——F entonces S - F

o [—e]: SISFF —GySHF FentoncesS - G
o [—i]: SISU{F} F G entonces S+F — G
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Deduccion en el calculo de Deduccidn Natural

Las reglas del célculo de Deduccién Natural son las siguientes:

o [Vi1]: SiSF FentoncesSHF VG

@ [Viz]): SiSF G entonces S+ FV G

o [Ve]: SiISFFVG SU{F} FHySU{G} FH,
entonces S - H

o [« SSISFF—>GySFG — FentoncesS+F < G

o [<>e1]: SiSHF <> GentoncessS+HF — G

o [+»e2]: SiISFF <> GentoncesS+G — F

o [Le]: SiS+ L entonces S -+ F

o [-e]: SiISF -FySHF Fentonces S - L

o [-i]: SiSU {F} I L entonces S - —F
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

o Teorema de correccion: Sea S un conjunto finito de férmulas
y F una férmula:

siS+ Fentonces S = F

e Demostracidn por induccién fuerte en la longitud de la deduccién
SHF
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

e Lema de monotonia: Sean S y S’ dos conjuntos finitos de
férmulas tales que S C S’ y F una férmula:

si S+ F entonces S’ - F

e Demostracidn por induccién fuerte en la longitud de la deduccién
SHF
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

@ Teorema de completitud: Sea S un conjunto finito de
férmulas y F una férmula:

siS = F entonces S+ F

e Demostracién usando los Lemas L1, L2 y L3.
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

e Lema L1: Dado S = {Hi,...,Hn} un conjunto de férmulas y
F una férmula tal que S |= F, entonces

FH - H— (... > (Hh = F)...)

para n = 0 (S es el conjunto vacio), simplemente = F.

e Lema L2: Para toda férmula F tal que |= F (es decir, para toda
tautologia F) se tiene @ - F.

e Lema L3: Dado S = {Hi,...,Hp} un conjunto de férmulas y
F una férmula tal que

OFHy — (Hz — (... = (Hh = F)...))

entonces S - F.
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

Para la demostracién del Lema 2:
@ Seal: VP — By p € VP, definimos la férmula p' de la
siguiente forma:
o = p sil(p) =1
-p sil(p)=0

o Propiedad P1: Para cualquier férmula F con
VP(F) = {p1,...,pPn} y para cualquier | : VP — B:
o SiI(F) = 1 entonces {p},...,p!} - F.
o Si I(F) = 0 entonces {p},...,p.} F —F.
o Propiedad P2: Para cualquier férmula F y
{pP1,-..,Pn} C VP: si para cualquier | : VP — B se cumple
{p',...,p.} F F entonces @ - F.
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Demostracion aplicativa en Isabelle
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Demostracién aplicativa en Isabelle

o La tictica rule
o Objetivo: {Hy,...,Hn} = C
o Regla: {P1,...,Pn} = Q
o Unificacién: Hacer iguales Cy Q
o Nuevos objetivos: {H1,...,Hn} = P

{H1,...,Hn} = P,
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Demostracién aplicativa en Isabelle

o La tictica erule

Objetivo: {H], ...,Hj, ..., Hm} = C

Regla: {P1,...,P,} = Q

Unificacién: Hacer iguales Cy Q; y Py y H;

Nuevos objetivos: {H1,...,Hj—1,Hj+1,...,Hm} = P>

{Hl, ey Hj_l, Hj+1, ey Hm} — Pn
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Demostracién aplicativa en Isabelle

o La tdctica frule
o Objetivo: {Hy,...,Hj,...,Hy} =>C
o Regla: {P1,...,Pn} = Q
o Unificacién: Hacer iguales Py y H;
o Nuevos objetivos: {H1,...,Hn} = P>

{H1,...,Hn} = P,
{H1,...,Hn,Q} = C
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Demostracién aplicativa en Isabelle

o La tdctica drule

Objetivo: {Hl, ceey Hj, ooy Hm} = C

Regla: {P1,...,P0n} = Q

Unificacién: Hacer iguales Py y H;

Nuevos objetivos: {H1,...,Hj—1,Hj+1,...,Hn} = P2

{H],. .. ,Hj_l, Hj+1,.. . ,Hm} = P,
{Hl,...,Hj_l,HH_],...,Hm,Q} = C
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