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Panorama de la légica

@ Objetivos de la ldgica
e Formalizacién del lenguaje natural
e Desarrollar métodos de razonamiento independientes del contexto
@ Sistemas légicos
e Légica proposicional
e Ldgica de primer orden
o Ldgica de orden superior
o Légicas modales
o Ldgicas descriptivas
@ Aplicaciones de la lIégica
e Fundamento de lenguajes de programacién
e Verificacién y sintesis automdatica de programas
o Representacién del conocimiento y razonamiento
o Modelizacién y razonamiento sobre sistemas
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Légicas clasicas

o Las légicas clasicas son sistemas formales que cumplen:

e Principio de tercio excluso: Cualquier afirmacién es verdadera o
falsa.

e Principio de no contradiccion: No hay afirmaciones que sean
verdaderas y falsas al mismo tiempo.

e Principio de explosion: De una afirmacién contradictoria se puede
deducir cualquier cosa.

e Principio de monotonia de la implicacion: Las hipétesis de cualquier
hecho derivado pueden ampliarse con supuestos adicionales.

@ Ejemplos:
e Légica proposicional
e Ldgica de primer orden
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Légica proposicional

@ Argumentaciones

o Si el tren llega a las 7 y no hay taxis en la estacién, entonces Juan
llegara tarde a la reunién. Juan no ha llegado tarde a la reunién. El
tren llegé a las 7. Por tanto, habia taxis en la estacién.

o Si hay corriente y la lampara no estad fundida, entonces estd
encendida. La ldmpara no estd encendida. Hay corriente. Por tanto,
la ldmpara esta fundida.
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Légica proposicional

@ Formalizacién
o Primer caso

o p = “el tren llega a las 7"

@ g = "hay taxis en la estacion”

o r = "Juan llegard tarde a la reunién”
e Segundo caso

o p = “hay corriente”

o g = "la lampara estd fundida”

e r = "“la lampara estd encendida”

@ En ambos casos

e Argumentacién: Si p y no q, entonces r. No r. p. Por tanto, q.
e Formulacién: {p A —~q — r,—r,p} Eq

Légica Matematica y Fundamentos Sintaxis y semdntica de la I6gica proposicional



Sintaxis de la légica proposicional

@ Alfabeto proposicional

e Variables proposicionales: p, q, r, ..., p1, P2, ...
o Conectivas ldgicas
@ Conectivas monarias:
negacién, —
o Conectivas binarias:
conjuncién, A
disyuncién, Vv
condicional, —
bicondicional, <+

o Simbolos adicionales: (y)
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Sintaxis de la légica proposicional

@ Foérmulas proposicionales:

o Foérmulas atémicas: Variables proposicionales

e Si F y G son férmulas entonces también son férmulas
o Negacién: —F

Conjuncién: (F A G)

Disyuncién: (F V G)

Condicional: (F — G)

Bicondicional: (F <> G)

@ Ejemplos

o Son férmulas: p, (pV —q), (P A q) — (g V p))
e No es férmula: (p A Vq)
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Sintaxis de la légica proposicional

@ Notacién
Variables proposicionales: p, q, r
Conjunto de todas las variables proposicionales: VP
Férmulas proposicionales: F, G, H
Conjunto de todas las férmulas proposicionales: Prop
Una conectiva binaria cualquiera: x
@ Los paréntesis se eliminan cuando no hay duda sobre el uso de
las conectivas ldgicas.
e Se eliminan los paréntesis externos:
@ FV G en lugar de (F V G).
e Se usa una precedencia entre las conectivas: =, A, V, —, <>.
@ FAG — —FV G enlugarde (FAG) — (=F V G)
e Asociacién por la derecha de las conectivas:
@ FV GV Henlugarde FV (GV H)
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Sintaxis de la légica proposicional

@ Definiciones recursivas

o Comportamiento para las variables proposicionales
e Comportamiento para las férmulas dependiendo del tipo de
conectiva y usando el comportamiento en las componentes

@ Numero de variables proposicionales

1 si F es atémica
nvp(F) = ¢ nvp(G) si Fes G
nvp(G) + nvp(H) si Fes Gx H
nvp(p) =1
nvp(—q) =1

nvp(—q V p) =2
nvp(p — —qV p) =3
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Sintaxis de la légica proposicional

@ Definiciones recursivas

o Comportamiento para las variables proposicionales
o Comportamiento para las férmulas dependiendo del tipo de
conectiva y usando el comportamiento en las componentes

@ Nuimero de conectivas

0 si F es atéomica
nc(F) = ¢ 1+ nc(G) si Fes =G
1+ nc(G)+nc(H) siFesGxH
nc(p) =0
nc(—q) =1

nc(—qV p) =2
nc(p — —qVp)=3
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Sintaxis de la légica proposicional

@ Definiciones recursivas

o Comportamiento para las variables proposicionales
o Comportamiento para las férmulas dependiendo del tipo de
conectiva y usando el comportamiento en las componentes

@ Nimero de conectivas binarias

0 si F es atémica
ncb(F) = ¢ ncb(G) si F es =G
1+ ncb(G) + ncb(H) siFesGxH
ncb(p) =0
ncb(—q) =0

ncb(—q Vv p) =1
ncb(p — —q V p) =2
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Sintaxis de la légica proposicional

@ Definiciones recursivas

o Comportamiento para las variables proposicionales
e Comportamiento para las férmulas dependiendo del tipo de
conectiva y usando el comportamiento en las componentes

o Conjunto de variables proposicionales

{F} si F es atémica
VP(F) =< VP(G) si Fes G
VP(G)U VP(H) si Fes GxH
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Sintaxis de la légica proposicional

@ Definiciones recursivas

e Comportamiento para las variables proposicionales
e Comportamiento para las férmulas dependiendo del tipo de
conectiva y usando el comportamiento en las componentes

@ Conjunto de subférmulas

{F} si F es atémica
~J {—~G} Usubf(G) siFes—G
subf(F) =\ (G « H} U subf(G) U subf (H)
siFesGxH
subf (p) = {p}

(P
subf(—q) = {—q, q}

subf(—q Vv p) = {—qV p,—q,q,p}

subf(p — ~qV p)={p — —qV p,p,—qV p,—q,q}
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Sintaxis de la légica proposicional

@ Principio de induccién estructural: Si P es una propiedad
sobre las férmulas que verifica
e Todas las férmulas atémicas cumplen la propiedad P
e Si F cumple la propiedad P entonces —F también la cumple
e Si Fy G cumplen la propiedad P entonces F x G también la
cumple

Entonces cualquier férmula proposicional cumple la propiedad P
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Sintaxis de la légica proposicional

@ El ndmero de variables proposicionales es uno mas que el
nimero de conectivas binarias: nvp(F) = 1 + ncb(F)
o Caso base: Si F es atémica entonces

nvp(F)=1=1+0 =1+ ncb(F)

o Caso de induccién 1: Supongamos que nvp(F) = 1 + ncb(F)
(hipétesis de induccidn), entonces

nvp(—F) = nvp(F) def. de nvp
=1+ ncb(F)  hip. de induccién
= 1+ ncb(—F) def. de nch

e Caso de induccién 2: Supongamos que nvp(F) = 1+ ncb(F) y
nvp(G) = 1 + ncb(G) (hipétesis de induccién), entonces

nvp(F % G) = nvp(F) + nvp(G) def. de nvp
=14 ncb(F) + 1+ ncb(G) hip. de induccién
= 1+ ncb(F x G) def. de nch
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Semadntica de la légica proposicional

@ Valores de verdad: verdadero (T o 1) y falso (L o0 0)

e El conjunto de los valores de verdad es NB

@ Funciones de verdad asociadas a las conectivas:

H_.(i):{é sii=0

sift =1
HA(i,J) = { (1) Zinio:rc{c:asi
i) ={ ) 2 d e
H_(i,j) = { (1) Ziniot:rolc};.{o: ’
He(i,4) = { (1) Ziniot:r({ caso
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Semadntica de la légica proposicional

@ Tablas de verdad:

o Conectivas monarias:

i
10
0|1

o Conectivas binarias:
ij‘i/\j‘iVj‘i—)j\i(—)j
0|0 0 0 1 1
0|1 0 1 1 0
1]0 0 1 0 0
1|1 1 1 1 1
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Semadntica de la légica proposicional

@ Una interpretacion es una funcién del conjunto de las variables
proposicionales en el conjunto de valores de verdad.

l:vP — B

@ Para cada interpretacién I existe una tnica funcién que da
significado a las férmulas, I’ : Prop — B, tal que:

I(F) si F es atémica
I'(F)=<{ H-(I'(G)) si F es =G
H,(I'(G),I'(H)) siFesGxH

o I’(F) es el valor de verdad de F con respecto a /
o Dado que I’ es Unica, escribiremos I(F) en lugar de I’(F)
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Semadntica de la légica proposicional

@ Ejemplos
o Valor de verdad de F = (p VV q) A (—q V r) con respecto a la
interpretacién h tal que l(p) = h(r)=1e h(q) =0

plalr
tjof1] 1 [ 1] 1 |1

o Valor de verdad de F = (p VV @) A (—q V r) con respecto a la
interpretacién I tal que h(r) =1 e L(p) = h(q) =0

pla|lr|pVvae|—-q|-qVr|F
ofof1] o [1 ] 1 JoO
o Propiedad: Si dos interpretaciones I e I coinciden en las
variables proposicionales de F entonces I (F) = hL(F)
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Modelos y satisfacibilidad

@ Una interpretacién I es modelo de una férmula F (I = F), si F
es verdadera con respecto a /

o Silhi(p) =h(r)=1eh(q) =0, entonces lh = (pV q)A(—qVr)
o Sih(r)=1e hL(p) = h(q) =0, entonces b, £ (pV q) A (—qVr)
@ Una férmula es satisfacible si tiene modelos
o La férmula (pV @) A (—q V r) es satisfacible
e Una férmula es insatisfacible si no tiene modelos

o La férmula p A —p es insatisfacible
pl-p|pPA-p
1[0 0

0] 1 0
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Tautologias y contradicciones

@ Una férmula F es una tautologia o valida (= F), si toda
interpretacion es modelo de F

o La férmula (p — q) V (¢ — p) es una tautologia

@ Una férmula F es una contradiccion o insatisfacible, si
ninguna interpretacién es modelo de F

o La férmula (p — q) A =(p — q) es una contradiccién

@ Una férmula F es contingente, si no es una tautologia ni una
contradiccién

e La férmula p — @ es contingente
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Clasificaciones de férmulas

Prop
Tautologias Contingentes Contradicciones
Verdadera en Verdadera en Falsa en todas las
todas las algunas interpretaciones
interpretaciones interpretaciones y

falsa en otras

pV-p pVq pA-p

Satisfacibles Insatisfacibles
Prop
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Satisfacibilidad y validez

@ Los problemas SAT y TAUT

o Problema SAT: Dada una férmula, determinar si es satisfacible

e Problema TAUT: Dada una férmula, determinar si es una tautologia
@ Relaciones entre estos dos problemas

o F es una tautologia <= —F es insatisfacible
o F es una tautologia = F es satisfacible
o F es satisfacible =% —F es insatisfacible

@ p — @ es satisfacible
e —(p — q) es satisfacible
@ Hay distintos métodos para comprobar SAT y TAUT, el mas
simple es el basado en las tablas de verdad
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Satisfacibilidad y validez

@ Tabla de verdad para = (p — q) V(@ — p)

plalp—qlg—p|(p—q9) V(g—p)
111 1 1 1
110 o 1 1
ol1] 1 0 1
olo| 1 1 1

@ Tabla de verdad simplificada

plal(p = q V (g — p)
111 1 1 1 1 1 1
1/0/1 0 0 1 0 1 1
0o/1/0 1 1 1 1 0 0
olojo 1 0 1 0 1 0O
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Satisfacibilidad y validez

@ Tabla de verdad para }~£ (p <> q) V (q < p)

plalpeoqglgeop|(po g Vigep)
111 1 1 1
110 o 0 0
ol1] o 0 0
olo| 1 1 1

@ Tabla de verdad simplificada

plal(p < q V (g < p)
111 1 1 1 1 1 1
1lol1 0o 0o 0 0 0 1
ol1/o 0o 1 0 1 0 O
olojo 1 0 1 0 1 0O

Légica Matematica y Fundamentos Sintaxis y semdntica de la I6gica proposicional



Satisfacibilidad y validez

o Algunas tautologias importantes

Ley de identidad: p — p

Ley del tercio excluido: p VvV —p

Principio de no contradiccién: —(p A —p)
Ley de Clavius: (—p — p) — p

Ley de Duns Scoto: =p — (p — q)

Ley de Pierce: ((p — q) = p) = p
Modus ponens: (p — q)Ap — q
Modus tollens: (p — q) A ~q — —p
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Férmulas equivalentes

@ Dos férmulas F y G son equivalentes (F = G), si para toda
interpretacién [ se tiene que I(F) = I(G)

@ Equivalencias importantes:
o ldempotencia:

FVF=F
FAF=F

o Conmutatividad:
FVG=GVF
FAG=GAF

e Asociatividad:
FV(GVH)=(FVG)VH
FA(GANH)=(FAG)ANH

o Absorcion:

FA(FVG)=F
FV(FAG)=F
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Férmulas equivalentes

@ Dos férmulas F y G son equivalentes (F = G), si para toda
interpretacién [ se tiene que I(F) = I(G)
@ Equivalencias importantes:
o Distributividad:
FV(GAH)=(FVG)A(FVH)
FA(GVH)=(FAG)V(FAH)
o Leyes de tautologias. Si F es una tautologia:

FAG=G
FVG=F
o Leyes de contradicciones. Si F es una contradiccién:
FAG=F
FVvG=G
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Férmulas equivalentes

@ Dos férmulas F y G son equivalentes (F = G), si para toda
interpretacién [ se tiene que I(F) = I(G)
@ Equivalencias importantes:
o Ley del condicional:
F—-G=-FVG
e Ley del bicondicional:
F+~ G=(F—>G)AN(G—F)
o Ley de la doble negacién:
-—F=F
o Leyes de De Morgan:
ﬂ(F/\G)EﬂFV—lG
-(FV G)=—-FA-G
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Propiedades de la equivalencia légica

@ La equivalencia légica es una relacién de equivalencia
o Reflexividad: F = F
e Simetria: Si F = G, entonces G = F
e Transitividad: Si F= Gy G = H, entonces F=H

@ Relacién entre equivalencia y bicondicional

F=Gsiysolosi FF <+ G

@ Principio de sustitucion de férmulas equivalentes: Si en una
férmula F se sustituye una subférmula G por otra l6gicamente
equivalente G’, entonces la férmula obtenida F’ es Iégicamente
equivalente a la original

F==(pAq)— —(pA-mr)

G =-(pA—mr)

G' =-pV -r

F'==(pAq)— —pV-r
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Conjunto completo de conectivas

@ Un conjunto de conectivas C es funcionalmente completo si
cualquier férmula proposicional tiene una equivalente en la que
sélo se utilizan las conectivas de C
o El conjunto {—, A, V, —, <>} es funcionalmente completo por

definicién de Prop

e El conjunto {—, A, V} es funcionalmente completo (ley del
condicional, ley de bicondicional y principio de sustitucién)

o Los conjuntos {—, A} y {—, V} son funcionalmente completos (ley
del condicional, ley del bicondicional, ley de la doble negacién, leyes
de De Morgan y principio de sustitucién)

o Si definimos la conectiva 1 (operador de Sheffer) con la siguiente
funcién de verdad

.. 0 sii=j=1
Hy (ih4) = { 1 en otro caso

entonces {1} es un conjunto funcionalmente completo
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Conjuntos de férmulas

@ Una interpretacién I es modelo de un conjunto de férmulas S
(I & S), si para toda F € S se tieneque I E F

e SeaS={Fi=(pVvagA(nqVr),Fh=p—r}

o La interpretacién I tal que h(p) = h(r) =1 e l(g) = 0 es modelo

de S.
plgq|r|pVvqg|—-q|—-qgqVr|p—r|F|F
1/0]1 1 1 1 1 1|1
o La interpretacién b tal que h(p) = h(q) =0e kL(r) =1 noes
modelo de S.
plgq|lr|pVvg|—-q|—qVr|p—>r|FA|F
0|01 0 1 1 1 0 1

Légica Matematica y Fundamentos

Sintaxis y semdntica de la I6gica proposicional



Consistencia y consecuencia légica

@ Un conjunto S es consistente, si tiene algiin modelo
o El conjunto {(pV q) A (—q V r),p — r} es consistente
@ Un conjunto S es inconsistente, si no tiene ningtin modelo
e El conjunto {pV q,-pV q,pV —q,-pV —q} es inconsistente.

@ Una férmula F es consecuencia légica de un conjunto de
férmulas S (S | F) si todos los modelos de S son a su vez
modelos de F.

o{p—>aq,q—>r}Ep—r
e {Pt¥pPANq
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Propiedades de la consecuencia légica

@ Propiedades basicas de la relacién de consecuencia ldgica:
o Reflexividad: Paratoda F € S, S | F.
e Monotonia: Si §; = Fy S§; C S,, entonces S, = F.
o Transitividad: Si S |E Fy {F} = G, entonces S £ G.

@ Relaciéon entre consecuencia, validez, satisfacibilidad y
consistencia. Las siguientes condiciones son equivalentes:

{F,...,F,} EG.

|:F1/\.../\F,,—)G.

—(Fi A ... A F, = G) es insatisfacible.

{Fi,..., Fn,—G} es inconsistente.
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Calculos légicos

@ Un célculo légico es un procedimiento de decisidon que permite
comprobar la validez de una férmula.

o La deduccién en un célculo légico se representa con el simbolo .
e También permiten comprobar la satisfacibilidad, la consistencia y la
consecuencia ldgica.
@ La combinacién exhaustiva de todos los valores de verdad de las
variables proposicionales y el célculo del valor de verdad
mediante las tablas de verdad es un ejemplo de célculo légico.

@ Otros calculos légicos: tableros semdnticos, secuentes,
deduccidén natural, resolucién, ...
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Propiedades de los calculos l6gicos

@ Un calculo légico es correcto (F == |=), si toda férmula que se
puede demostrar que es valida con el célculo légico, es valida en
la légica.

e Todo célculo légico deberia cumplir esta propiedad.

e Un cdlculo légico es completo (= == I), si para toda férmula
valida en la légica, se puede demostrar su validez utilizando
Gnicamente el cdlculo légico.

@ Existen célculos légicos para la légica proposicional que son
correctos y completos.

e Los célculos légicos mencionados para la légica proposicional son
correctos y completos: tablas de verdad, tableros semanticos,
secuentes, deduccién natural, resolucién, ...

o La ldgica proposicional es decidible: existen procedimientos
capaces de decidir si una férmula es vélida o no, en un ndmero
finito de pasos.
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Argumentaciones

@ Problema de los animales: Se sabe que
e Los animales con pelo o que dan leche son mamiferos
e Los mamiferos que rumian o tienen pezufas son ungulados
e Los ungulados de cuello largo son jirafas
e Los ungulados con rayas negras son cebras

Se observa que un animal tiene pelos, pezufias y rayas negras.
Por tanto, se concluye que el animal es una cebra

@ Simbolizaciéon
e p: el animal tiene pelo
I: el animal da leche
e m: el animal es un mamifero
e r: el animal rumia
e pz: el animal tiene pezuiias

u: el animal es ungulado
cl: el animal tiene cuello largo
J: el animal es una jirafa
rn: el animal tiene rayas
eegghanimal es una cebra
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Argumentaciones

@ Formalizacién de las premisas y la conclusién

Los animales con pelo o que dan leche son mamiferos
pVvVI—m

Los mamiferos que rumian o tienen pezufias son ungulados
mA(rVpz) —u

Los ungulados de cuello largo son jirafas

u~nc —j

Los ungulados con rayas negras son cebras

unNrm-—c

Se observa que un animal tiene pelos, pezufias y rayas negras
pA\pzA\rn

Por tanto, se concluye que el animal es una cebra

c

@ Formalizacién de la argumentacién

{pVI—>m,mA (rV pz) — u,
ulNcl = j,unm—c,pApzAm}Ec
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Problemas logicos: veraces y mentirosos

@ En una isla hay dos tribus, la de los veraces (que siempre dicen
la verdad) y la de los mentirosos (que siempre mienten). Un
viajero se encuentra con tres islefios A, By Cy cada uno le dice
una frase:

e A dice “By C son veraces si y solo si C es veraz”

e B dice “Si Ay C son veraces, entonces B y C son veraces y A es
mentiroso”

e C dice "B es mentiroso si y solo si A o B es veraz”

i A qué tribu pertenece cada uno de ellos?

@ Simbolizacién
e a: A es veraz

o b: B es veraz
o c: Cesveraz
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Problemas logicos: veraces y mentirosos

@ Formalizacién de las premisas
e A dice “B y C son veraces si y solo si C es veraz"
Fi:a<(bAc+c)
e B dice “Si Ay C son veraces, entonces B y C son veraces y A es
mentiroso”
F,:b+ (aAc— bAcA-a)
e C dice "B es mentiroso si y solo si A o B es veraz”
F3:C(—)(—|b(—)a\/b)
@ Modelos de S = {Fy, F», F3}:
e Sil =S, entonces I(a) =1,1(b) =1,1(c) =0
e Por tanto, A y B son veraces y C es mentiroso
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