Deduccién natural en légica de primer orden

Francisco J. Martin Mateos

Dpto. Ciencias de la Computacién e Inteligencia Artificial
Universidad de Sevilla

Légica Matemdtica y Fundamentos Deduccién natural en Iégica de primer orden



@ Una sustitucion o de un lenguaje L es una aplicacién
o : Var — Term(L)

o Representaremos por [x1/t1,X2/ta2, ..., Xs/ta] a la sustitucién o
definida por:

o(x) = t; Si X es X;
X six & {X1,X25+++5Xn}
e Notacién: Usaremos o, 01,092, ... para representar sustituciones de
un lenguaje de primer orden
e Ejemplo: [x/s(0),y/x + y] es la sustitucién o de Var en el
conjunto de los términos de la aritmética definida por:

s(0) Si Z es X
o0(z) = x+y sizesy
z siz € Var \ {x,y}
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o La extensién (inica) de una sustitucién o al conjunto de
términos de un lenguaje L es la aplicacién
o : Term(L) — Term(L) definida por:

si t es una constante ¢

c
o(t) =< o(x) si t es una variable x

f(o(t1),...,0(tn)) sitesf(ty,...,fn)

Notacién: t[x1/t1,...,Xn/ta] es el término obtenido al aplicar
sobre el término t la sustitucién representada por [x1/t1, ..., Xn/ta]

e Ejemplos: Si o = [x/f(y,a),y/z], entonces

o(a) = a, donde a es una constante

o(w) = w, donde w es una variable distinta de x e y
o(h(a,x,w)) = h(a, f(y,a),w)

a(f(x,y)) = f(f(y, a),2)

o(h(a, f(x,y),w)) = h(a, f(f(y, a), z), w)
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@ La extensién (idnica) de una sustitucién o al conjunto de las
férmulas de un lenguaje L es la aplicacion
o : Form(L) — Form(L) definida por:

P(o(t1),...,0(tn)) siFesP(t1,...,t,)

=(o(G)) si F es =G
O'(F) = O'(Gl) * O'(Gz) si F es Gl * G2

Vx ox(G) si FesVx G

Ix o«(G) siFes3dxG

donde oy es la sustitucidn definida por

ouly) = X si y es la variable x
W)= o(y) siy es distinta de x

o Notacién: F[x1/t1,...,Xxn/ty] es la férmula obtenida al aplicar a la
férmula F la sustitucién representada por [x1/t1,. ..y Xn/tn]
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e Ejemplos: Si o = [x/f(y),y/b], entonces
o o(Vx (Q(x) = R(x,y))) = Vx (x(Q(x) — R(x,y)))
= Vx (ox(Q(x)) = ox(R(x,y)))
= Vx (Q(x) — R(x,b))
o o(Q(x) = Vx R(x,y))) = o(Q(x)) — o(Vx R(x,y))
= Q(f(y)) — Vx ox(R(x,y)))
= Q(f(y)) — Vx R(x,b)

o o(Vx (Q(x) — Ty R(x,y))) = Vx (6x(Q(x) — Ty R(x,y)))
= Vx (0x(Q(x)) — ox(3y R(x,y)))
= Vx (Q(x) — Ty oxy(R(x,y)))
= Vx (Q(x) — 3y R(x,y))
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@ Una sustitucién es libre para una férmula si todas las
ocurrencias de variables introducidas por la sustitucién en esa
férmula resultan libres

@ Ejemplos
o La sustitucién [y/x] no es libre para 3x (x < y)

(3x (x < y))ly/x] = Ix (x < x)
o La sustitucién [y/g(y)] es libre para Vx (P(x) — Q(x,y))

(Vx (P(x) — Q(x,y)))ly/g(¥)] = Vx (P(x) — Q(x, &(y)))
o La sustitucién [y/g(x)] no es libre para Vx (P(x) — Q(x,y))

(vx (P(x) = Q(x,y)))ly/g(x)] = ¥x (P(x) = Q(x, 8(x)))
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Reglas del cuantificador universal

@ Regla de eliminacién del cuantificador universal

SHVxF
S + F[x/t]

donde [x/t] es una sustitucién libre para F

e Analogia con las reglas Ae; y Ae;
o Necesidad de la condicién sobre [x/t]

e SiF=3y P(x,y)yt=y:

{vx 3y P(x,y)} ¥ 3y P(y,y)
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Reglas del cuantificador universal

{P(c), Vx (P(x) = —Q(x))} - =Q(c)

1. P(c) premisa
2. Vx (P(x) > 0Q(x)) premisa
3. P(c) — =Q(c) [Ve 2]

4. =Q(c) [—e31]
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Reglas del cuantificador universal

@ Regla de introduccién del cuantificador universal

X0 : S F F[x/xo]
| e
Vx F [¥]

donde xg es una variable que no aparece libre en S ni F

o Sugerencia: Utilizar siempre variables (xq) nuevas
o Analogia con la regla Ai
o Necesidad de la condicién sobre xq

o SiF=P(x)yx =y:

{P(x), P(y)} 7 Vx P(x)
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Reglas del cuantificador universal

{vx (P(x) — —Q(x)), Vx P(x)} F ¥x =Q(x)

1. Vx (P(x) = =Q(x)) premisa

2. VxP(x) premisa

3. [ xo variable nueva
4. | P(x0) = —Q(xo) [Ve 1]

5. | P(xp) [Ve 2]

6. —Q(x0) [—e 4 5]

7. Vx —Q(x) [Vi 3-6]
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Reglas del cuantificador existencial

@ Regla de introduccién del cuantificador existencial

S + F[x/t]

U
Sk3xF

F[x/t] [3i]

donde [x/t] es una sustitucién libre para F

e Analogia con las reglas Viy y Via
o Necesidad de la condicién sobre [x/t]

e SiF=VyP(x,y)yt=1y:

{¥y P(y,y)} # 3x Vy P(x,y)
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Reglas del cuantificador existencial

{vVx P(x)} F 3x P(x)

1. VxP(x) premisa
2. P(xq) [Ve 1]
3. 3xP(x) [3i2
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Reglas del cuantificador existencial

@ Regla de eliminacién del cuantificador existencial

X0 Flx/x] Sk 3xF
Ix F : S U {F[x/xo]} - G
G Y
C [Ele] SFG

donde xg es una variable que no aparece libre en S, F ni G

o Sugerencia: Utilizar siempre variables (xq) nuevas
e Analogia con la regla Ve
o Necesidad de la condicién sobre xq

o SiF=P(x)yx =y:

{3x P(x)} ¥ P(y)
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Reglas del cuantificador existencial

{vx (P(x) — Q(x)),3x P(x)} F Ix Q(x)

1. Vx (P(x) — Q(x) premisa

2. 3x P(x) premisa

3 x0, P(x0) supuesto

4. P(xo) — Q(xo) [Ve 1]

5 Q(xo) [—e 4 3]
6 Ix Q(x) [Fi 5]

7 Ix Q(x) [Ze 2 3-6]
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Equivalencia: =Vx F = dx —F

{—Vx P(x)} F 3x =P(x)

1. —Vx P(x) premisa
2. —3x =P(x) supuesto
3. X0 variable nueva
4. =P(xo) supuesto
5. Ix =P (x) [3i 4]
6. 1 [—e 2 5]
7. P(x0) [RAA 4-6]
8. Vx P(x) Vi 3-7]
9. 1 [—e 1 8]
10. Ix —P(x) [RAA 2-9]
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Equivalencia: =Vx F = dx —F

{3x =-P(x)} F =Vx P(x)

1. Ix —P(x) premisa
2. Vx P(x) supuesto
3. xg, 7P(xp) supuesto
4. P(xo) [Ve 2]

5. 1 [—e 3 4]
6. 1 [Fe 1 3-5]
7. —Vx P(x) [—i 2-7]
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Equivalencia: Vx (F A G) = Vx F AVx G

{vx (P(x) A Q(x))} F ¥x P(x) A Vx Q(x)

1.

—
@

vx (P(x) A Q(x))

premisa

© © N o a & w0 N

o0 ErFEle FE
P(x0) A Q(xo) [Ve 1]

P(xo) [Ae1 3]

vx P(x) [Vi 2-4]

X1 variable nueva
P(x1) A Q(x1) [Ve 1]

Q(x1) [Aez 7]

Vx Q(x) Vi 6-8]

Vx P(x) AVx Q(x) [Aib9]
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Equivalencia: Vx (F A G) = Vx F AVx G

{Vx P(x) A Vx Q(x)} F Vx (P(x) A Q(x))

1.

Vx P(x) A Vx Q(x)

premisa

® N o g s w N

X0 variable nueva
Vx P(x) [Aer 1]

P(x0) [Ve 2]

Vx Q(x) [Aez 1]
Q(xo) [Ve 4]

P(x0) A Q(xo) [Ai 4 6]

Vvx (P(x) A Q(x)) [Vi 2-7]
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Equivalencia: 3x (F vV G) = 3Ix FV 3x G

{3Ix (P(x) V Q(x))} F Ix P(x) VvV Ix Q(x)

1.

10.

2
3
4
5
6.
7
8
9

Ix (P(x) V Q(x)) premisa

x0, P(x0) V Q(x0)  supuesto
P(xo) supuesto

3x P(x) [3i 3]

Ix P(x) V Ix Q(x) [Vi1 4]

Q(xo) supuesto

3x Q(x) [3i 6]

Ix P(x) V Ix Q(x) [Vi2 7]

Ix P(x) V3Ix Q(x) [Ve 2 3-56-8]
Ix P(x) V3x Q(x) [Te 1 2-9]
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Equivalencia: 3x (F vV G) = 3Ix FV 3x G

{3Ix P(x) vV Ix Q(x)} + Ix (P(x) V Q(x))

1. 3x P(x) V 3x Q(x) premisa
2. 3x P(x) supuesto
3. x0, P(x0) supuesto
4. P(xo0) Vv Q(xo) [Vi1 3]
5. Ix (P(x) V Q(x)) [Fi 4]
6. Ix (P(x) V Q(x)) [Se 2 3-5]
7. Ix Q(x) supuesto
8. X0, Q(xp) supuesto
0. P(x0) Vv Q(xo) [Vi2 8]
10. Ix (P(x) Vv Q(x)) [3i 9]
11. 3x (P(x) V Q(x))  [3e 7 8-10]
12. Ix (P(x) V Q(x)) [Ve 1 2-9]
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Equivalencia: 3x dy F = dy Ix F

{3x 3y P(x,y)} - 3y 3x P(y, x)

1. Ix Ty P(x,y) premisa
2. xg, 3y P(x0,y) supuesto
3. yo, P(xo, Yo) supuesto
o 3x P(x, yo) [3i 3]

5. Ty 3Ix P(x,y) [3i 4]

6. Ty 3x P(x,y) [Se 2 3-5]
7. Ty 3Ix P(x,y) [Ze 1 2-6]
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Correccidon y completitud del calculo de

Deduccion Natural en
Logica de Primer Orden
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Deduccion en el calculo de Deduccidn Natural

Dados un conjunto finito de férmulas S y una férmula F. Decimos

que F se deduce a partir de S mediante el célculo de Deduccién

Natural (S F F) si hay una secuencia finita de pares Sg I Fo,

S1+ Fq, ..., Sq F F, tales que

oS, =S, F,=Fy

@ paratodoi=0,...,n, el par S; - F; se deduce a partir de
pares anteriores mediante alguna de las reglas del calculo de
Deduccién Natural.
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Deduccion en el calculo de Deduccidn Natural

Las reglas del célculo de Deduccién Natural son las siguientes:

@ [p]: Si F € S entonces S - F

o [Ai]: SiSHFFySHE GentoncesSHFAG

o [Ae1]: SiSHF A GentoncesSHF

o [Aez]: SiSH F A G entonces S - G

@ [——i]: Si S F F entonces S - —=—F

@ [-—e]: Si S+ ——F entonces S - F

o [—e]: SISFF —GySHF FentoncesS - G
o [—i]: SISU{F} F G entonces S+F — G
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Deduccion en el calculo de Deduccidn Natural

Las reglas del célculo de Deduccién Natural son las siguientes:

o [Vi1]: SiSF FentoncesSHF VG

@ [Viz]): SiSF G entonces S+ FV G

o [Ve]: SiISFFVG SU{F} FHySU{G} FH,
entonces S - H

o [« SSISFF—>GySFG — FentoncesS+F < G

o [<>e1]: SiSHF <> GentoncessS+HF — G

o [+»e2]: SiISFF <> GentoncesS+G — F

o [Le]: SiS+ L entonces S -+ F

o [-e]: SiISF -FySHF Fentonces S - L

o [-i]: SiSU {F} I L entonces S - —F
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Deduccion en el calculo de Deduccidn Natural

Las reglas del célculo de Deduccién Natural son las siguientes:

o [Ve]: Si S - Vx F entonces S + F[x/t]
donde [x/t] es una sustitucién libre para F
o [Vi]: Si S F F[x/xo] entonces S F Vx F
donde xg € VL(S U {F})
e [Ji]: Si S F F[x/t] entonces S - 3Ix F
donde [x/t] es una sustitucién libre para F
o [Je]: SiSFIx FySU{F[x/x0]} F G entonces S - G
donde xg € VL(S U {F,G})
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

@ Principio de induccion estructural sobre términos:
Si P es una propiedad sobre los términos que verifica
e Todas las constantes cumplen la propiedad P
e Todas las variables cumplen la propiedad P
e Sity...t, son términos que cumplen la propiedad P y f es un
simbolo de funcién de aridad n, entonces f(ty,...,t,) también
cumple

Entonces cualquier término del lenguaje cumple la propiedad P
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

@ Principio de induccién estructural sobre formulas:
Si P es una propiedad sobre las férmulas que verifica

Todas las férmulas atémicas cumplen la propiedad P

o Si F cumple la propiedad P entonces —F también la cumple

e Si Fy G cumplen la propiedad P entonces F x G también la cumple
e Si F cumple la propiedad P entonces Vx F y Ix F también la
cumplen

Entonces cualquier férmula de primer orden cumple P
o Version Fuerte:

o Si F[x/t] cumple la propiedad P para cualquier término del
lenguaje t, entonces Vx F y 3Ix F también la cumplen
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

@ Lemas de irrelevancia de variables
e Sea t un término de L e Z una estructura de L:
@ Si A y B son dos asignaciones en Z que coinciden sobre las variables
de t, entonces Za(t) = Zs(t).
e Sea F una férmula de L e Z una estructura de L:

@ Si A y B son dos asignaciones en Z que coinciden sobre las variables
libres de F, entonces Za(F) = Zg(F).
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

o Lemas sobre sustituciones y asignaciones: Sea Z una
estructura de L, A una asignacién en Z y h un término de L:
e Para todo término t de L:

Iapx/zam)) (t) = Za(t[x/h])

o Para toda férmula F de L tal que [x/h] es una sustitucién libre
para F:

Zax/zam)) (F) = Za(F[x/h])
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

o Teorema de correccion: Sea S un conjunto finito de férmulas
y F una férmula:

siS+ Fentonces S = F

e Demostracidn por induccién fuerte en la longitud de la deduccién
SHF
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

e Lema de monotonia: Sean S y S’ dos conjuntos finitos de
férmulas tales que S C S’ y F una férmula:

si S+ F entonces S’ - F

e Demostracidn por induccién fuerte en la longitud de la deduccién
SHF

Légica Matemdtica y Fundamentos Deduccién natural en Iégica de primer orden



Propiedades del calculo de Deduccién Natural

@ Teorema de completitud: Sea S un conjunto finito de
férmulas y F una férmula:

siS = F entonces S+ F

e Por reduccién al absurdo, usando los Lemas L1, L2 y L3.
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

@ Lema L1: Dado S un conjunto de férmulas y F una férmula tal
que S I/ F, entonces SU {—F} t/ L

o Lema L2 (Lema de existencia de modelos): Todo conjunto
de férmulas S tal que S I/ L, es consistente

@ Lema L3: Dado S un conjunto de férmulas y F una férmula tal
que S U {—F} es consistente, entonces S [~ F
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

@ Universo de Herbrand: El conjunto de los términos cerrados
del lenguaje definidos como:
e Las constantes son términos cerrados
e Si f es un simbolo de funcién de aridad ny tj,...,t, son términos
cerrados, entonces f(t1,...,t,) es un término cerrado
El universo de Herbrand de L, UH(L), es el conjunto de los
términos cerrados en L

@ Numerabilidad de las formulas cerradas: El conjunto de
todas las férmulas cerradas (sentencias) es numerable
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

o Cierre maximal no contradictorio: Sea S un conjunto de
férmulas tal que S 1/ L y consideramos una enumeracién de
todas las férmulas cerradas: Fy,F1,..., con F; # F;j, parai #j.
Construimos la siguiente secuencia de conjuntos de férmulas:

o SO = S
e Paratodoi >0, S; =
Si—1 U {Fi} siSi1U{F} LyF #3xG

Si1U {Fi,G[X/C]} si Si_1 U {F;} L FF=3xG
y € es una constante nueva en S;_; U F;
S; en otro caso

Finalmente, Soo = |JSi
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

o Cierre maximal no contradictorio: Sea S un conjunto de
férmulas tal que S | L y consideramos una enumeracién de
todas las férmulas cerradas: F1,F1,..., con F; # F;j, parai # j.
Propiedades:

Vi, Si C S, en particular S C S

Vi<j,S$CSjyVvi<jS CSj1

Vi, Si i/ L

Vi, Fi € Soo si y solosi S;—3 U {F;} I/ L (siysolosi F; € S;)
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

@ Interpretacion sintactica: Sea S un conjunto de férmulas tal
que S I/ L y S el cierre maximal no contradictorio de S.
Vamos a construir una estructura Z = (U, 1) de L:

o Universo U = UH(L)
@ Los elementos del universo son la versién escrita de los términos
cerrados, los representaremos como ?
e Interpretacién de los simbolos propios de L:
@ I(c) =c para todo simbolo de constante c
o I(f) : U" — U, tal que I(f)(t1,...,t) = f(t1,...,tn), para todo
simbolo de funcién f

o I(P) = {(ti,...,t,) tales que P(t1,...,tn) € Soo}, para todo
simbolo de predicado de aridad n > 0
_J 1 siP€ESs
° I(P) = { 0 en caso contrario
para todo simbolo de predicado de aridad 0.
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

@ Interpretacion sintactica: Sea S un conjunto de férmulas tal
que S I/ L y S el cierre maximal no contradictorio de S e
T = (U, 1) la interpretacién sintdctica asociada
o Valor de los términos cerrados: Para todo término cerrado t y

toda asignacién A: Zp(t) =t
e Valor de los formulas cerrados: Para toda férmula cerrada F y
toda asignacién A
e Si F € So entonces Za(F) =1
o Si F ¢ So entonces Za(F) =0
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Propiedades del calculo de Deduccién Natural

e Lema de existencia de modelos (cerrado): Si S es un

conjunto de férmulas cerradas con S I/ L entonces S es
consistente

o Lema de existencia de modelos: Si S es un conjunto de
férmulas con S | L entonces S es consistente

Si S I/ L entonces {AS} I/ L

Si {AS} I/ L entonces {IAS} I/ L

Si {3 AS} I/ L entonces {3 A S} es consistente

Si {3 A S} es consistente entonces {AS} es consistente

Si {AS} es consistente entonces S es consistente
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Reglas de la igualdad
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Reglas de la igualdad

@ Regla de eliminacién de la igualdad

t1 =t F[x/t1] [=e]
Flx/t2]

donde [x/t1] y [x/t2] son sustituciones libres para F
o Regla de sustitucién de izquierda a derecha

1. x+y=z premisa

2. x+y>0 premisa
3. z>0 [=e12]

Légica Matemdtica y Fundamentos Deduccién natural en Iégica de primer orden



Reglas de la igualdad

@ Regla de introduccién de la igualdad

[=]

t=t

e Se trata de la reflexividad de la igualdad

@ Simetria de la igualdad

1. s=t premisa

2. s=s [=i]
3. t=s [=el?2
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Reglas de la igualdad

@ Transitividad de la igualdad

1. r=s premisa

2. s=1t premisa

3. r=t [=e21]
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@ Regla de sustitucién de derecha a izquierda

{t =s,P(s)} - P(t)

1. t=s premisa
2. P(s) premisa
3. t=t [=i]

4. s=t [=el3]
5. P(t) [=e42]
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