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Deduccién natural en légica proposicional

o Calculo légico que pretende capturar la forma en la que el ser
humano realiza sus razonamientos

o No se consideran axiomas (hechos asumidos como verdaderos)

e Se consideran dos reglas de inferencia para cada conectiva, una para
introducirla y otra para eliminarla

e Se construyen reglas derivadas a partir de las basicas

@ Una prueba mediante deduccién natural establece una relacion
entre un conjunto de férmulas (premisas) y una conclusién.
o La relacién se alcanza haciendo uso de un conjunto de reglas que
deducen una nueva relacién a partir de otras
o El proceso de deduccién se basa en la estructura sintéactica de las
férmulas
e Notacién: S Fpy F o simplemente S - F
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Regla de la premisa

@ Regla de introduccién de una premisa
F
F [p]

o Si F& Sentonces S F

@ Expresa la posibilidad de reutilizar cualquier férmula anterior en
una prueba
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Reglas de la conjuncién

@ Regla de introduccién de la conjuncién

F G
FAG

e SiSFFySHE GentoncesS+HFAG

@ Reglas de eliminacién de la conjuncién

[Ad]

FAG
F

o SiSFHFAGentonces S F
e SiSFHFAGentonces S+ G

FAG

[/\e1] C

[Ne]
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Reglas de la conjuncién
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Reglas de la doble negacién

@ Regla de introduccién de la doble negacién

F .
——F 7]

o Si S+ F entonces S - ——F

@ Reglas de eliminacién de la doble negaciéon

_|_|F

L

e Si S+ ——F entonces S+ F
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Reglas de la doble negacién

{p,7—(gAr}F—-—pAr

1 p [p]

2. —=(gAr) [p]

3. —p [-—i 1]
4. gAr [-—e 2]
5 r [Aex 4]
6.

—pAr [/\i 3 5]
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Reglas del condicional

@ Regla de eliminacién del condicional (modus ponens)

F—>G F
G

e SiSFF—>GySF Fentonces S+ G

[—el
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Reglas del condicional

{p,p— q,p—(q—r)}r

L p (]
2. p—gq [p]
3. p—~>(g—r) |[p]
4. q [—e21]
5. q—r [—e 31]
6. r [—e 5 4]
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Reglas del condicional

@ Regla modus tollens

F—G -G

e SiSFF— GySHF —G entonces S+ —F
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Reglas del condicional

{p —(q—r)p,—r}t+—q

1. p—=>(g—r) |[p]
2. p [p]
3. —r [p]
4. q—r [—el2]
5. —q [MT 4 3]
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Reglas del condicional

@ Regla de introduccién del condicional

F

G

Foe

o SiISU{F}+ GentoncesS-FF —- G
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Reglas del condicional

{p—4q}-—q—p

1. p—gq [p]

2. -q supuesto
3. —-p [MT 1 2]
4. g — op  [—i 2-3]

=p— (g — p)

1. P supuesto
2. q supuesto
3. p [p 1]

4. q—p [—i 2-3]
5. p—(q—p) [—il4]
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Reglas del condicional

{-q — -p}-p—-q

1. —q—>-p [p]

2 P supuesto
3 —-p [——i 2]
4. g [MT 1 3]
5 p— g [—i2-4]
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Reglas del condicional

(g —r)— (g — —p) = (p—r))

1. q—r supuesto
2. -q — p supuesto
3. P supuesto
4. ——p [=—i 3]
5. -q [MT 2 4]
6. q [-—e 5]
7. r [—e1l6]
8. p—r [—i 3-7]
9. (mg — —p) = (p—r) [—i 2-8]
10. (g—=r) = (=g —-p) = (p—r) [—il9
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Reglas de la disyuncion

@ Reglas de introduccién de la disyuncién

F . G .
— |V — |V
Fyvg Vil Fvg Vol
e SiSH FentoncesSHFFVG
o SiSF Gentonces SFFV G
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Reglas de la disyuncion

@ Regla de eliminacién de la disyuncién

FV G

[Vel

o SiSFFVG SU{F}FHySU{G}+H,
entonces S+ H
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Reglas de la disyuncion

{g—>r}-pVvqg—>pVr

L q—r (]

2. pVaq supuesto

3. P supuesto

4. pVr [Vih 3]

B, q supuesto

6. r [—+e15]

7. pVr [Via 6]

8. pVr [Ve 2 3-4 5-7]
9. pVvqg—pVr [—i?28]
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Reglas del bicondicional

@ Regla de introducciéon del bicondicional

F—-G G—F
F—~ G

e SiSFF—-GySHFG — FentoncesS+HF < G

[i]
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Reglas del bicondicional
FpANgq<qAPp

1. PAQq supuesto
2. p [Aer 1]
3. | g [ner 1]
4. qnAp [Ai 3 2]
5. PAG—qgAp [—il-4]
6. qAp supuesto
7. q [Aer1 6]
8. p [Aea 6]
9. pPAq [Ai 7 8]
10. gAp—>pAq [—i6-9]
11. PAG< gAp [+ib10]
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Reglas del bicondicional

@ Reglas de eliminacién del bicondicional

F— G
F—G

FLG[HQ]
G—F

o SiSFHFF <> GentoncesS+HFF — G
o SiSFHFF < GentoncesS+FG — F

[<—>e1]
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Reglas del bicondicional
{p+q,pVaqlt-pArq

1. p+egq [

2. pvqg [n]

3. p supuesto

4 | p—=q [eeal]

5. q [—e 4 3]

6. pPAqg [Ai 3 5]

7. q supuesto

8. q—p [<el]

9. P [—e87]
10. PAQ [Ai 9 7]
11. pAg [Ve 2 3-6 7-10]
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Reglas de la negacion

o Extensiones de la légica para usar L (Falso)
e Sintaxis: L es una férmula proposicional
e Semantica: /(L) = 0 para cualquier interpretacién /

@ Regla de eliminacién de falso
1
—|Le
~[Le]
e Si S+ L entonces S+ F
@ Regla de eliminacién de la negacién

~F F

T[]

e SiSFH-FySHk Fentonces SF L
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Reglas de la negacion

{-pVagl-p—q

1 -pVaq [p]

2. p supuesto

3. -p supuesto

4. 1 [-e 3 2]

5. q [Le 4]

6. q supuesto |
7. q [Ve 1 3-5 6-6]

8. p—q [—i27]
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Reglas de la negacion

@ Regla de introduccién de la negacién:

F

i
TF [_'i]

o SiSU{F} I L entonces S - —F
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Reglas de la negacion

{p—q,p——q}F—p

L p—aq [

2. p—-q [p]

3. p supuesto
4. q [—e13]
5. -q [—e 23]
6. 1 [-e 5 4]
7. -p [—i 3-6]
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Reglas derivadas

@ Algunas reglas se pueden obtener a partir de otras
o Regla modus tollens
o Regla de introduccién de la doble negacién
o Regla de eliminacién de falso
@ Otras reglas derivadas
o Regla de reduccién al absurdo
o Regla del tercio excluido
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Reglas derivadas

o Regla modus tollens

F—>G -G [MT]
—F

1. F— G [p]

2 -G (]

3 F supuesto

4. G [—se13]

5 [—e 2 4]

6 -F [—i 3-5]
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Reglas derivadas

@ Regla de introduccién de la doble negacién

F

b b |

[——i]

Derivacién
1. F (]
2. -F supuesto
3. | L [—e 2 1]
4. ==F  [-i2-3]
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Reglas derivadas

@ Regla de eliminacién de falso

% [Le]
L L (]

-F supuesto

L [p 1]

2
3
4. —F  [-i2-3]
5

F [—|—|e 4]
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Reglas derivadas

@ Regla de reduccién al absurdo

~F

1

[RAD]

Derivacién

1. -F— 1 [p]

2 -F supuesto
3 1 [—el2]
4. -—F [—i 2-3]
5 F [-—e 4]
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Reglas derivadas

@ Ley del tercio excluido

FvoF ILEMI
1. —(FV —F) supuesto
2. F supuesto
3. Fv-F Vi, 2]
4. 1 [~e 1 3]
5. ~F [—i 2-4]
6. FV—F [Viy 5]
7. 1 [e 1 6]
8. FV—F [RAb 1-7]
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Reglas derivadas

{p—q}--pVgq

p—q [p]
pV—-p [LEM]

p supuesto
q [—el3]

—pVqg [Viz 4]

=p supuesto

-pVqg [\/il 6]

@ X} e & > W=

-pVq [Ve2356-7]
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Demostracién por deduccién natural

Razonar hacia adelante aplicando reglas de eliminacién
Razonar hacia atras aplicando reglas de introducciéon

Usar la estructura de la férmula para orientar la demostracién

Si una prueba directa no funciona o no sugiere reglas a aplicar,
entonces intentar la prueba por reduccién al absurdo
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Correccion y completitud del calculo de

Deduccion Natural
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Deduccion en el calculo de Deduccién Natural

Dados un conjunto finito de férmulas S y una férmula F. Decimos

que F se deduce a partir de S mediante el calculo de Deduccién

Natural (S - F) si hay una secuencia finita de pares Sp - Fo,

S1+ F, ..., S, F F, tales que

S, =S F,=Fy

@ paratodoi=0,...,n, el par S; - F; se deduce a partir de
pares anteriores mediante alguna de las reglas del calculo de
Deduccién Natural.
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Deduccion en el calculo de Deduccién Natural

Las reglas del calculo de Deducciéon Natural son las siguientes:

e [p]: Si F € S entonces S - F

o [Ni]: SiSFFySHF GentoncesSHFFAG
o [Ae1]: Si S+ F A G entonces S - F

o [Ae2]: Si S+ F A G entonces S+ G

@ [-—i]: Si S+ F entonces S = ——F

e [-—e]: Si S+ ——F entonces S+ F

o [—e]: SiSFF—>GySt Fentonces SFH G
o [—i]: SiISU{F}+ Gentonces S-F — G
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Deduccion en el calculo de Deduccién Natural

Las reglas del célculo de Deducciéon Natural son las siguientes:

o [Vih]: Si S+ F entonces S+ FV G

@ [Vir]: Si S+ G entonces S+ FV G

o [Ve: SiSFFVG SU{F}FrHySU{G}FH,
entonces S = H

@ [«+i]: SiSFF—>GySFG — Fentonces SFF < G

o [<»e1]: SiSF F <> Gentonces S+ F — G

o [«>ep]: SiISF F <> G entonces S+ G — F

o [Le]: Si S+ L entonces S + F

o [ne]: SiSFH-FySt Fentonces SF L

o [-i]: SiSU{F} I L entonces S - =F
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Propiedades del calculo de Deduccion Natural

@ Teorema de correccion: Sea S un conjunto finito de férmulas
y F una férmula:

si S+ F entonces S |= F

e Demostracién por induccién fuerte en la longitud de la deduccién
SHF
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Propiedades del calculo de Deduccion Natural

e Lema de monotonia: Sean S y S’ dos conjuntos finitos de
féormulas tales que S C S’ y F una férmula:

si S+ F entonces S’ - F

e Demostracién por induccién fuerte en la longitud de la deduccién
SHF
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Propiedades del calculo de Deduccion Natural

@ Teorema de completitud: Sea S un conjunto finito de
férmulas y F una férmula:

si S |= F entonces S+ F

e Demostracién usando los Lemas L1, L2 y L3.
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Propiedades del calculo de Deduccion Natural

e Lema L1: Dado S = {Hy,..., Hy} un conjunto de férmulas y
F una férmula tal que S | F, entonces

EH —-(H— (... > (H, — F)...))

para n = 0 (S es el conjunto vacio), simplemente |= F.

e Lema L2: Para toda férmula F tal que |= F (es decir, para
toda tautologia F) se tiene @ - F.

e Lema L3: Dado S = {Hy,..., Hy} un conjunto de férmulas y
F una férmula tal que

OFH — (Ho = (... > (H, > F)...)

entonces S + F.
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Propiedades del calculo de Deduccion Natural

Para la demostracién del Lema 2:
@ Seal: VP — By p € VP, definimos la férmula p' de la
siguiente forma:

_Jp  sil(p)=1
P ={ % S

o Propiedad P1: Para cualquier férmula F con
VP(F) = {p1,...,Pn} y para cualquier I : VP — B:
o Si I(F) =1 entonces {p{,...,p'} - F.
o Si I(F) = 0 entonces {pj,...,p'} - —F.
o Propiedad P2: Para cualquier férmula F y
{p1,...,pn} C VP: si para cualquier I : VP — B se cumple
{pl,...,p'} F F entonces O - F.
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Demostracion aplicativa en Isabelle
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Demostracién aplicativa en Isabelle

o La tictica rule
o Objetivo: {H1,...,Hn} = C
o Regla: {P1,...,Pr} = @
o Unificacién: Hacer iguales Cy Q
o Nuevos objetivos: {H1,...,Hn} = P

{Hi,...,Hn} = P,
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Demostracién aplicativa en Isabelle

o La tictica erule

Objetivo: {H1,...,Hj,...,Hp} = C

Regla: {P1,...,P,} = @Q

Unificacién: Hacer iguales Cy Q;y P1y H;

Nuevos objetivos: {Hi, ..., Hj_1, Hjy1,..., Hn} = P>

{Hl, ey Hj—l’ Hj+1, ey Hm} B Pn
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Demostracién aplicativa en Isabelle

o La tictica frule
o Objetivo: {H1,...,Hjy...,Hn} = C
o Regla: {P1,..., P} = @
o Unificacién: Hacer iguales Py y H;
o Nuevos objetivos: {H1,...,Hn} = P>

{Hi,...,Hn} = P,
{H1,...,Hn; Q} = C
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Demostracién aplicativa en Isabelle

o La tictica drule

Objetivo: {H1,...,Hjy...,Hn} = C

Regla: {P1,..., P} = Q

Unificacién: Hacer iguales Py y H;j

Nuevos objetivos: {H1,...,Hj_1,Hjt1,..., Hn} = P>

{H],. .. ,Hj_l, Hj+17-- oy Hm} = P,
{Hla-'°9Hj—1’Hj+1’°°-3Hm9 Q} —=C

Légica Matematica y Fundamentos Deduccién natural en légica proposicional



Bibliografia

o C. Badesa, I. Jané y R. Jansana Elementos de Iégica formal
Capitulo 16

o J.A. Diez. Iniciacién a la Légica
Capitulo 4

o M. Huth y M. Ryan. Logic in computer science: modelling and
reasoning about systems
Capitulo 1

E. Paniagua, J.L. Sanchez y F. Martin Légica computacional
Capitulo 3.6

Légica Matematica y Fundamentos Deduccién natural en légica proposicional



	Corrección y completitud del cálculo de Deducción Natural
	Demostración aplicativa en Isabelle

