Lema de Euclides: Para cada ntimero primo p existe un ntimero primo g tal que

p<qg<l1l+p!

Demostracion: Por reduccién al absurdo.

Supongamos que existiera un nimero primo pg tal que ningtin nimero primo ¢ verificara
la condicién py < ¢ <1+ pg! En ese caso tendriamos que

Vo (po <x <1+ po!— z no es primo)

En particular, el nimero 14 pg! no seria primo. Teniendo presente que pg es primo resulta
que 1 + pg! > 2. Por tanto, el nimero 1 + pg! admite una factorizaciéon en producto de
nimeros primos. Sea ¢p un ntmero primo que interviene en la descomposicién de 1+ pg!
Entonces se verifica:

(a) 1<qo<1+po!
(b) go es un divisor de 1+ pg!

(¢) go es un nimero primo.

Ahora bien, del hecho de que gg < 1+ pg! y de que gg sea un nimero primo, se deduce lo
siguiente:
qo <1+ pg!

go es un numero primo = qo < po

Vz(pp <x <1+ po!— z no es primo)

Por tanto, si gy < po entonces qq | pp ! De donde se concluiria que gy no dividiria a 1+ pg!
Lo que contradice la condicién (b).
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