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COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

Ejercicio 1.— Disenar una MTD, M, cuyo alfabeto de trabajo sea {0, 1, B,>} de tal manera que:

(a) Calcule la funcién identidad.

(b) Para cada dato de entrada, realice el menor niimero posible de transiciones (es decir, pasos de
computacion).

Justifiquese que la maquina disefiada satisface los requisitos exigidos.

Ejercicio 2.— Diseniar una MTD, M, cuyo alfabeto de trabajo sea {0, 1, B,>} y que decida el lenguaje
L = {u=1{0,1}" | u representa un numero impar }. Héllese el coste en tiempo de la mdquina
disenada.

Ejercicio 3.— Disenar una MTD, M, cuyo alfabeto de trabajo sea {0, 1, B,>} y que decida el lenguaje
L ={ue{0,1}" | lalogitud de u es 4 }. Héllese el coste en tiempo de la mdquina disefiada.

Ejercicio 4.— Disenar una MTD, M, cuyo alfabeto de trabajo sea {0, 1, B,>} de tal manera que:

(a) Calcule la funcién constante e igual a 3 (de aridad 1).

(b) Para cada dato de entrada, realice el menor niimero posible de transiciones (es decir, pasos de
computacion).

Hallar el coste en tiempo de la maquina disenada y justifiquese que la maquina diseniada satisface los
requisitos exigidos.

Ejercicio 5.— Disenar una MTD, M, cuyo alfabeto de trabajo sea {0,1, B,>} y que verifique la
siguiente condicién: existe ¢ € N, ¢ > 0 tal que para cadena u € {0,1}" de longitud n, la computacién
de la méquina con entrada u realice un ntimero de pasos de computaciéon comprendido, asintéticamente,
entre c-n?y (c+1)-n2.

Ejercicio 6.— Diseniar una MTD, M, cuyo alfabeto de trabajo sea {0,1, B,>,#} y que decida el
lenguaje L = {(u,w) € {0,1}" x {0,1} | u y w representan nimeros de distinta paridadc}. ;Cudl
es el coste en tiempo de la maquina disenada?

Indicacién: Las cadenas de entrada de la méquina serdn del tipo u#w, para (u,w) € {0,1}F x
{0,1}+.

Ejercicio 7.— Disenar una MTD, M, cuyo alfabeto de trabajo sea {0,1, B,>} y de tal manera que:
(a) si el dato de entrada es par, entonces para y devuelve 1; y (b) si es impar entonces no
para. Ilustrar el diseno realizado, considerando varios datos de entrada de tamano 3, detallando las
correspondientes computaciones.

Ejercicio 8.— Diremos que una cadena u € {0,1}" es alternativa si dos digitos consecutivos, cua-
lesquiera, siempre son distintos. Disenar una MTD, M, cuyo alfabeto de trabajo sea {0,1, B,>} de
tal manera que decida el lenguaje L = {u = {0,1}" | u es una cadena alternativa }. Hallese el coste
en tiempo de la méquina disenada.
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Ejercicio 9.— Sea {f. | ¢ € N} una sucesion infinita de funciones 1-arias sobre N definida como sigue:

[ 2%, sl Me(x) ]
fe(x)_{ T, st Me(z) 1

Demostrar que dicha sucesion es una medida de complejidad.

Ejercicio 10.— Sean {f. | ¢ € N} y {gc | e € N} dos medidas de complejidad. Consideremos la sucesién
infinita de funciones 1-arias sobre N, {h. | e € N}, definida como sigue: h.(z) = fe(z) + ge(x), para
cada x € N. Demostrar que la sucesién {h. | e € N} también es una medida de complejidad.

Ejercicio 11.— Sean {f. | e € N} y {ge | ¢ € N} dos medidas de complejidad. Consideremos la
sucesion infinita de funciones 1-arias sobre N, {h. | e € N}, definida como sigue: he(z) = fe(x) - ge(z),
para cada z € N. Demostrar que la sucesién {h. | e € N} también es una medida de complejidad.

Ejercicio 12.— Sean {f. | e € N} y {ge | ¢ € N} dos medidas de complejidad. Consideremos la
sucesién infinita de funciones 1-arias sobre N, {h. | e € N}, definida como sigue: he(x) = fe((ge(z)),
para cada = € N. La sucesién {h. | e € N}, jes una medida de complejidad?

Ejercicio 13.— Un factor de escala es una funcién total computable 1-aria sobre N que es creciente
y su rango no estd acotado (la funcién converge a +00). Sea {f. | € € N} una medida de complejidad y
g un factor de escala . Consideremos la sucesion infinita de funciones 1-arias sobre N, {h. | e € N},
definida como sigue: he(x) = g(fe(z)), para cada x € N. Demostrar que {h. | e € N} también es una
medida de complejidad.

Ejercicio 14.— EL problema TRIANGULO es el siguiente:

Dado un grafo no dirigido, determinar si contiene algun tridngulo (subgrafo completo de
tamano 3).

Probar que el problema TRIANGULO pertenece a la clase P.
Ejercicio 15.— EL problema CONEXO es el siguiente:
Dado un grafo no dirigido, determinar si es conezo.
Probar que el problema CONEXO pertenece a la clase P.
Ejercicio 16.— Demostrar que el problema 2-SAT pertenece a la clase P.

Ejercicio 17.— Explicitar una reducibilidad en tiempo polinomial del problema 2-COL en el problema
2-SAT.

Indicacién: A cada grafo no dirigido se le asocia una férmula tal que cada nodo se identifica con una
variable proposicional, y cada arista {u,w} proporciona dos cldusulas en la férmula: v+ w y w + w.

Ejercicio 18.— Explicitar una reducibilidad en tiempo polinomial del problema 2-SAT en el problema
2-COL.

Ejercicio 19.— Diremos que un grafo no dirigido, G = (V, E) es bipartito si existen V7, V5 C V tales
que V1 NV, = () y para cada {u,v} € F se tiene que

(ueVinve W) V(ueVahvel)

Probar que un grafo no dirigido es bipartito si y sélo si es 2—coloreable.
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Ejercicio 20.— Dar ejemplos de dos problemas de decisién X; y X5 tales que pertenecen a la clase P
y, ademads, ninguno de ellos es reducible en tiempo polinomial, al otro.

Ejercicio 21.— Supongamos que si X; y X9 son problemas de decision tales que X1 <P X5 y X5 es
NP-completo, entonces X; también es NP-completo. Demostrar que P = NP

Ejercicio 22.— Si X i(EX,EX,OX) es un problema de decisién, entonces el problema com-
plementario de X es X = (Xx, Ex,fx). Si C es una clase de complejidad entonces la clase
complementaria de C es co-C = {X | X € C}. Demostrar que: P = co-P y que P C co-NP.

Ejercicio 23.— Si C es una clase de complejidad entonces se dice que un problema de decisién X es
C—completo sii es C—duro (para cada Z € C se tiene que Z <P X) y, ademds, pertenece a la clase C.

Probar que si X7 y X5 son problemas de decisién entonces se verifica:

(a) X1 <pX2 — Ylgpz

(b) X1 es NP—duro si y sélo si X7 es co-NP—duro.

(c) X1 es NP—completo si y sélo si X es co-NP—completo.
Ejercicio 24.— Demostrar que si existe un problema de decision que es NP—completo y, ademas,
pertenece a la clase co-NP, entonces NP=co-NP. ;Es cierto el reciproco? Es decir, si NP=co-

NP ;podemos asegurar que existe un problema de decisiéon NP—completo que pertenezca a la clase
co-NP?

Nota: Es una cuestion abierta si la clase NP coincide con la clase co-INP.
Ejercicio 25.— Probar que si P = NP, entonces NP = co-NP.

Ejercicio 26.— Sean C; y Cy clases de complejidad que son estables bajo reducibilidad en tiempo
polinomial; es decir, tales que si X € C; y Z <P X entonces Z € C;. Demostrar que si existe un
problema que sea, a la vez, C;—completo y Co—completo, entonces C; = Cs.

Ejercicio 27.— Consideremos el siguiente problema X:

Dada una férmula proposicional, @, en FNC determinar si es una tautologia (o vdlida); es
decir, si para cualquier valoracion, o, se tiene que o(p) = 1.

Probar que el problema X es co-NP-completo.

Ejercicio 28.— Consideremos el siguiente problema X:

Dada una formula proposicional, ¢, en FNC determinar si existe una valoracion, o, tal
que o(p) =1 y, ademds, existan variables x,y de ¢ tales que o(z) =1 y o(y) = 0.

Probar que el problema X es NP—completo.
Indicacion:Pruébese que SAT <P X.
Ejercicio 29.— Consideremos el siguiente problema X:

Dada una formula proposicional, @, en FNC determinar si existen dos valoraciones o1, 09
distintas sobre @ (es decir, para alguna variable, z, de ¢ se tiene que o1(x) # oa(x)) tales

que o1(p) = o2(p) = 1.

Probar que el problema X es NP—completo.
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Ejercicio 30.— Se considera la aplicacién F' : F3 _gatT <— Fvc definida como sigue: Si ¢ entonces
F(p) = (Gy,n + 2p) (n es el nimero de variables y p es el nimero de cldusulas de ¢). El grafo,
G, = (V,, E,) es el siguiente:

+ A cada variable, z, de ¢ se le asocian dos nodos = y T conectados entre si.

x Para cada clausula ¢; = lil + ll-2 + l?, se consideran tres nuevos nodos c!, c¢?, ¢

7, c,c;, conectados entre
si y con los literales de la clausula, como indica la figura:

Demostrar que F' es una reducibilidad en tiempo polinomial de 3-SAT en VC.

Ejercicio 31.— Consideremos el siguiente problema X:

Dada una formula proposicional, ¢, en FNC determinar si existen dos valoraciones o1, 09
distintas sobre @ (es decir, para alguna variable, x, de ¢ se tiene que o1(x) # oa(x)) tales

que o1(p) = o2(p) = 1.
Probar que el problema X es NP—completo.
Indicacion: Pruébese que SAT <P X.

Ejercicio 32.— Consideremos el siguiente problema X:

Dada una formula proposicional, ¢, en FNC determinar si existen dos valoraciones, o1 y
o2, tales que o1(p) =1 y o2(p) = 0.

Probar que el problema X es NP—completo.
Indicaciéon: Pruébese que SAT <P X.
Ejercicio 33.— Consideremos el siguiente problema X:

Dada una féormula proposicional, ¢, en FNC determinar si existen dos valoraciones o1, 09
distintas sobre @, y dos variables distintas, z1, z2, de ¢ tales que o1(p) = o2(p) = o1(21) =
o1(z2) =1 y o9(z1) = 02(22) = 0.

Probar que el problema X es NP—completo.

Indicacion: Pruébese que SAT <P X.

Ejercicio 34.— Dado un grafo no dirigido, G = (V, E), diremos que V; C V es un conjunto inde-
pendiente de vértices de G sii para cada u € Vi, v € Vj se tiene que {u,v} ¢ E.

EL problema CI es el siguiente: “Dado un grafo no dirigido, G, y un numero natural k, determinar
st existe un conjunto independiente de vértices de G de tamano k”.

1.- Probar que el problema CI pertenece a la clase NP.

2.- Probar que VC <P CI.

Ejercicio 35.— En la ultima transparencia del tema 5, se establece una reducibilidad en tiempo
polinomial del problema CLIQUE en el problema VC. Basandose en la demostraciéon que se presenta

en la citada transparencia, establecer una reducibilidad en tiempo polinomial del problema VC en el
problema CLIQUE.
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Ejercicio 36.— Justificar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

Las computaciones de una M'TD con un dato de entrada realizan, al menos, un paso de transicion
(o computacién)

Si un problema abstracto es resoluble mediante una MTD con siete cintas, entonces también es
resoluble mediante una MTD que posee una tunica cinta.

. Las MTNDs se pueden considerar como una generalizacién (o extensién) de las MTDs.

. Todas las computaciones de una MTD cuyo alfabeto de trabajo sea {0,1, B,>} y calcula la

funcién vacia, ha de realizar, al menos, 75 pasos de transicién.

Si M es una MTND de decisién y el coste en tiempo verifica t37(4) = 15 entonces, ejecutando
16 pasos de cualquier computacién de M sobre un dato de entrada de tamano 4, sabremos con
toda seguridad si aceptamos o no dicho dato.

Si M es una MTD de decision y el coste en tiempo verifica t37(7) = 1115, entonces ejecutando,
a lo sumo, 111 pasos de cualquier computacién de M sobre un dato de entrada de tamano 7,
sabremos con toda seguridad si aceptamos o no dicho dato.

Si una familia de funciones 1-arias sobre N, {f, : n € N}, es una medida de complejidad,
entonces todas las funciones f,, son GOTO-computables.

. La clase {gogl) : e € N} de todas las funciones computables 1-arias sobre N, es una medida de

complejidad.
Si X1 y X9 son problemas NP-completos tales que X1 € P entonces X5 € P.

Si X7 € Py X3 es un problema NP-completo que es reducible en tiempo polinomial a X;
entonces Xy € P.

Si X1 y X5 son problemas de la clase P, entonces se tiene que X1 <P X5 o bien quer X9 <P Xj.

Si X1 y Xo son problemas NP-completos entonces cualquiera de ellos es reducible en tiempo
polinomial al otro.

Si X7, X9 son problemas de decisién tales que X es reducible en tiempo polinomial al problema
Xo y, ademas, Xo pertenece a la clase NP, entonces el problema X; también pertenece a la clase
NP.

Si un problema X pertenece a la clase P entonces todo problema mds dificil que X también
pertenece a la clase P.

Sean X7 y Xy problemas de decisién tales que X7 es un problema NP-completo y X7 <P Xs.
Entonces, X también es NP-completo.

Si X1 y X5 son problemas de la clase P y, ademds, X; es NP-completo entonces Xs también es
NP-completo.

Los problemas NP-duros tienen la propiedad de ser mas dificiles que cualquier otro problema
perteneciente a la clase NP.

Los problemas NP-completos son idéneos para atacar el problema P versus NP.

El problema CLIQUE pertenece a la clase NP.

La resolucién mecéanica del problema CLIQUE y del problema VC (del recubrimiento de
vértices) tienen el mismo grado de dificultad comparativa.
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