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Ejercicio 1: Probar que es GOTO—computable la funciéon parcial f : N — — N definida

por: )
{1 s

en otro caso

Solucién:
Para cada (x1, x2) € N2 se verifica:

(x1,%2) € G(f) <= f(x1) = x0 <= Px; (x1) L Axo =1 <= HALT(x1,x1) A x2 =1
Asi pues, el predicado de pertenencia al conjunto G(f) estd descrito como la
conjuncion de dos predicados:

— el predicado HALT (x, x) (que es es p.d.)
— el predicado de igualdad “x = y" (que es GOTO-computable).

Por tanto, el predicado de pertenencia citado es p.d.(ya que es la conjuncién de dos
predicados p.d.).

En consecuencia, el conjunto G(f) es r.e. y, por tanto, la funcién parcial f es GOTO-
computable.

Nota interesante: Obsérvese que f es, en realidad, la funcién caracteristica parcial del
conjunto K del problema de la parada. Ademas, la funcién f si es GOTO-computable vy,
en cambio, su dominio no es un conjunto GOTO-computable (pues dom(f) = K).

2/40



Ejercicio 2: Probar que no es GOTO—computable la funcién total f : N — N definida
por:

fmz{wm+1ﬁww¢

0 en otro caso

Solucién:

Supongamos que la funcién total f fuese GOTO-computable. Entonces existiria un
(1) _ ¢

ndmero natural n tal que ¢,

Vamos a ver que esto es imposible. Para ello, distingamos dos casos:

Supongamos que gogl)(n) 1.

En este caso, por una parte, de la definicidén de f se deduce que f(n) = ap(nl)(n) + 1.

(1)

Por otra, al ser ¢’ = f resultaria que @5,1)(n) = f(n).
De ambas relaciones, se tendria que cp,, (n) =f(n)= ws,l)(n) + 1: contradiccién.

Supongamos que gos, )(n) T

En este caso, por una parte, de la definicién de f se deduce que f(n) = 0.
Por otra, del hecho de que apg,l) = f resultaria que goﬁ,l)(n) = f(n).

De ambas relaciones, se tendria que ga,, (n) = f(n) = 0; es decir, <pn (n) T
Esto contradice lo que se ha supuesto de este caso.

Nota interesante: Obsérvese que esta funcién f no es GOTO-computable y, en cambio,
su dominio si es un conjunto GOTO-computable (pues dom(f) = N).
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Ejercicio 3: Probar que existen funciones tales que:

(a)
(b)

No son GOTO-computables y, en cambio, su dominio y su rango si son conjuntos
GOTO—computables.

Si son GOTO-computables y, en cambio, su dominio y su rango no son conjuntos
GOTO—computables.

Solucién:

(a)

(b)

Cualquier predicado que no sea GOTO-computable satisface las condiciones exigi-
das (pues su dominio es N y su rango es un conjunto finito: {0,1}).

Y recuérdese que, por ejemplo, el predicado HALT es p.d. pero no es GOTO-com-
putable.

Consideremos la funcién f de aridad 1 sobre N definida como sigue:

_f x siox(x) ]
f(x)‘{ Tosipa(x)

Para cada (x,y) € N? se verifica:
() EG(f)<= ox(xX) | Ny=x<—=xeK ANy=x

Asi pues, el predicado de pertenencia al conjunto G(f) es p.d. y, por tanto, la
funcién f si es GOTO-computable.

En cambio, dom(f)=rang(f) = K que, obviamente, no son conjuntos
GOTO-computables.
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Ejercicio 4: Demostrar, por reduccién al absurdo, que es vacio el conjunto

A:{neN:gos,l) es total y Vx € N (XEIC<:>¢$,1)(><):O)}

Solucién: Supongamos que A # (). Entonces existiria un niimero natural n tal que
n € A; es decir, dicho nimero verificaria:

(1) La funcién 4,05,1) es total.

(2) ¥xeN(x €K «—= Lp(nl)(x) =0).

Luego, para cada nimero natural x se tendria lo siguiente:

L o) =045 | (x,0) € 6
(1)

Ahora bien, el conjunto G(go(xl)) es GOTO-computable ya que la funcién ¢,/ es total y
GOTO-computable (véase la transparencia 32 del tema 2).

Por tanto, la relacién x € K de pertenencia al conjunto K seria un predicado GOTO—
computable; es decir, el conjunto K seria GOTO-computable.

Lo que es una contradiccion: se ha probado que K es r.e. pero no GOTO-computable.
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Ejercicio 5: Probar que el conjunto
A= {(x,y) € N : el programa de cédigo x para sobre y en, exactamente, un nimero impar de pasos}

es recursivamente enumerable.

Solucién:

Para cada niimero natural a € N se verifica lo siguiente:

ac A< 3IxIy [x=IN(a) ANy =r(a) N3z (STEP(I)(y, x,z) AVt < z (—\STEP(l)(y, X, t)) A z es impar)]

Este predicado es la cuantificacién existencial de un predicado p.d. que, a su vez, es la
conjuncién de otros tres:

* El primero (x = 1(a)) y el segundo (y = r(a)) son GOTO-computables.

% El tercero (Jz (STEP(D(y, %, z) AVt < z (=STEP()(y, x,t)) A z es impar)) es un
predicado p.d.(pues es una cuantificacidn existencial de la conjuncidn de tres
predicados GOTO-computables).

Por tanto, el predicado a € A es p.d. ya que es la cuantificacién existencial de un
predicado p.d.

En consecuencia, el conjunto A es r.e.
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Ejercicio 6: Sean Ay B suconjuntos de N¥, con k > 1, tales que Aesr.e.y B es
GOTO-computable. Demostrar que el conjunto A— B ={X € NK|Xc AAX ¢ B} es
r.e. jPuede asegurarse que el conjunto B — A sea r.e.?

Solucidn:

Para probar que el conjunto A — B es r.e. hemos de demostrar que la relacién de
pertenencia a dicho conjunto es un predicado p.d.

Veamoslo: para cada nidmero tupla X € N¥ se verifica:
XEA—B<=XcAANX¢B
Ahora bien, la relacién de pertenencia X € A — B es la conjuncién de dos predicados:
— El primero (X € A) es p.d. ya que A es un conjunto r.e.

— El segundo (X ¢ B) es GOTO-computable ya que B es GOTO-computable (la nega-
cién de un predicado GOTO-computable también es GOTO-computable).

En consecuencia, el predicado X € A — B serd p.d. Por tanto, A — B serd r.e.
A continuacién, veamos que no se puede asegurar que el conjunto B — A sea r.e.
En efecto: la relacién de pertenenciaa B—A (X € B— A<= XcBAX¢ A)esla
conjuncién de dos predicados:

— El primero (X € B) es GOTO-computable ya que B es GOTO-computable.

— El segundo (X ¢ A) es la negacién de un predicado p.d. ya que A es un
conjunto r.e. y, por tanto, no se puede asegurar que sea p.d.

Asi pues, no se puede asegurar que el conjunto B — A sea r.e.
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Ejercicio 7:
Justificar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

1.

10.

11.

12.

Existen conjuntos de ndmeros naturales que ni son GOTO-computables ni son
recursivamente enumerables.

La negacién de un predicado GOTO-computable es, también, un predicado
GOTO-computable.

La negacién de un predicado parcialmente decidible es, también, un predicado
parcialmente decidible.

La cuantificacién existencial de un predicado GOTO-computable es, también, un
predicado GOTO-computable.

La cuantificacién existencial de un predicado parcialmente decidible es, también,
un predicado parcialmente decidible.

La cuantificacién universal de un predicado GOTO-computable es, también, un
predicado GOTO-computable.

La cuantificacién universal de un predicado parcialmente decidible es, también,
un predicado parcialmente decidible.

El dominio y la grafica de una funcién GOTO-computable (parcial o total) son
conjuntos recursivamente enumerables.

El conjunto A = {x : el programa de cédigo x para sobre 2x} es
recursivamente enumerable.

El teorema de Rice permite demostrar que ciertos subconjuntos de N no son
GOTO—computables.

El conjunto de indices de una funcién GOTO—computable de aridad 1, es un
conjunto GOTO—computable.

El conjunto de indices de la funcién identidad en N es un conjunto GOTO—com-
putable.
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1.

Existen conjuntos de nimeros naturales que ni son GOTO-computables ni son
recursivamente enumerables.

Respuesta: Cierto.

Justificacion de la respuesta: Se ha probado en clase que el conjunto K del
problema de la parada, no es GOTO-computable pero, en cambio, si es r.e.

Veamos que su conjunto complementario, K, es un conjunto que ni es
GOTO-computable ni es r.e. En efecto:

* El conjunto K no es GOTO-computable : caso contrario, si K fuese
GOTO-computable entonces también lo serfa, K; es decir, el conjunto K

seria GOTO-computable. Lo que es una contradiccién.

* El conjunto C no es r.e.: caso contrario, teniendo presente que K es un
conjunto r.e., del teorema del complemento (un conjunto es GOTO-compu-
table sii él y su complementario son, ambos, r.e.) se deduciria que el
conjunto K seria GOTO-computable. Lo que es una contradiccién.
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2. La negacion de un predicado GOTO-computable es, también, un predicado
GOTO-computable.

Respuesta: Cierto.

Justificacién de la respuesta: Un predicado 6(X) de aridad k > 1 es una funcién
total booleana, de aridad k sobre N.

La negacién —0(X) de dicho predicado puede ser descrita asi: 1 — 6(X).

Es decir, =6(X) es la diferencia entre la funcién constante igual a 1 (de aridad
k) y el propio predicado.

Por tanto, si 6(X) es GOTO-computable entonces 1 — 0(X) también lo serd, por
tratarse de una composicién de funciones GOTO-computables.

Conclusién: El predicado —0(X) también sera GOTO-computable.
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3. La negacidn de un predicado parcialmente decidible es, también, un predicado
parcialmente decidible.

Respuesta: Falso.
Justificacién de la respuesta: Recordemos que el conjunto IC del problema de la

parada es r.e., pero, en cambio, no es GOTO-computable.

— El conjunto K del problema de la parada es r.e.Por tanto, su funcién
caracteristica, Cic, sera un predicado parcialmente decidible.

— El conjunto complementario, K, no es r.e. Por tanto, su funcién
caracteristica, Gi= no serd un predicado parcialmente decidible.

Conclusiéon: Ci es un predicado parcialmente decidible cuya negacién no lo es.
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4. La cuantificacién existencial de un predicado GOTO-computable es, también,
un predicado GOTO-computable.

Respuesta: Falso.

Justificacién de la respuesta: El predicado HALT (x,y) = <p)(<1)(y) | es indeci-
dible; es decir, no es GOTO-computable.

Ahora bien, dicho predicado puede ser descrito como sigue:
HALT (x,y) = oM(y) L= 3t (STEPD(y, x, t))

Por tanto, el predicado STEP<1)(y,x,t) es GOTO-computable, mientras su
cuantificacién existencial 3t (STEP(Y)(y, x, t)) no es GOTO-computable.

5. La cuantificacién existencial de un predicado parcialmente decidible es,
también, un predicado parcialmente decidible.

Respuesta: Cierto.

Justificacién de la respuesta: Este resultado ha sido descrito en la parte de
teoria de la asignatura (ver transparencia 21 del tema 4).
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6. La cuantificacién universal de un predicado GOTO-computable es, también, un
predicado GOTO-computable.

Respuesta: Falso.

Justificacién de la respuesta: El predicado HALT (x,y) = <p)(<1)(y) | es indeci-
dible; es decir, no es GOTO-computable.

Por tanto, su negacién — HALT (x,y) tampoco serd GOTO-computable.
Ahora bien, se tiene: = HALT (x,y) = cpf(l)(y) 1 =Vt (-STEP(M)(y, x, 1))

En consecuencia, ﬁSTEP(l)(y,x,t) es un un predicado GOTO-computable tal que
su cuantificacién universal Vt (—=STEP()(y, x, t)) no es GOTO-computable.

7. La cuantificacién universal de un predicado parcialmente decidible es, tam-
bién, un predicado parcialmente decidible.

Respuesta: Falso.

&

Justificacién de la espuesta: El predicado HALT (x,y) = ¢x’(y) | no es

GOTO-computable pero, en cambio si es p.d.
Por tanto, su negacién — HALT (x,y) tampoco serd p.d.
Ahora bien, se tiene: = HALT (x,y) = <p£1)(y) 1 =Vt (-STEP((y, x, t))

En consecuencia, ﬁSTEP(l)(y,x,t) es un un predicado p.d. tal que su
cuantificacién universal vt (=STEP(!) (y, x,t)) no es p.d.
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8. El dominio y la grafica de una funcién GOTO-computable (parcial o total) son
conjuntos recursivamente enumerables.

Respuesta: Cierto.

Justificacién de la respuesta: De acuerdo con la proposicién 1 del tema 4
(transparencia 12 de dicho tema), un conjunto es r.e. sii es el dominio de una
funcién GOTO-computable.

Por su parte, se ha probado que:

* La grafica de una funcién total GOTO-computable es un conjunto
GOTO-computable (ver transparencia 32 del tema 2).

* La grafica de una funcién parcial GOTO-computable es un conjunto r.e.
(ver transparencia 18 del tema 4).

En consecuencia, la grafica de una funcién (parcial o total) GOTO-computable es
un conjunto r.e.
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9. El conjunto A = {x: el programa de cédigo x para sobre 2x} es
recursivamente enumerable.

Respuesta: Cierto.

Justificacion de la espuesta: Veamos que la relacién de pertenencia al conjunto
A es un predicado p.d..

En efecto: para cada ndmero natural x se verifica

x € A<= 3t (STEPW (2x, x, t))

Luego, la relacién de pertenencia x € A al conjunto A es la cuantificacién
existencial de un predicado GOTO-computable (STEP(D)(2x,x, t)).

En particular, la relacién x € A es la cuantificacién existencial de un predicado
p.d.; es decir, x € A es un predicado p.d..

En consecuencia, el conjunto A serd r.e.
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10. El teorema de Rice permite demostrar que ciertos subconjuntos de N no son
GOTO—computables.

Respuesta: Cierto.

Justificacidn de la espuesta: El teorema de Rice asegura que los conjuntos de
indices correspondientes a ciertas clases de funciones GOTO-computables, no son
GOTO-computables (ver transparencia 29 del tema 4).

Especificamente, afirma que si F es un conjunto de funciones GOTO-computables
1-aria tal que:

(a) existe alguna funcién que pertenece a F; y

(b) existe alguna funcién GOTO-computable 1-aria que no pertenece a F.

entonces el conjunto A= {n € N | tps,l) € F} no es GOTO-computable.
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11. El conjunto de indices de una funcion GOTO—computable de aridad 1, es un
conjunto GOTO—computable.

Respuesta: Falso.

Justificacién de la espuesta:

Sea g cualquier funcién GOTO—computable de aridad 1.

Sea Ag el conjunto de indices de dicha funcién: Ay = {x € N | go)g) =g}
Consideremos la clase de funciones F = {g}.

Entonces, el conjunto de indices de las funciones de F es, precisamente, Ag.

Se verifica:
— Existe alguna funcién que pertenece a F: obviamente, g € F.

— Existe alguna funcién GOTO-computable 1-aria que no pertenece a F (en
efecto: el conjunto de funciones GOTO-computables 1-aria es infinito).

Del teorema de Rice se deduce que el conjunto {x € N | 50)(}) € F} no es
GOTO-computable.

Ahora bien, {x € N | (p)(}) e F}={xeN| ‘Pil) =g} =Ag

En consecuencia, el conjunto de indices de la funcién GOTO-computable g no es
GOTO-computable.

Nota interesante: En realidad se ha probado que el conjunto de indices de
cualquier funcidon GOTO-computable nunca es GOTO-computable.
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12. El conjunto de indices de la funcién identidad en N es un conjunto GOTO—
computable.

Respuesta: Falso.
Justificacién de la espuesta:

En el apartado anterior, se ha probado que el conjunto de indices de cualquier
funcién GOTO-computable no es GOTO-computable: esto justifica la respuesta.

No obstante, vamos a realizar una prueba explicita aplicando el teorema de Rice.
Sea A el conjunto de indices de la funcién Idy: A= {x € N | %) = Idy}.
Consideremos la clase de funciones F cuyo tnico elemento es ldy: F = {ldy}.

Se verifica:
— F#0Dyaqueldy € F.

- F# GcoMP() ya que, por ejemplo, la funcién idénticamente nula de
aridad 1 pertenece a GCOMP(1) y, en cambio, no pertenece a F.

Del teorema de Rice se deduce que el conjunto {x € N | gogl) € F} no es
GOTO-computable.

Es decir, el conjunto A= {x € N | 4,0&1) = ldy} no es GOTO-computable.
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Ejercicio 8: Probar que no son GOTO—computables los conjuntos:
1. A={xeN| dom(cp&l)) es un conjunto finito}.

B={xeN| <p)(<1) es un predicado}.

C={xeN| goil) es una aplicacién sobreyectiva}.

D= {xeN| estotal y Vy (6 (y) < oMy + 1)}

E={xeN|VyeN (cp&l)(y) es una potencia de 2)}

F = {x € N | el programa GOTO de cédigo x calcula la funcién identidad en N o bien la aplicacién vacia }

G={xeN | dom(cpil)) no es GOTO-computable }.

© N oo e N

H={xeN | rang(apg(l)) no es GOTO-computable}.

Indicacién: Apliquese el teorema de Rice para probar que un conjunto no es
GOTO—computable.
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1. El conjunto A= {x €N | dom(cp&l)) es un conjunto finito} no es
GOTO-computable .

Solucién:

Consideremos el siguiente conjunto de funciones GOTO-computables 1-aria:
F ={ f e gcompV) | dom(f) es un conjunto finito}
Se verifica lo siguiente:

— Ir={xeN| 309) e Fr={xeN| dom(go(xl)) es finito} = A.

— F # 0. En efecto: la funcién vacia pertenece a F pues su dominio es
finito (concretamente, es el conjunto vacio).

— F # GCoMP() . En efecto: la funcién identidad en N es 1-aria y GOTO-com-
putable pero, no pertenece a F pues su dominio (= N) es infinito.

Luego, del teorema de Rice, se deduce que el conjunto de indices I no es GOTO-
computable; es decir, el conjunto A no es GOTO-computable.
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2. El conjunto B={x €N | <p£1) es un predicado} no es GOTO-computable.
Solucién:

Consideremos el siguiente conjunto de funciones GOTO-computables 1-aria:
F={feccomp®) | f es un predicado}

Se verifica lo siguiente:

— Ir={xeN| <p)(<1) eFr={xeN| 4,09) es un predicado} = B.
— F # 0. En efecto: la funcién idénticamente nula de aridad 1, gpgl), es un

predicado GOTO-computable. Por tanto, Lp(()l) pertenece a F.

— F # GcoMP(D) . En efecto: la funcién identidad en N es 1-aria y GOTO-com-
putable pero, no pertenece a F pues no es un predicado.

Luego, del teorema de Rice, se deduce que el conjunto de indices I no es GOTO-
computable; es decir, el conjunto B no es GOTO-computable.
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3. El conjunto C = {x €N | goil) es una aplicacién sobreyectiva} no es
GOTO-computable.

Solucién:

Consideremos el siguiente conjunto de funciones GOTO-computables 1-aria:
F ={ f €6coMP(Y) | f es una aplicacién sobreyectiva}
Se verifica lo siguiente:

— Ir={xeN| 309) e Fr={xeN| cp(xl) es sobreyectiva} = C.

— F # 0. En efecto: la funcién identidad en N es GOTO-computable y
biyectiva. Por tanto, Idy pertenece a F.

— F # GCoMP() . En efecto: la funcién idénticamente nula de aridad 1 es
GOTO-computable pero, no pertenece a F y que no es sobreyectiva.

Luego, del teorema de Rice, se deduce que el conjunto de indices I no es GOTO-
computable; es decir, el conjunto C no es GOTO-computable.
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4. El conjunto D = {x € N | go&l) es total y Vy («p(xl)(y) < cpﬁl)(y + 1))} no es
GOTO-computable.

Solucién:

Consideremos el siguiente conjunto de funciones GOTO-computables 1-aria:
F={feaccompV) | f es total AVy (F(y) < f(y + 1))}

Se verifica lo siguiente:
—tr={xeN|eMeF}={xeN| M estotal Ay (o) < 0Py + 1))} = D.

- F # (. En efecto: la funcién identidad en N, Idy, es total, GOTO-compu-
table y verifica Vy (ldn(y) < ldn(y + 1)). Por tanto, Idy pertenece a F.

— F # 6caMP(). En efecto: la funcién vacia es GOTO-computable y puede
considerarse de aridad 1 pero, no pertenece a F ya que no es total.

Luego, del teorema de Rice, se deduce que el conjunto de indices I no es GOTO-
computable; es decir, el conjunto D no es GOTO-computable.
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5. El conjunto E={x €N |Vy eN (goil)(y) es una potencia de 2)} no es
GOTO-computable.

Solucién:

Consideremos el siguiente conjunto de funciones GOTO-computables 1-aria:
F={feccompM) | vy 3n (F(y) =2")}
Se verifica lo siguiente:

—Ir={xeN|oM e F} = {x e N| Vy 3n (4P(y) = 27)} = E.

— F # 0. En efecto: la funcidn C2(1) constante igual a 2, de aridad 1, es GO-
TO-computable y verifica Vy (CQ(I)(y) = 2). Por tanto, CQ(I) pertenece a F.

— F # GeoMP(D) . En efecto: la funcién idénticamente nula de aridad 1 es
GOTO-computable pero, no pertenece a F ya que Vn (2" # 0).

Luego, del teorema de Rice, se deduce que el conjunto de indices I no es GOTO-
computable; es decir, el conjunto E no es GOTO-computable.
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6. El conjunto
F = {x € N| el programa de cédigo x calcula la funcién identidad en N o bien la aplicacién vacia}
no es GOTO-computable.

Solucion:

Consideremos el siguiente conjunto de funciones GOTO-computables 1-aria:
F={feaccomp® | (f = Idy) V (f es la aplicacién vacia)}

Se verifica lo siguiente:

—lr={xeN|eMeF}={xenN]| (!

) — Idy) v (<p5(1) es la aplicacién vacia)} = F.
— F # 0. En efecto: la funcién identidad en N, Idy, pertenece a F.

— F # GeoMP(D). En efecto: la funcién idénticamente nula de aridad 1 es
GOTO-computable pero, no pertenece a F.

Luego, del teorema de Rice, se deduce que el conjunto de indices I no es GOTO-
computable; es decir, el conjunto F no es GOTO-computable.
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7. El conjunto G = {x € N | dom(ap)(})) no es GOTO-computable} no es
GOTO-computable.

Solucién:

Consideremos el siguiente conjunto de funciones GOTO-computables 1-aria:

F ={ f e gcoMp) | dom(f) no es GOTO-computable}

Se verifica lo siguiente:
— lr={xeN]| <p£<1) eF}={xeN| (dOm(cpil)) no es GOTO-computable} = G.

— F # 0. En efecto: la funcién f definida por f(x) = x sii x € K (véase el
apartado (b) del Ejercicio 3) es GOTO-computable, de aridad 1, y su domi-
nio (el conjunto K) no es GOTO-computable. Por tanto, f pertenece a F.

— F # GeoMP(D). En efecto: la funcién idénticamente nula de aridad 1 es
GOTO-computable pero, no pertenece a F ya que su dominio (el conjunto
N) es GOTO- computable.

Luego, del teorema de Rice, se deduce que el conjunto de indices I no es GOTO-
computable; es decir, el conjunto G no es GOTO-computable.
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8. El conjunto H={x € N | rang(¢§<1)) no es GOTO-computable} no es
GOTO-computable.

Solucién:

Consideremos el siguiente conjunto de funciones GOTO-computables 1-aria:
F ={ f e gcomp(V) | rang(f) no es GOTO-computable}

Se verifica lo siguiente:

— Ilr={xeN| 4p£(1) e Fr={xeN| rang(%((l)) no es GOTO-computable} = H.

— F # 0. En efecto: la funcidn f definida por f(x) = x sii x € K (véase el
apartado (b) del Ejercicio 3) es GOTO-computable, de aridad 1, y su rango
(el conjunto K) no es GOTO-computable. Por tanto, f pertenece a F.

— F # GCoMP(). En efecto: la funcién idénticamente nula de aridad 1 es
GOTO-computable pero, no pertenece a F ya que su rango (el conjunto
{0}) es GOTO-computable.

Luego, del teorema de Rice, se deduce que el conjunto de indices /= no es GOTO-
computable; es decir, el conjunto H no es GOTO-computable.
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Ejercicio 9: Se considera el siguiente problema de decisién:
Dado un nimero natural n € N, determinar si n € rang(apg,l))
Probar que dicho problema es indecidible.

Solucién: Probar que dicho problema es indecidible equivale a demostrar que el con-

junto asociado al mismo, A={neN| ne rang(wﬁl))}, no es GOTO—computable.

Probémoslo usando el método por reduccion al absurdo.

Si el conjunto A fuese GOTO-computable, la funcién parcial f : N— — N definida por

xsix¢A
f(X):{ N A

seria GOTO—computable, pues su grafica, G(f) es un conjunto r.e.
() €G(f) <= (y=x) A (x ¢ A)
(1)

Por tanto, existiria n € N tal que f = ¢, ’. Se pueden dar dos casos:

Gt el

a_y
- Por una parte, n€ A LA € rang(gog,l)) s he rang(f).

- Porotra, ne A %S f(n) T= n ¢ rang(f): contradiccion.

* |Caso2: n¢ A

(1):f
- Por una parte, n ¢ A WA ¢ rang(gos,l)) P n ¢ rang(f).

- Porotra, n¢ A aek f(n) = n=- n € rang(f): contradiccion.
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Ejercicio 10: Se considera el siguiente problema de decisién:

Dado un ndmero natural n € N, determinar si el domi-
nio de la funcién cp(nl) es un conjunto GOTO-computable
Probar que dicho problema es indecidible.

Solucién: Probar que dicho problema es indecidible equivale a demostrar que el con-
junto A={neN| dom((pﬁ,l)) es GOTO-computable} no es GOTO—computable.

Vamos a probarlo usando el teorema de Rice.

Consideremos el siguiente conjunto de funciones GOTO-computables 1-aria:
F = {f € ccomP) | dom(f) es un conjunto GOTO-computable}

Se verifica lo siguiente:
(1) Ir={neN| <p£,1) €eF}={neN| dom(gos,l)) es GOTO-computable} = A

(2) F # 0. En efecto: la funcidn identidad, Iy, en N, es GOTO-computable de aridad
1y dom(/y) = N es un conjunto GOTO-computable. Por tanto, Iy € F.

(3) F # ccoMP(). En efecto: la funcién 1-aria f : N— — N definida por f(x) = 1 sii
x € K es GOTO-computable (ver ejercicio 1) y dom(f) = K. Por tanto, f ¢ F ya
que dom(f) = K no es un conjunto GOTO-computable.

De (2) y (3), aplicando el teorema de Rice, se deduce que el conjunto I no es GOTO-
computable. En consecuencia, de (1) se concluye que A no es GOTO-computable.
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Ejercicio 11: Se considera el siguiente problema de decisién:

Dado un nimero natural n € N, determinar si la grafica

)

de la funcién nps,l no es un conjunto GOTO-computable

Probar que dicho problema es indecidible.

Solucién: Probar que dicho problema es indecidible equivale a demostrar que el con-
junto A={neN|la gréficaG(apf,l)) no es GOTO-computable} no es GOTO—computable.

Vamos a probarlo usando el teorema de Rice.

Consideremos el siguiente conjunto de funciones GOTO-computables 1-aria:
F = {f e gcomP() | G(f) no es un conjunto GOTO-computable}

Se verifica lo siguiente:
(1) Ir={neN| Lpg,l) €eFr={neN| G(¢£,1)) no es GOTO-computable} = A

(2) F # 0. En efecto: la funcidn f definida por f(x) = x <= x € K es 1-aria, GO-
TO-computable. Ademis, su grafica G(f) = {(x,x) | x € K} no es GOTO-compu-
table (pues si lo fuese, entonces también lo seria K). Por tanto, f € F.

3) F# GeoMP(1), En efecto: la funcién identidad, Iy, en N, es GOTO-computable de
aridad 1. Ademds, su grafica G(Iy) = {(x, x) | x € N} es un conjunto GOTO-
computable (por serlo N). Luego, Iy ¢ F.

De (2) y (3), aplicando el teorema de Rice, se deduce que el conjunto I no es GOTO-
computable. En consecuencia, de (1) se concluye que A no es GOTO-computable.
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Ejercicio 12: Se considera el siguiente problema de decisién:

Dado un nimero natural n € N, determinar si existe un programa

GOTO sin instrucciones condicionales que calcula la funcién go(n )

Probar que dicho problema es indecidible.

Solucién: Probar que dicho problema es indecidible equivale a demostrar que el con-

junto A = {n € N | Existe un programa GOTO sin condicionales que calcula p&l)} no es
GOTO—computable.

Vamos a probarlo usando el teorema de Rice.
Consideremos el siguiente conjunto de funciones GOTO-computables 1-aria:
F = {f e gcomp(!) | Existe un programa GOTO sin condicionales que calcula f}

Se verifica lo siguiente:

(1) Ir={neN| gof,l) € F} = { n € N | Existe un programa GOTO sin condicionales

que calcula apf,l)} = A
(2) F #0. En efecto: la funcién Cél) idénticamente nula de aridad 1 en N, es
calculada por el programa vacio. Por tanto, Cél) € F.

3) F# GcoMP(D) . En efecto: la funcién identidad, fy pertenece a GCOMP(1), Ade-
mas, seglin se ha visto en clase, Iy no puede ser calculada por un programa
GOTO que carezca de intrucciones condicionales. Por tanto, Iy ¢ F.

De (2) y (3), aplicando el teorema de Rice, se deduce que el conjunto I no es GOTO-
computable. En consecuencia, de (1) se concluye que A no es GOTO-computable.
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Ejercicio 13: Se considera el siguiente problema de decisién:

Dado un namero natural n, determinar si la computaciéon del pro-
grama GOTO de cédigo n, con dato de entrada n, no es de parada

Probar que dicho problema no es semidecidible y, por tanto, es indecidible.
Solucién:

Probar que dicho problema no es es semidecidible equivale a demostrar que el con-
junto A={neN| @E,l)(n) 1}, asociado a dicho problema, no es r.e.

Para ello, comencemos observando que el complementario, A, de dicho conjunto es,
precisamente, el conjunto K del problema de la parada.

Luego, A serd un conjunto r.e. pero no GOTO-computable.

Puesto que A es r.e. pero no GOTO-computable, del teorema del complemento se dedu-

ce que el conjunto A no sera r.e.

En consecuencia, el conjunto A no sera r.e. (pues A = A).
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Ejercicio 14: Consideremos los siguientes problemas de decisién:

X = Dado un nimero natural n, determinar si la funcién 4,95,) no es inyectiva

Y = Dado un nimero natural n, determinar si la funcién <p£,) si es inyectiva

Demostrar que el problema X es indecidible pero que, en cambio, si es semidecidible.

Demostrar que el problema Y es indecidible y que, ademads, no es semidecidible.

Solucion:

El problema X es indecidible \

Consideremos el conjunto Ax = {n € N | 505,1) no es inyectiva} asociado a X.
Veamos que el conjunto Ax no es GOTO-computable, utilizando el teorema de Rice.
Consideremos el siguiente conjunto F de funciones 1-aria y GOTO-computable:
F = {f € ccomP() | f no es inyectiva}

Se verifica lo siguiente:

(1) Ir={neN| <p$,1) €eFr}={neN| @E,l) no es inyectiva } = Ax.

(2) F #0. En efecto: la funcién Cél) idénticamente nula de aridad 1 en N es

GOTO-computable y no es inyectiva. Por tanto, Cél) € F.

(3) F # GcoMP(D). En efecto: la funcién identidad, Iy, en N, es GOTO-computable,
de aridad 1 e inyectiva. Por tanto, Iy ¢ F.

De (2) y (3), aplicando el teorema de Rice, se deduce que I no es GOTO-computable.

En consecuencia, de (1) se concluye que el conjunto Ax no es GOTO-computable.
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El problema X es semidecidible

Bastara probar que el conjunto Ax es r.e.

Para ello, vamos a caracterizar la correspondiente relacién de pertenencia a Ay.

Se verifica lo siguiente

neAx <= 305,1) no es inyectiva <= [3z3t3u (z # t A ap,, (z) =uA ap(l)( t) = u)]
Es decir,

n€ Ax <= [3z3t3u (z £ t A (z,u) € G(eP) A (t,u) € G(p))]

Ahora bien, el predicado que aparece a la derecha es p.d. ya que es la cuantificacién
existencial de un predicado que, a su vez, es la conjuncién de otros tres que son p.d.

— Un predicado “ser distinto”: z # u.

— Dos predicados de pertenencia a un conjunto r.e.: G(p&l)).
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El problema Y es indecidible |

Consideremos el conjunto Ay = {n € N | /,9511) es inyectiva} asociado al problema Y.
Veamos que el conjunto Ay no es GOTO-computable, utilizando el teorema de Rice.
Consideremos el siguiente conjunto F de funciones 1-aria y GOTO-computable:
F = {f e acoMp) | f es inyectiva}
Se verifica lo siguiente:
(1) If*{neN\cp GF}*{nENMpn es inyectiva } = Ay.

(2) F # 0. En efecto: la funcién identidad, Iy, en N, es GOTO-computable, de aridad
1 e inyectiva. Por tanto, Iy € F.

(3) F +# GeoMp(). En efecto: la funcién C{") idénticamente nula de aridad 1 en N
es GOTO-computable y, ademds, no es inyectiva. Por tanto, C ¢ F.

De (2) y (3), aplicando el teorema de Rice, se deduce que /x no es GOTO-computable.
En consecuencia, de (1) se concluye que el conjunto Ay no es GOTO-computable.
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El problema Y no es semidecidible

Bastara probar que el conjunto Ay no es r.e.
Probémoslo usando el método por reduccién al absurdo.
Supongamos que el conjunto Ay fuese r.e.
Entonces:

- Ax={n€eN| cpﬁ,l) es inyectiva} = Ay seria r.e.

— Ax esr.e.

Por tanto, Ax y Ax serian conjuntos r.e.
Luego, del teorema del complemento deduciriamos que Ax seria GOTO-computable.

Esto contradice lo que se ha probado en el primer apartado (el conjunto Ax no es
GOTO-computable).

36/40



Ejercicio 15: Se considera el siguiente problema de decisién:

Dado un nimero natural n, determinar si el rango

. . 1 . . .
de la funcién <p£, ) es un conjunto de niimeros primos

Probar que dicho problema es indecidible y que, ademas, no es semidecidible.
Solucién:

Consideremos el conjunto A = {n € N | rang(gas,l)) C PRIMO)} asociado a dicho
problema (PRIMO es el conjunto de los nimeros naturales que son primos).

Veamos que el conjunto A no es GOTO-computable pero que, en cambio, si es r.e.

’ El conjunto A no es GOTO-computable ‘

Vamos a utilizar el teorema de Rice y, para ello, consideremos el siguiente conjunto F:

F = {f € accoMP() | rang(f) C PRIMD)}.
Se verifica lo siguiente:
(1) Ir={neN | e F} = {n e N|rang(xl) C PRIMO)} = A.
(2) F #0. En efecto: la funcién C2(1) constante igual a 2 de aridad 1 en N, es
GOTO-computable y tal que rang(CQ(I)) = {2} C PRIMO. Por tanto Cz(l) eF.

3) F# GcoMP(D). En efecto: la funcién Cél) idénticamente nula de aridad 1 en N,
es GOTO-computable y tal que rang(Cél)) = {0} ¢ PRIMO. Por tanto Cél) ¢ F.

De (2) y (3), aplicando el teorema de Rice, se deduce que I no es GOTO-computable.
En consecuencia, de (1) se concluy e
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El conjunto A no es r.e. ‘

Teniendo presente que A no es GOTO-computable, para probar que A no es r.e., serd
suficiente demostrar que A es un conjunto r.e.(por el teorema del complemento).

Veamos, pues, que A es un conjunto r.e.

Para ello, describimos la relacién de pertenencia a A:

% n €A < Ix (x € rang(p)) A x no es un niimero primo)

<:>3x3y323t(x:<,:£1)(y) ANzZ1L ANt#£1 A x=2z-1t)

La relacién n € A es un predicado p.d. ya que se trata de la cuantificacién existencial
de la conjuncién de cuatro predicados, todos ellos p.d.

* El primero (x = wf.l)(y)) es un predicado de igualdad asociado a HALT(n,y) v,

por tanto, es p.d.

* El segundo y el tercero (z # 1, t # 1) son predicados “#" y, por tanto, son
GOTO-computables.

* El cuarto (x =z - t) es un predicado de igualdad, en donde interviene la funcién
producto. Por tanto, serd un predicado GOTO-computable.
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Ejercicio 16: Se considera el siguiente problema de decisién:

Dado un niimero natural n, determinar si para cualquier ni-

mero natural x € N se tiene que gos,l)(x) es un niimero par

Probar que dicho problema es indecidible y que, ademds, no es semidecidible.
Solucién:

Consideremos el conjunto A = {n € N | Vx ('p&l)(x) es un nimero par)} asociado a
dicho problema.

Veamos que el conjunto A no es GOTO-computable pero que, en cambio, si es r.e.

’ El conjunto A no es GOTO-computable ‘

Vamos a utilizar el teorema de Rice y, para ello, consideremos el siguiente conjunto F:
F = {f € ccomP(D) | ¥x (f(x) es un nimero par)}.
Se verifica lo siguiente:
(1) Ir={neN| Lpg,l) eF}={neN|Vx ((ps,l)(x) es un nimero par)} = A.
(2) F # 0. En efecto: la funcién C2(1) constante igual a 2 de aridad 1, es GOTO-
computable y tal que Vx (C2(1)(x) = 2). Por tanto C2(1) e F.

3) F# GCoMP(1), En efecto: la funcién identidad, Iy, en N, es GOTO-computable,
de aridad 1 e Iy(1) = 1, que no es un ndmero par. Por tanto, Iy ¢ F.

De (2) y (3), aplicando el teorema de Rice, se deduce que Ir no es GOTO-computable.
En consecuencia, de (1) se concluye que el conjunto A no es GOTO-computable.
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El conjunto A no es r.e. ‘

Para probar que A no es r.e., serd suficiente demostrar que A es un conjunto r.e.

— En efecto: si A es un conjunto r.e. entonces teniendo presente que A no es
GOTO-computable, se deduce que A no es r.e. (teorema del complemento)

Veamos, pues, que A es un conjunto r.e.

Para ello, describimos la relacién de pertenencia a A:

* n €A 3Ix (@5,1)()() no es un ndmero par) <= Ix Jy (pg‘l)(x) =2-y+1)

La relacién n € A es un predicado p.d. ya que se trata de la cuantificacién existencial
de un predicado de igualdad (gagl)(x) =2-y+1) en el que intervienen:

* Las funciones 99511), la “suma” en Ny el “producto” en N, que son GOTO-compu-

tables.
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