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Problemas de FUNCIONES GOTO-COMPUTABLES

EJERCICIO 12.

Probar que las funciones binarias que calculan el mdzimo comun divisory el minimo
comaun multiplo de dos niimeros naturales, son GOTO computables.

SOLUCION:

Solucién: En primer lugar, vamos a definir con precisiéon quiénes son las funciones
binarias que calculan el mazximo comin divisor y el minimo comun mailtiplo de dos
nimeros naturales.

Dados dos nimeros naturales z,y € N, diremos que z divide a y (y notaremos
x|y) siy solo si existe un nimero natural z tal que y = z-z. En tal situacién, diremos
que x es un divisor de y, o bien que y es un multiplo de x. De esta definicién se
deduce inmediatamente que:

(a) Cualquier nimero natural € N es un divisor de 0.

(b) Para cualquier nimero natural = # 0, todo divisor de x es menor o igual que
x. Por tanto, en este caso, el conjunto de divisores de x es finito y no vacio.

(c) El tnico multiplo de 0 es el 0.
(d) Para cualquier nimero natural = # 0, el conjunto de multiplos de x es infinito.
Asi pues, dados dos niimeros naturales x,y distintos de 0 se tiene lo siguiente:

(a) El conjunto de los nimeros naturales que son divisores comunes de x e y,
serd finito y no vacio. Por tanto (por el principio del mdzximo en N: todo
conjunto finito y no vacio de numero naturales posee elemento mdzrimo), existira
el mayor elemento z de dicho conjunto (denominado mdzimo comin divisor
de = e y). En este caso, notaremos med(z,y) = z.

(b) El conjunto de los nimeros naturales que son miltiplos comunes de z e y, serd
infinito. Por tanto (por el principio del minimo en N: todo conjunto no vacio
de nimero naturales posee elemento minimo), existird el menor elemento z de
dicho conjunto (denominado minimo comin miltiplo de x e y). En este caso,
notaremos mem(z,y) = z.

La funcion mdzimo comun divisor es la funcién total f de N x N en N definida como
sigue:

_ 0 si x=0Vy=0
F,y) = { med(x,y) si £0Vy#0

La GOTO-computabilidad de la funciéon f se obtiene aplicando el teorema de
definicién por casos para funciones totales y teniendo presente que para el caso
en que r,y sean numeros naturales distintos de cero, se verifica lo siguiente:

flryy)=pz <z [zlzAzlynVt <z (tle Atly >t < 2 )]



Es decir, en este caso f(x,y) es la minimizacién acotada de un predicado GOTO-
computable.

e Especificamente, dicho predicado es, a su vez, la conjuncién de tres predicados
GOTO-computables: dos predicados de divisibilidad y una cuantificacién univer-
sal acotada de otro predicado GOTO-computable - una implicacion en donde el
antecedente es la conjuncion de dos predicados de divisibilidad y el consecuente
es un predicado <).

Por su parte, la funcion minimo comun maultiplo es la funcién total g de N x N en
N definida como sigue:

(z,y) = 0 si x=0Vy=0
I\ Y) = mem(z,y) si x#A0Vy#£0

La GOTO-computabilidad de la funcién g se obtiene aplicando el teorema de
definicion por casos para funciones totales y teniendo presente que para el caso
en que z,y sean numeros naturales distintos de cero, se verifica lo siguiente:

gryy)=pz<z-ylzlzAylzAVt<z-y (z[t Ay|t = 2z <t)]

Es decir, en este caso g(z,y) es la minimizacién acotada de un predicado GOTO-
computable (obsérvese que el producto z - y es miltiplo de z y multiplo de y, luego
ha de ser mayor o igual que el menor de los multiplos comunes a x e y).

e Especificamente, dicho predicado es, a su vez, la conjuncién de tres predicados
GOTO-computables: dos predicados de divisibilidad y una cuantificacién univer-
sal acotada de otro predicado GOTO-computable - una implicacién en donde el
antecedente es la conjuncion de dos predicados de divisibilidad y el consecuente
es un predicado <).



