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Problemas de FUNCIONES GOTO-COMPUTABLES

EJERCICIO 19.

Sea GOTO; el modelo de computacién cuyos procedimientos mecénicos son los pro-
gramas GOTO en los que toda instruccién condicional de dicho programa deben
ser del tipo I = IF V # 0 then GOTO L, siendo L una etiqueta que sélo puede
aparecer a la izquierda de intrucciones del programa que sean “posteriores” a I.
Probar que:

1. Toda funcién GOTOs-computable es total.

2. Los modelos de computaciéon GOTO; y GOTO; no son equivalentes. Especificamente,
probar que existen funciones computables en el modelo GOTO que, en cambio,
no lo son en el modelo GOTO;.

3. Toda funcién GOTOs-computable de aridad 1 tiene rango finito.

4. El modelo de computacién GOTO es estrictamente mas potente (es decir,
calcula méas funciones) que el modelo de computacion GOTOy.

SOLUCION:

1. Para demostrar que toda funcién GOTOs-computable es total, serd suficiente
establecer que todo programa del modelo de computacién GOTO; para sobre
cualquier dato de entrada. Con el fin de simplicar la notacién, vamos a probar
el resultado para funciones 1-arias, si bien el resultado se extiende de manera
natural a funciones de aridad k > 2, simplemente sustituyendo los nimeros
naturales por k-tuplas de niimeros naturales.

En realidad (“matando dos pdjaros de un tiro”), vamos a demostrar un poco
mas: especificamente, vamos a probar que todo programa del modelo de com-
putacién GOTO; para sobre cualquier dato de entrada y, ademas, devuelve
un valor que es menor o igual que la longitud de dicho programa.

Para ello, se considera la férmula 6(k) definida para cada k& € N, como sigue:
6(k) = [VP (P programa GOTO; A |P| =k — (Vz € N (P(z) | A P(z) < k)))]

Se ha de probar que la férmula 6(k) es verdadera para cada nimero natura k.
Probémoslo por induccién sobre k.

— Caso base: k=0.

Si P es un programa GOTO; cuya longitud es 0 entonces P es el programa
vacio. Por tanto, se verifica que Vo € N (P(x) | A P(z) =0 <0).



— Paso inductivo: Sea k € N tal que la férmula (k) es verdadera.
Veamos que la férmula 6(k + 1) también es verdadera.
Para ello, sea P un programa GOTO; cuya longitud es k 4+ 1. Sea [;4;
la tdltima instruccién de P y sea ) el programa obtenido a partir de P
eliminando la instruccién Iy;. Entonces, () es un programa GOTO; cuya
longitud es k. Teniendo presente que la férmula (k) es verdadera, se
tendrd que Vo € N (Q(z) | A Q(x) < k). En tales circunstancias, hemos
de probar que Vx € N (P(z) | A P(z) < k+1). Y lo vamos a hacer
teniendo presente que la ejecucién de P se obtiene ejecutando Q(z) vy,
posteriormente, ejecutando la instrucciéon I, sobre la configuraciéon de
parada oy (z) de Q(x).

* Si I}11 no es una instruccién condicional, entonces tras ejecutar esa ins-
truccién sobre la configuracién oy (z), el programa P para y, ademads,
Plz)<Q(x)+1<k+1.

x Si Ixyq es una instruccién condicional del tipo IF V' # 0 then GOTO
L, por la definicién sintactica del modelo de computacién GOTOy, L no
puede etiquetar a la izquierda a ninguna instruccion de P. Por tanto,
tras ejecutar I, sobre la configuracién oy (z), el programa P para y,
ademéds, P(x) = Q(z) <k <k+ 1

De lo que antecede se deduce que la féormula §(k + 1) es verdadera.

Esto que completa la demostracién de que Vk € N (68(k)).

2. Consideremos la funcién total f : N — N definida como sigue: f(0) = 1y
f(z) =0, para cada nimero natural = > 0. Entonces se tiene lo siguiente:

— Por una parte, el siguiente programa

p_ [ IFX#0G0T0E
Tl Y v+

verifica que P(0) = 1 y P(z) = 0, para cada nimero natural z > 0. Es
decir, P es un programa GOTO; que calcula la funcién total f.

— Por otra, teniendo presente que la funcién f no es constante resulta (ver
el apartado 3 del ejercicio 18) resulta que f no es computable en el
modelo GOTO;.

En consecuencia, existen funciones que son computables en el modelo GOTO;
y, en cambio, no lo son en el modelo GOTO,; (por ejemplo, la funcién f antes
citada).

Por tanto, los modelos de computacién GOTOs y, GOTO; no son equivalentes.
Mas atn, teniendo presente que todo programa del modelo GOTO; es un pro-
grama del modelo GOTO; concluimos que el modelo de computacién GOTOs es
estrictamente mas potente que el modelo de computacién GOTO;.

3. Sea f : N — N una funcién total de aridad 1 que es computable en el modelo
GOTO;. Sea P un programa GOTO; que calcula la funcién f. Si la longitud de P
es k entonces, de la prueba del apartado 1, se deduce que P(x) < k, para cada
x € N. Por tanto, se tendra que f(x) < k, para cada = € Ny, en consecuencia,
el rango de la funcién total f serd un conjunto finito (especificamente, el rango
de f estard contenido en el conjunto de niimeros naturales {0, ..., k}).



4. En primer lugar, obsérvese que todo programa GOTO; es, en particular, un
programa GOTO. Por tanto, toda funcién GOTO;-computable serd, asi mismo,
GOTO .

Ahora bien, la funcién vacia es, obviamente, GOTO pero, en cambio, no es
GOTOs-computable ya que no es una funcién total. Es decir, existen funciones
GOTO que no son GOTOs-computables.

En consecuencia, el modelo de computacion GOTO es estrictamente mas
potente que el modelo de computacién GOTOy.



