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SOLUCIONES DE EJERCICIOS DEL TEMA 3

Ejercicio 1: Sea f: N — N una funcion total. Se define la funcion historia de f, asi:
) = [£(0), ..., F(m)]

Probar que fes GOTO-computable si y sélo si f es GOTO—computable.

Solucién:

Supongamos que la funcién f es GOTO-computable.

De acuerdo con la definicién de f, para cada nimero natural n se verifica:
Jn 1) = [£(0),- ., f(), S+ 1)) = [£0), .. S )] - pi 5™ = Flm) - o057

Sea h : N2 — N definida por h(n,t) =t - pg(_f;l). Entonces, h es GOTO-computable por ser la

f(n)

i) Ademds, se

composicién de dos funciones GOTO-computables (la funcién producto y la funcién p
tiene que

o= pon=20
Jo+1) = J)-pls™" = b, fn))
Por tanto, f = R(2f(0), h); es decir, la funcién historia festé definida por recursién, a partir de la

constante 27(0) y de la funcién h. Puesto que h es una funcién GOTO-computable, concluimos que
también lo es la funcién historia f.

Supongamos que la funcién fes GOTO-computable.

Teniendo presente que f(n) = (f(n))nH se deduce que f es GOTO-computable, ya que es la composicién
de dos funciones GOTO-computable: la funcién “componente n + 17 y la funcién f.

Ejercicio 2: Probar que las siguientes funciones f y g son GOTO—computables:

{f(o) =0 {9(0) =0
fln+1) = 1+g(n) gn+1) = 2+ f(n)

Solucién: Consideremos la funcién ¢ : N — N definida por ¢(n) = [f(n), g(n)], para cada n € N. Se
tiene que v(0) = [ £(0),g(0)] =2° - 3° = 1y, adem4s, para cada n € N:

V(1) = [F(n+ 1).gln +1)] = [1+g(n).2 + Fln)] =21 - 290 . 52 . 370 =15 . 20(0) . 3700
Sea h : N> — N definida por h(n,t) = 18 - 202 . 31 Entonces, h es GOTO-computable por ser el
producto de tres funciones GOTO-computables (la funcién constante igual a 18, la funcién exponencial
2()2 y 1a funcién exponencial 31, Ademds, se tiene que

() =1
Y(n+1) = 18 .29 . 3/() =18 . 2@ ()2 . 3 = p(n, 4h(n))

Por tanto, ©» = R(1, h); es decir, la funcién ¢ estd definida por recursién, a partir de la constante 1 y
de la funcién h. Puesto que h es GOTO-computable, concluimos que también lo es la funcién .

Ahora bien, f(n) = (¢(n))1; es decir, f es la composicién de dos funciones GOTO-computables (la
funcién “componente 1”7 y la funcién ) y, en consecuencia, f serd GOTO-computable. De manera
similar se prueba la GOTO-computabilidad de la funcién g, observando que g(n) = (»(n))a2.




Ejercicio 4: Sea pj el k-ésimo ntimero primo (k > 1). Determinar para qué valores de k el nimero
natural 4 - pr. + 1 es el c6digo de una configuracién inicial de un programa GOTO.

Indicaciéon: Téngase presente que en una configuracion inicial los valores de cualquier variable que
no sea de entrada, ha de valer 0.

Solucién: Sea o = (j,s) la configuracién inicial asociada a un dato de entrada (ai,aq,...,a;).
Entonces, j = 1y, ademés, s = {Y = 0,X; = a1,21 = 0,X9 = a9,Zo = 0,--- X, = a,,Z, = 0}.
Luego» #(S) = [0> ai, 0’ az, 07 ERE) ar] = pg-ll 'pc21-22 T pgfr

Si pr representa el k-ésimo nimero primo (k > 1), veamos para qué valores de k, se tiene que
#(s) = 4-pp+ 1. Entonces, se ha de verificar que 4-pj, +1 = #(0) = (1, #(s)) =21- (2-#(s) +1) - 1;
es decir, 4 - pp +2 =2 (2-#(s) + 1). Ahora bien,

4ope+1=%#0)=(1L,#(s)=2" 2 - #(s)+1) -1 = 4-pp+2=2"- 2 -#(s)+1) =
= 2P+ 1=2-#(s)+ 1= pp=#(s) =pol Py 0y, = FJ(L<j<rAk=2jAa; =1)

Por tanto, k£ ha de ser un ndimero par (k = 2j) y, ademds, un unico valor del dato de entrada
(concretamente, el de la variable X;) de esa configuracion inicial, serd distinto de cero (y valdrd 1).

Ejercicio 10: Se considera la computacién del siguiente programa con dato de entrada (2,1):

IlE [A] ZQ%ZQ—I
P=< Ig= X+—X+1
I = IF X, #0 GOTO A

Al cabo de k — 1 pasos se sabe que la configuracién oy, es tal que #(ox) = 6623295. Se pide: a)
Obtener #(okt1), #(0k+2) ¥ #(0k+3). b) Obtener el valor de la variable Y en el estado asociado a la
configuracién oy, 3.

Solucién: Sea o1, = (j,s). Entonces 6623295 = #0, = (j, #(s)) = 27 - (2- #(s) + 1) — 1. Luego,
27 (2-#(s) +1) = 6623296 = 20 - 103489 = j = 6y 2- #(s) + 1 = 103489
De donde resulta que #(s) = 51744 =25-3-72.11 =[5, 1, 0, 2, 1]. Por tanto, o} = (6, s)

Calculo de #(0j11): Puesto que o, = (6,[5, 1, 0, 2, 1]), la configuracién oy se obtiene ejecutando
la instruccién I = X +— X + 1 al estado [5, 1, 0, 2, 1]. Por tratarse de una instruccién incremento,
habra que aumentar en 1 el valor de la primera componente e incrementar en 1 el valor de X. Luego,
op+1 = (7,[5,2,0,2,1]) = (7,51744 - 3) = (7,155232). Por tanto,

#(ops1) = (7,155232) = 27 - (2155232 + 1) — 1 = 39739520 — 1 = 39739519

Calculo de #(0j42): Puesto que ox11 = (7,[5, 2, 0, 2, 1]), la configuracién oj,o se obtiene ejecu-
tando la instruccién Iy = IF X9 # 0 GOTO A al estado [5, 2, 0, 2, 1]). Teniendo presente que, en
ese estado, el valor de Xo es distinto de cero (concretamente, su valor es 2), el control del programa
se transfiere a la primera instruccion etiquetada a la izquierda por A, es decir, a la instruccién I;.
Luego, o2 = (1,[5, 2, 0, 2, 1]) y, por tanto,

#(opp2) = (1,155232) = 21 - (2155232 + 1) — 1 = 620930 — 1 = 620929

Calculo de #(0j.3): Puesto que ox19 = (1,[5, 2, 0, 2, 1]), la configuracién oj3 se obtiene ejecu-
tando la instruccién Iy = Zs «— Z5 — 1 al estado [5, 2, 0, 2, 1]). Luego, o3 = (2,5, 2, 0, 2, 0]) y,
por tanto, #(ox43) = (2, 129232) = 22.(2. 14112+ 1) — 1 = 112900 — 1 = 112899.

Nota importante: Obsérvese que sélo se dispone de una informacién parcial del programa P. Pues
bien, teniendo presente que opi3 = (2,[5, 2, 0, 2, 0]) y que se desconoce la instruccién Iy, con los
datos del enunciado no se podria calcular su configuracion siguiente oy 4.




Ejercicio 13: Sea Uy un programa universal asociado al niimero natural 2. Hallar las computaciones
Uy (4,5,e) y Ua(7,0,¢), siendo e = 2105.32. 5110 _ 1,

Solucién: Vamos a hallar, con todo detalle, la computacién Uz (4, 5, e), siendo e = 2195.32. 5110 1,
De manera similar se puede hallar la computacién U3 (7,0, ¢€).

Teniendo presente que Uz(4,5,¢) = Q(4,5), siendo @ el programa de cédigo e, para hallar la com-
putacién U (4,5, e) se puede proceder de dos maneras: (1) calculando, explicitamente, el programa
@ de cddigo e y realizando la ejecucién de dicho programa con dato de entrada (4,5); y (2) hallando,
directamente, una traza de dicha computacién, a partir de la descripciéon del programa universal Us.

(1) A continuacién, vamos a resolver el problema calculando, explicitamente, el programa @ de cédigo
e =2105.32.5M10 _ 1y posteriormente, hallando la computacién Q(4,5).

Sea Q = (I1,...,1I,) tal que #(Q) = e = 2195.32.510 _ 1. Se verifica:

#(Q) = [#(N), ..., #(1)] —1=2'9.32. 510 1 — [(I),..., #(I,)] = 2'9 . 3% . 5110
Luego, r = 3, #(11) = 105, #([2) = 2, #(I3) = 110.

Razonando de la manera habitual, se obtiene las instrucciones que componen el programa Q:

Il = [Al] X7 — X7
12 = Y(—Y—|—1
Iy = IF X3 #0 GOTO A,

Seguidamente, vamos a hallar la computacién Q(4,5):
* Configuracién inicial: o7 = (1,{Y =0, X; =4, Xy =5})
x 0y = (2,{Y =0,X; =4, X =5}

3,{V =1,X; =4, Xy =5}

*
| |

1L{Y =1,X; =4, X, =5}

*
| |

2.{Y =1,X; =4, X, =5}

*
| |

1L{Y =2,X; =4, X, =5}

*
| |

2.{Y =2,X; =4, X, =5}

)
)
)
)
* 06 = (3,{Y =2,X; =4, Xo = 5})
)
)
x o9 =(3,{V =3,X1 =4,Xo = 5})

)

= (3
(1,
(
(
(1,
(
(
(1,

*
| |

1,{Y =3,X; =4, X, =5}

* Y asi sucesivamente ... no hay configuraciéon de parada (ya que el valor de Xy siempre vale
5y, por tanto, siempre es distinto de cero).

Conclusion: Q(4,5) 1.
(2) Vamos a realizar una traza de la computacion Uz(4,5,e). Para ello, comenzamos con la fase
de inicializacién del programa Us. Puesto que el dato de entrada de Usg es (Xj, X2, X3), siendo
X1 =4,Xo =5y X3 =e=219.32.510 _ 1 inicializamos las variables de trabajo Z,S y K como
sigue:

% Z=Xnp1 +1"=" X3 +1=2105.32.5110 = [105, 2, 110]

* S = H X "= zpé(i pé% =p3-p3 =1[0,4,0,5] (que codifica {Y =0,X; =4,7Z; =0, Xy = 5})

* K =1



Seguidamente, se pasa a ejecutar la subrutina etiquetada a la izquierda por C; es decir, volvemos
al test de parada. El condicional de dicho test (K = Long(Z) + 1) no se verifica ya que K =1y
Long(Z) +1 =3+ 1 =4. Por tanto, el control del programa pasa a la siguiente instruccién.

* U=r((Z2)k) =r((Z2)1) = r(105) =r((1,(0,13))) = (0,13)
*x P = Pr(U)+1 = P13+1 = D14 (la variable de la instruccién cuya ejecucién se simula, es X7)
Puesto que I[(U) = 0 (es decir, la instruccién cuya ejecucién se simula, es X7 <— X7), el control del

programa pasa a la subrutina etiquetada a la izquierda por N, con lo cual el nuevo valor de K es 2 y
se vuelve a ejecutar el test de parada (GOTO C).

El condicional de dicho test sigue sin verificarse ya que K = 2y Long(Z)+1 = 4. Por tanto, el control
del programa pasa a la siguiente instruccién.

* U=r((2)k) =r((Z)2) =r(2) = r((0,(1,0))) = (1,0)

* P = p.y4+1 = po+1 = p1 (la variable de la instruccién cuya ejecucién se simula, es Y')
Puesto que [(U) = 1 (es decir, la instruccién cuya ejecucién se simula, es Y «+— Y + 1), el control del
programa pasa a la subrutina etiquetada a la izquierda por A, con lo cual el nuevo valor de S serd

S - P (es decir, S =pj-pj-p1=1[1,4,0,5]) (es decir, el valor de la variable Y se ha aumentado en
1), y el nuevo valor de K serd 3, volviéndose a ejecutar el test de parada (GOTO C).

El condicional de dicho test sigue sin verificarse ya que K = 3y Long(Z)+1 = 4. Por tanto, el control
del programa pasa a la siguiente instruccién.

* U=r((Z2)k) =r((2)3) = r(110) = r((0,(3,3))) = (3,3)

* P = p.4+1 = p3+1 = pa (la variable de la instruccién cuya ejecucion se simula, es Xo)

x La condicién P no divide a S es falsa ya que P = py divide a S = p1 - p3 - p3.
Puesto que la relacién [(U) = 2 es falsa ya que, en realidad, {(U) = 3 (es decir, la instruccién cuya
ejecucion se simula, es ITF Xy # 0 GOTO A, ya que #(A) = I(U) —2 = 1), se pasa a ejecutar la

instruccién K <— pj < Long(Z)[l((Z);) +2 = l(U)]. Es decir, el nuevo valor de K serd el menor
Jj < Long(Z) tal que I[((Z);) =l(U)—2=3—-2=1.

Teniendo presente que

% 1((Z)1) = 1(105) = 1({1,(0,13)) = 1
* 1(2)2) = 1(2) = 1((0, (1,0)) = 0
* 1((2)3) = 1(110) = 1((0, (3,3)) = 0

se deduce que el nuevo valor de K es 1y, a continuacion, se ejecuta la instruccién GOTO C es decir,
se vuelve al test de parada. Dicho con otras palabras, a partir de ahora, se vuelve a ejecutar la primera
instruccién pero, en esta ocasion, aplicada al estado S = [1, 4, 0, 5]. Es decir, podemos pensar que
se ha dado una vuelta de un cierto “bucle”, habiéndose modificado el estado, especificamente,
se ha pasado del estado S = [0, 4, 0, 5] al estado S =[1,4,0,5] .

Si se repite el proceso y se da una nueva “vuelta del bucle”, entonces tendriamos que K = 1y
S =1[2,4,0,5]. En la siguiente vuelta, se tendria que K =1y S = [3,4,0,5]. Este proceso se
puede reiterar indefinidamente y, en consecuencia, la computacién Uz(4,5,¢e) no es de parada. Es
decir, Uz(4,5,¢e) T vy, por tanto, Uz(4,5,¢e) = Q(4,5).




Ejercicio 14: Probar que los siguientes conjuntos son GOTO—computables:

— A= {z € N: el programa GOTO de c6digo z carece de instrucciones del tipo CONDICIONAL}.

— B={x € N: el programa GOTO de cddigo = + 8 posee, a lo sumo, 8 instrucciones}.

C = {x € N: el programa GOTO de c4digo x posee 10 instrucciones y ninguna de ellas es SKIP}.

D ={z € N: el programa GOTO de cédigo 2z + 3 posee, a lo sumo, 7 instrucciones y alguna de
ellas es un DECREMENTO}.

— E ={x € N: el programa GOTO de cddigo 7x + 7 posee un nimero par de instrucciones y todas
ellas son de tipo CONDICIONAL }.

— F={xeN: zesel cédigo de un programa GOTO tal que todas sus variables son de entrada}.

— G = {z € N: el programa GOTO de cédigo x posee alguna instruccién etiquetada a la izquierda}.

H = {z € N: el programa GOTO de cédigo x? para sobre x + 4 en, exactamente, x pasos }.

I ={x € N: el programa GOTO de cédigo 3z para sobre 4x en, exactamente, 5x pasos}.

Solucién: Antes de comenzar la resolucién, hagamos varias observaciones.

* Para establecer que un conjunto es GOTO-computable, basta probar que la correspondiente
relacion de pertenencia a dicho conjunto, es un predicado GOTO-computable.

* Si P es un programa de coédigo x entonces:

* El niimero de instrucciones de P es Long(z + 1).
El cédigo de la instrucciéon j-ésima de P es (z + 1);.
El cédigo del formato de la instruccién j-ésima de P es I[(r((xz + 1);)).
Una instruccién de P no es un CONDICIONAL si y sélo si l(r((m +1);))) <2
Una instruccién de P no es un SKIP siy sélo si l[(r((z +1);))) >
Una instruccion de P es un DECREMENTO si y sélo si I(r((x + 1) ) = 2.
El cédigo de la variable de la instruccién j-ésima de P es r(r((z +1);)) +
)

1.
Una instruccion esta etiquetada a la izquierda si y sélo si I((x +1);)) > 1.

A

El cédigo de cualquier variable de entrada es un nimero par.

GOTO-computabilidad del conjunto A
A={x eN: el programa de cédigo = carece de instrucciones del tipo CONDICIONAL}

Para cada numero natural x € N se verifica:

r €A <= toda instruccién del programa de cédigo x es del tipo skip, incremento o decremento
— Vj<Long(z+1)(j>1—I(r((z+1);)) <2)

Este predicado es GOTO-computable ya que se trata de una cuantificacién universal acotada (en donde
aparece la funcién “longitud” de una funcién “suma”, que son GOTO-computables) de un predicado
implicacién, en donde el antecedente es un predicado “>” y el consecuente es un predicado “<”, en
donde aparecen las funciones “parte izquierda” (I), “parte derecha” (r) y la funcién “componente
j-ésima” (todas ellas GOTO-computables).



GOTO-computabilidad del conjunto B
B ={z eN: el programa de cédigo x + 8 posee, a lo sumo, 8 instrucciones}
Para cada ntimero natural x € N se verifica:

x€B <= Long[(x+8)+1] <8 <«= Long(z+9) <8

Este predicado es GOTO-computable ya que se trata de un predicado “<”, en donde aparecen la funcion
“longitud” y la funcién “suma” (ambas GOTO-computables).

GOTO-computabilidad del conjunto C
C ={x e N: el programa de c4digo = posee 10 instrucciones y ninguna de ellas es SKIP}

Para cada numero natural x € N se verifica:

zeC <= Long(x+1)=10 A Vj<Long(zx+1) (j>1—1U(r((z+1);)) >1)

Este predicado es GOTO-computable ya que se trata de la conjuncién de dos predicados GOTO-computables:
el primero es un predicado de igualdad asociado a la funcién “longitud” de una funcién “suma’, que
son GOTO-computables, y el segundo es una cuantificacién universal acotada (en donde aparece la
funcién “longitud” de una funcién “suma’”) de un predicado implicacién, en donde el antecedente
es un predicado “>” y el consecuente es otro predicado “>”, en donde aparecen las funciones “parte
izquierda” (1), “parte derecha” (r) y la funcién “componente j-ésima” (todas ellas GOTO-computables).

GOTO-computabilidad del conjunto D

D ={x eN: el programa de cédigo 2z + 3 posee, a lo sumo, 7 instrucciones y alguna de

ellas es un DECREMENTO}
Para cada nimero natural x € N se verifica:

zre€D <= Long(2x+4) <7 A 3j<Long(2x+4) (j > 1AI(r((2x +4);)) =2)

Este predicado es GOTO-computable ya que se trata de la conjuncién de dos predicados GOTO-computables:

el primero es un predicado “<” asociado a la funcién “longitud” de una funcién “suma”, que son GOTO-

computables, y el segundo es una cuantificacién existencial acotada (en donde vuelve a aparecer la

funcién “longitud” de una funcién “suma”) de un predicado implicacién, en donde el antecedente
“ ”

es un predicado “>” y el consecuente es un predicado “=", en donde aparecen las funciones “parte
izquierda” (1), “parte derecha” (r) y la funcién “componente j-ésima” (todas ellas GOTO-computables).

GOTO-computabilidad del conjunto E

E ={z € N: el programa de cédigo 7x+7 posee un nimero par de instrucciones y todas
ellas son de tipo CONDICIONAL }

Para cada ntmero natural x € N se verifica:

x€FE <= Long(7x+8) es un nimero par A Vj < Long(7Tx +8) (j > 1 — I(r((Tz +8);)) > 3)

Este predicado es GOTO-computable ya que se trata de la conjuncién de dos predicados GOTO-computables:
el primero es un predicado del tipo “ser nimero par”, asociado a la funcién “longitud” de una funcién
“suma”, que son GOTO-computables, y el segundo es una cuantificacién universal acotada (en donde
vuelve a aparecer la funcién “longitud” de una funcién “suma”) de un predicado implicacién, en donde
el antecedente es un predicado “>” y el consecuente es otro predicado “>”, en donde aparecen las
funciones “parte izquierda” (1), “parte derecha” (r) y la funcién “componente j-ésima” (todas ellas
GOTO-computables).



GOTO-computabilidad del conjunto F
F={zeN: z es el cédigo de un programa tal que todas sus variables son de entrada}

Para cada numero natural x € N se verifica:

reF <= Vj<Long(z+1)[j>1—r(((x+1);))+1es par]
< Vj<Long(x+1)[j>1—r(r((x+1);)) es impar]

Este predicado es GOTO-computable ya que se trata de una cuantificacién universal acotada (en donde
aparece la funcién “longitud” de una funcién “suma”, que son GOTO-computables) de un predicado
que es una implicacién, en donde el antecedente es un predicado “>”" y el consecuente es un predi-
cado del tipo “ser nimero impar”, en donde aparecen las funciones “parte derecha” (r) y la funcién
“componente j-ésima” (ambas GOTO-computables).

GOTO-computabilidad del conjunto G
G = {z € N: el programa de cédigo = posee alguna instruccién etiquetada a la izquierda}
Para cada nimero natural x € N se verifica:

reCG <= 3Jj<Long(x+1)(j>1—I1((x+1);)>1)

Este predicado es GOTO-computable ya que se trata de una cuantificacién existencial acotada (en
donde aparece la funcién “longitud” de una funcién “suma”, que son GOTO-computables) de un pred-
icado implicacién, cuyo antecedente es un predicado “>" y el consecuente es otro predicado “>”,
en donde aparecen las funciones “parte izquierda” (I) y la funcién “componente j-ésima” (ambas
GOTO-computables).

GOTO-computabilidad del conjunto H

H ={z €N: el programa de cédigo 2> para sobre = + 4 en, exactamente, x pasos }

Para cada ntmero natural x € N se verifica:

re€H <= STEPW(z+4,2%2) A Vt <z (-STEPW (2 + 4,22,1))

Este predicado es GOTO-computable ya que se trata de la conjuncién de dos predicados que son GOTO-
computables: el primero de ellos es un predicado STEP y el segundo es una cuantificacién universal
acotada de la negacién de un predicado STEP.

GOTO-computabilidad del conjunto 1
I ={z e N: el programa GOTO de cdédigo 3z para sobre 4z en, exactamente, 5x pasos}
Para cada ntiimero natural x € N se verifica:

vel <= STEPW(4x,3z,52) A Vt < 5z (-STEPW) (2 4 4,22, t))

Este predicado es GOTO-computable ya que se trata de la conjuncién de dos predicados que son GOTO-
computables: el primero de ellos es un predicado STEP y el segundo es una cuantificacién universal
acotada de la negacién de un predicado STEP.




Ejercicio 15: Justificar la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones.

M

Dos funciones GOTO—computables pueden tener asociadas el mismo indice.

El conjunto A = {#(P) : P es un programa GOTO cuya ultima instruccién es Y +— Y + 1}
es GOTO—computable.

La configuracién cuyo c6digo sea 5293 es una configuracion inicial

El cédigo de la configuracién de parada de un programa GOTO nunca puede ser un numero
impar.

La configuracién de cédigo 31755 es una configuracién inicial del programa GOTO de cédigo
3968 y el resultado de la ejecucion del programa con esa configuracién inicial es 1.

Una configuracién o = (j,s) de un programa P = (I1,...,1I,) es inicial si el valor de j es 1;
es decir, si la primera instruccién a ejecutar es I;. Ademas, la configuracién o es de parada si
j=r+1

Los cédigos de las configuraciones iniciales y las configuraciones de parada de un programa GOTO
siempre son numeros impares.

Sean P y @ programas GOTO cuyos cddigos son m y n, respectivamente. Sim+ 1y n+ 1
son numeros naturales con el mismo nimero de factores primos, entonces dichos programas
pueden tener distinta longitud

Un programa universal es capaz de reproducir el comportamiento de cualquier programa GOTO
(es decir, todas las ejecuciones de cualquier programa P).

El programa universal Uy tiene la capacidad de simular todas las computaciones de cualquier
programa GOTO con dato de entrada un par ordenado (a1, az2) arbitrario.

Si Uy es un programa universal (correspondiente al nimero natural 2), entonces se verifica que
[U2]®)(1,2,3) = 4.

@) _ @

. Entonces se tiene que o = ¢

ORI
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Sean e, ¢’ nimeros naturales tales que w¢’ =

Solucion:

(a)

Dos funciones GOTO—computables pueden tener asociadas el mismo indice.
Respuesta: Cierto.

Justificacion de la respuesta: Para responder afirmativamente, bastard presentar dos fun-
ciones GOTO—computables que sean distintas y, a la vez, tengan el mismo indice.

Recordemos que todo programa GOTO calcula infinitas funciones: una para cada aridad. Por
tanto, si es posible que existan dos funciones distintas (con diferentes aridades) de tal manera
que sean calculadas por un mismo programa y, en consecuencia, dichas funciones tendran el
mismo indice.

Por ejemplo, consideremos las funciones f : N — Ny g : N> — N definidas como sigue:
f(x) = 0, para cada = € N, y g(x1,22) = 0, para cada (z1,22) € N2. Es decir, se trata de
dos funciones “idénticamente nulas”, pero la primera es de aridad 1 y la segunda es de aridad
2; por tanto, dichas funciones serdn distintas (téngase presente que f = {(z,0) | x € N} y
g ={(x1,22,0) | 1 e NAzy € N}).

Se piede probar muy facilmente que el programa vacio calcula ambas funciones. Por tanto, f
y g seran funciones distintas que tienen el mismo indice, que sera el codigo del programa vacio;
es decir, el niimero O.



(b)

El conjunto A = {#(P) : P es un programa GOTO cuya ultima instruccién es
Y +— Y + 1} es GOTO—computable.

Respuesta: Cierto.

Justificacion de la respuesta: Basta demostrar que la relacion de pertenencia a dicho conjunto
puede ser descrita como sigue:

r €A <= laultima instruccién del programa de cédigo r es Y «— Y + 1
<= el codigo de la ultima instrucciéon del programa de cédigo = es 2
— (:‘C + 1)Long(a:+1) =2
(téngase presente que el c6digo de la instruccién Y +— Y + 1 es 2):

El predicado de pertenencia antes descrito es GOTO-computable ya que se trata de un predicado
de igualdad “=", en donde aparecen las funciones “longitud” (asociada a una funcién “suma”)
y la “componente Long(x + 1)-ésima”, todas ellas son GOTO-computables.

La configuracién cuyo cédigo sea 5293 es una configuraciéon inicial.
Respuesta: Cierto.

Justificacion de la respuesta: Sea o = (], s) la configuracién cuyo cédigo es 5293. Entonces,
teniendo presente que # (o) = (j, #(s)) =27 - (2 #(s) + 1) — 1, se tiene que:
27 (2-#(s) +1) = 5294 = 2 - 2647
Luego, j=1y 2- #(s) + 1 = 2647; es decir, #(s) = 1323.
Teniendo presente que 1323 = 33 - 72 se deduce que #(s) = [0, 3, 0, 2]

Por tanto, la primera componente de dicha configuracion es 1 y, ademads, el estado s asociado
a la misma es {Y = 0,X; = 3,7Z; = 0, X2 = 2}. En consecuencia, la configuracién o si es una
configuracién inicial ya que es 0 el valor de cualquier variable que no sea de entrada.

El cédigo de una configuracion de parada de un programa GOTO nunca puede ser un
numero impar.

Respuesta: Falso.

Justificacién de la respuesta: Vamos a probar no sélo que existen configuraciones de parada
de programas GOTO cuyo cédigo sea un numero impar, sino algo mucho mas general: veamos que
cualquier configuracién de un programa GOTO siempre es un un nimero impar.

En efecto: sea o = (j,s) una configuracién arbitraria de un programa GOTO, P. Entonces,
1 <j <1+ |P|. Ademss, #(0) = (j,#(s)) =27 - (2-#(s) + 1) — 1. Puesto que j > 1 se deduce
que 27 - (2 - #(s) + 1) es un nimero par, mayor que 1, y, por tanto, # (o) es un ntimero impar.

La configuracion de cédigo 31755 es una configuracion inicial del programa GOTO de
codigo 3968 y, ademas, el resultado de la ejecucién del programa con esa configu-
racién inicial es 1.

Respuesta: Falso.

Justificacién de la respuesta: En este ejercicio se pregunta si son verdaderas dos afirmaciones.
Vamos a probar que la primera de ellas (“la configuracién de cédigo 31755 es una configuracién
inicial del programa GOTO de c6digo 3968”) es falsa, lo cudl serd suficiente para justificar nuestra
respuesta negativa. Mas concretamente, vamos a probar que esa configuracién no es inicial de
ninguin programa GOTO.

En efecto: sea o = (4, s) la configuracién de cédigo 31755. Entonces se verifica lo siguiente:
#(0) = (j,#(s)) =27 - (2-#(s) +1) =1 = 31755 = 27 - (2- #(s) + 1) = 31756 = 2% - 7939

Por tanto, j = 2 y, en consecuencia, ¢ no es una configuracion inicial.



(f)

Una configuracién o = (j,s) de un programa P = ([1,...,1,) es inicial si el valor de j
es 1; es decir, si la primera instruccién a ejecutar es [;. Ademas, la configuracion o
es de parada si j =7+ 1.

Respuesta: Falso.

Justificacién de la respuesta: En este aserto se afirma dos cosas, de las cudles la primera (una
configuracion o = (j, s) es inicial si j = 1) es falsa y la segunda (una configuracion o = (j,s)
de un programa de longitud r es de parada si j = r + 1) es verdadera.

En efecto, el primero de los asertos es falso ya que, por ejemplo, la configuraciéon o = (1, s),
en donde s = {Y = 3,X; = 2} no es inicial (pues el valor de Y no es 0). Por otra parte, el
segundo de los asertos es verdadero ya que, por definicién, las configuraciones de parada de un
programa de longitud r son aquellas cuya primera componente, j, es igual a r + 1.

Los cédigos de las configuraciones iniciales y las configuraciones de parada de un
programa GOTO siempre son niimeros impares.

Respuesta: Cierto.

Justificacién de la respuesta: En el apartado (d) se ha demostrado que el c6digo de cualquier
configuracién de un programa GOTO, siempre es un ntmero impar. Por tanto, la afirmacién que
se hace en este apartado, es verdadera.

Sean P y () programas GOTO cuyos cdédigos son m y n, respectivamente. Si m + 1
y n + 1 son nimeros naturales con el mismo nimero de factores primos, entonces
dichos programas pueden tener distinta longitud.

Respuesta: Cierto.

Justificaciéon de la respuesta: Vamos a proporcionar un ejemplo “adecuado”. Sean Py @)
programas GOTO tales que #(P) = m+1y #(Q) =n+1, siendom+1=2%*.5' y n+1=3%.72
Entonces, en la descomposicion en factores primos, los cédigos de P y @ tienen el mismo niimero
de primos (en este caso, 2). Ademds, se verifica:

#P)=m+1=2".51=[4,0,1] y #Q)=n+1=3%-7=]0,8,0, 2]

Es decir, los programas P y (@ satisfacen las condiciones del aserto y, en cambio, tienen distinta
longitud: P tiene longitud 3 y, en cambio, () tiene longitud 4.

Un programa universal es capaz de reproducir el comportamiento de cualquier pro-
grama GOTO (es decir, todas las ejecuciones de cualquier programa P).

Respuesta: Falso.

Justificaciéon de la respuesta: Si U, es un programa universal asociado a n > 1, entonces
U, tiene la “habilidad” de simular todas las computaciones de cualquier programa GOTO cuyo
dato de entrada sea una tupla arbitraria pero con, exactamente, n componentes. Es decir, U, es
capaz de “reproducir” P(zy,...,x,), para cualquier programa Py cualquier n-tupla (z1, ..., x,).
Ahora bien, no seria capaz de reproducir, por ejemplo, ninguna computaciéon de P con dato
de entrada una (n + 1)-tupla (z1,...,Tn, Tnt1).
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El programa universal Us tiene la capacidad de simular todas las computaciones de
cualquier programa GOTO con dato de entrada un par ordenado (a;,a2) arbitrario.

Respuesta: Cierto.

Justificacion de la respuesta: Eso es, precisamente, lo que afirma el teorema de existencia de
programas universales. Es decir, como se ha indicado anteriormente, para cada niimero natural
n > 1, el programa universal U,, tiene la “habilidad” de simular todas las computaciones de
cualquier programa GOTO cuyo dato de entrada sea una tupla arbitraria pero con, exactamente,
n componentes. Apliquese este resultado al caso n = 2.

Si Us es un programa universal asociado al nimero natural 2, entonces se verifica que
Uz(1,2,3) = 4.

Respuesta: Falso.

Justificaciéon de la respuesta: En primer lugar, observemos que, del teorema de existencia
de programas universales, se deduce que Us(1,2,3) = Ps3(1,2), siendo P; el programa GOTO de
codigo 3.

Pues bien, vamos a hallar el programa Ps. Se tiene que #(Ps3) = [#(I1),...,#(I;)] —1 = 3.
Luego, [#(I1),...,#(I;)] =4 =22 = [2]. Asipues, r = 1 y #([1) = 2. Ya se ha probado en
otro ejercicio que la instruccién de cédigo 2 es Y <+— Y + 1. Por tanto, el programa Ps contiene
una unica instruccién, que es Y <— Y + 1. Por tanto, Uz(1,2,3) = P3(1,2) = 1; es decir,
Us(1,2,3) = P3(1,2) # 4.

Sean e, ¢’ niimeros naturales tales que gogl) = gpS). Entonces se tiene que <p£2) = QDS).

Respuesta: Falso.

Justificaciéon de la respuesta: Vamos a proporcionar un contraejemplo adecuado. Sea P,
el programa vacio y sea P el programa cuya unica instruccién es [A] IF Xy # 0 GOTO A.
Entonces se verifica:

* Para cada z € N se tiene que P.(z) =0y P (z) = 0. Luego, cpgl) = goS).

* P.(2,3) =0y P.(2,3) 1. Por tanto, se tiene que 50((32) # cp(Q).

e/




