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Objetivos

* Tratabilidad e intratabilidad.

*

Las clases de complejidad P y NP.

* El problema P versus NP.

*

Problemas NP-completos.
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Problemas tratables

Son los mas simples, desde el punto de vista de la complejidad computacional.

* Resolubilidad algoritmica en términos practicos: tratabilidad.

Polinomial = Razonable Exponencial = No razonable
10 50 100 300 1000
5n 50 250 500 1.500 5.000
n 100 2.500 10.000 90.000 10°
n’ 1.000 | 125.000 10° 27 -10° 10°
2" 1.024 | 16 digitos 31 digitos 91 digitos 302 digitos
n! 7 digitos | 65 digitos | 161 digitos | 623 digitos | inimaginable
n" | 10 digitos | 85 digitos | 201 digitos | 744 digitos | inimaginable

Nota 1: El nimero de microsegundos desde el BIG BANG tiene 24 digitos.
Nota 2: El nimero de protones en el universo consta de 71 digitos.
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La clase de complejidad P

Sea f una funcién total computable 1-aria:

Definicién: TIME(f) es el conjunto de todos los problemas de decisién
resolubles por MTDs que trabajan en tiempo acotado por f.

El conjunto de todos los monomios {n* | k € N} permite generar a la familia
de los polinomios sobre N.

La clase de complejidad P:

P = | JTIME(n")
keN

Definicién: P es el conjunto de todos los problemas de decisién que son
resolubles por MTDs que trabajan en tiempo polinomial.

P: clase de complejidad de los problemas tratables (en modo determinista).
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El problema REACHABILITY

REACHABILITY es el siguiente problema de decisién:

* Dado un grafo G = (V, E) (dirigido o no) y dos nodos distinguidos u, w € V,
determinar si existe un camino en G que va desde el nodo u hasta el nodo w.

Proposicién 1: REACHABILITY € P.

Demostracion: En primer lugar, recuérdese que un recorrido en profundidad de un
grafo (al igual que un recorrido en anchura), con origen un nodo a, es un algoritmo
que implementa la “visita” de cada nodo (una y sélo una vez).

La ejecucidon de ese algoritmo es descrita mediante un bosque que verifica la siguiente
propiedad:
* Dos nodos del grafo estdn conectados por un camino sii los nodos pertenecen a
un mismo arbol del bosque.

El tiempo de ejecucién de un algoritmo de recorrido en profundidad es, en el caso
peor, de orden cuadratico (en el tamafio del grafo).

Seguidamente, disefiamos un algoritmo determinista de coste en tiempo polinomial
que resuelve el problema REACHABILITY.
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Consideremos el siguiente algoritmo determinista A:

Entrada: G = (V,E) un grafoy u,w € V.

SeaacV

Hallar un recorrido en profundidad de G, con origen a € V

si u, w pertenecen a un mismo arbol del bosque entonces
devolver si

si no
devolver no

Obviamente, el algoritmo determinista A resuelve REACHABILITY (debido a

la propiedad de los recorridos en profundidad) y, ademds, es de coste en tiempo
polinomial (especificamente, del orden O(n?)).

En consecuencia, REACHABILITY < P.

B e 0
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La clase P es estable por reducibilidad en tiempo polinomial

Proposiciéon 2: Sean Xi, X, problemas de decisién tales que X1 <P Xp y Xp € P.
Entonces, X; € P.

Demostracion:
* Puesto que X € P, existird un algoritmo determinista A de coste en tiempo

polinomial que resuelve el problema X5.

* Puesto que X1 <P Xj, existird una reducibilidad en tiempo polinomial, g, de X;
en X3. Es decir, existe una funcién total g de Ex, en Ex, que es computable en
tiempo polinomial y, ademds, para cada u € Ex;: u € Lx, <= g(u) € Lx,.

* Consideremos el algoritmo determinista B siguiente:

Entrada: u € Ex,
Calcular g(u)

Ejecutar el algoritmo A con entrada g(u)

Entonces, B es un algoritmo determinista de coste en tiempo polinomial que
resuelve el problema Xi; es decir, X; € P.

Nota: Pueden existir problemas de decision X, X» tales que X; <P Xp y X1 € P pero
que, en cambio, Xy ¢ P.
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La clase de complejidad NP

Sea f una funcién total computable 1-aria:

Definicion: NTIME(f) es el conjunto de todos los problemas de decision
resolubles por MTNDs que trabajan en tiempo acotado por f.

% Obviamente, TIME(f) C NTIME(f).
La clase de complejidad NP:

NP = | JNTIME(n")
keN

Definicién: NP es el conjunto de todos los problemas de decisién que son
resolubles por MTNDs que trabajan en tiempo polinomial.

NP: conjunto de todos los problemas de decision resolubles por MTNDs que trabajan
en tiempo polinomial.

NP: clase de complejidad de los problemas tratables (en modo no determinista).
Se verifica que P C NP.

) 0
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El problema CLIQUE

CLIQUE es el siguiente problema de decisién:

* Dado un grafo no dirigido G = (V, E) y un ndmero natural k < |V/|, determinar
si existe en G un clique de tamafio k.

Proposicion 3: CLIQUE € NP.

Demostraciéon: Vamos a describir una metodologia que permite establecer la pertenen-
cia a la clase NP de un cierto problema de decisién X:

* Se considera un algoritmo determinista .4 de fuerza bruta (coste en tiempo, ex-
ponencial) que resuelve X.

* A partir de A, se disefia un algoritmo no determinista, 3, de coste en tiempo,
polinomial que resuelve X.

De esta manera se probard que X € NP.

Un algoritmo determinista, A, de fuerza bruta que resuelve el problema CLIQUE es el
siguiente:
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Entrada: G = ({x1,...,%n}, E) un grafo no dirigidoy k € Nk < n
para cada subconjunto Vi de {x1,...,xn} hacer
si |Vi| = k' y Vi es un clique entonces
devolver si
devolver no
El coste en tiempo de este algoritmo es del orden O(2").
A partir del algoritmo determinista A disefiamos el algoritmo no determinista B;
Entrada: G = ({x1,...,%n}, E) un grafo no dirigidoy k € Nk < n
Vi 0
para i = 1 hasta n hacer
elecciédn e1, &
e : V1<—V1U{X,'}; k+— k-1
e : V1 < V1
si k =0y Vi es un clique de G entonces
devolver si

Veamos que el algoritmo no determinista B es de coste en tiempo polinomial y,
ademds, resuelve el problema CLIQUE.

) 0
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El algoritmo no determinista B es de coste en tiempo polinomial:

* El tiempo de ejecucién de la fase no determinista es del orden exacto de n.
* El tiempo de ejecucién de la fase determinista es del orden O(n?).

Luego, el coste en tiempo del algoritmo no determinista B es del orden O(n?).
Veamos, ahora, que el algoritmo no determinista B resuelve el problema CLIQUE.

* Supongamos que V; es un clique de G de tamafio k. Entonces se considera la
computacién C del algoritmo B que, en la fase no determinista, selecciona el
conjunto Vj. Entonces, la computacién C es, obviamente, de aceptacién.

* Supongamos ahora que la ejecucién del algoritmo B con entrada (G, k) contiene
alguna computacién C’ que es de aceptacidn.

Sea V] el conjunto seleccionado en la fase no determinista de C’. Puesto que C’
es de aceptacién, ha de verificarse que V/ es un clique de G de tamafio k.

‘
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La clase NP es estable por reducibilidad en tiempo polinomial
Proposicién 4: Sean Xi, X, problemas de decisién tales que X1 <P Xo y Xo € NP.
Entonces, X; € NP.

Demostracion:

* Puesto que X, € NP, existird un algoritmo no determinista A de coste en
tiempo polinomial que resuelve el problema X5.

* Puesto que Xj <P Xy, existird una reducibilidad en tiempo polinomial, g, de X
en X; es decir, g : Ex; — Ex, es computable en tiempo polinomial y para cada
u € Ex, setiene que u € Ly, <= g(u) € Lx,.
* Consideremos el siguiente algoritmo no determinista :
Entrada: u € Ex,
Calcular g(u)
Ejecutar el algoritmo no determinista A con entrada g(u)
Entonces, B es un algoritmo no determinista de coste en tiempo polinomial.
Ademss, B resuelve el problema Xj ya que para cada u € Ex; se tiene:

A resuelve X

u€ Ly sLbp g(u) € Lx, Existe, al menos, una computacién de aceptacién de A(g(v))

definic. B . ;2 ‘g
&5 Existe, al menos, una computacién de aceptacién de B(u)

Por tanto, X; € NP.

Nota: Pueden existir problemas de decisiéon X1, X» tales que X; <P X y X1 € NP
pero que, en cambio, Xz ¢ NP.
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El problema P versus NP

o Se tiene que P C NP: ‘iEs estricta la inclusion PCNP? ‘

P = NP?

e Problema P versus NP: determinar si coinciden las clases P y NP.

e Sin lugar a dudas, es el problema mds importante en Computer Science.

e Problema central de la Ciencia.

) 0
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Se cree ...

Informalmente, el problema P versus NP consiste en decidir cual de las dos
cuestiones (asociadas a un problema abstracto) es mas dificil:

* Hallar la solucién exacta del mismo.

x Comprobar si una presunta solucién de dicho problema es, realmente, una
solucién correcta.
Se cree que deberia ser mas dificil:
+ Encontrar la solucién que chequear la correccién de una presunta solucién.

* Resolver un problema que comprobar la correccién de una solucién.

Se cree que resolver un problema deberia ser mas dificil que chequear la co-
rreccion de una presunta solucién del mismo.

'3 &0
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Se cree ...

Esta creencia generalizada, se puede ilustrar con un ejemplo:

x Consideremos un problema abstracto que consiste en resolver un sistema
lineal de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas,

* Hallar la solucién (general) del sistema consiste en hallar el conjunto de
todas las ternas ordenadas de nimeros, que satisfagan las tres ecuaciones.

* Chequear si tres nimeros concretos es una solucién del sistema consiste
en comprobar si esa terna satisface las tres ecuaciones del sistema.

+ Todo parece indicar que hallar la solucién del sistema deberia ser mas
dificil que chequear la adecuacién de una presunta solucién.

Lo que se expresa diciendo: “todo parece indicar” que P # NP.

B e 0
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La conjetura P % NP

i Cémo se abordaria la resolucién de dicha conjetura?

* Definicién formal del concepto: un problema abstracto es mas dificil que otro
(reducibilidad en tiempo polinomial).

* Si se quiere probar que P C NP, los candidatos idéneos serian los problemas
mas dificiles de NP (que se denominaran problemas NP-completos).

* En 1970, S. Cook demostré la NP-completitud de un problema de decisién
relacionado con la légica proposicional (el problema SAT).

* Una metodologia para probar que P # NP:

* Elegir un problema NP-completo y probar que no pertenece a P.

* Ahora bien, si se prueba que un problema NP-completo pertenece a P
entonces resultaria que P=NP.

Se cree que P # NP vy, por ello, se dice que los problemas NP-completos son
presuntamente intratables.

) &0
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La conjetura P % NP

El Clay Mathematics Institute de Cambridge, Massachusetts (USA), ofrece un
millén de dolares para aquél que lo resuelva (The Millenium Prize Problems).

RGNC
17/66



i Qué sucederia si ...?7

e ;Qué sucederia si se probara que P # NP?

* Reforzamiento de la seguridad de los actuales sistemas de encriptacion.

* Existencia de problemas de complejidad intermedia (R. Ladner, 1975).

e ;Qué sucederia si se probara que P = NP?
* Consecuencias funestas para los sistemas de encriptacion actuales.
* Obtencién de pruebas mecanicas de teoremas matemdticos de interés.

* Posibilidad de contruir un decodificador universal.

) &0
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Criptosistemas

Sistema criptografico: método para reescribir un texto/mensaje (encriptacién) cuyo
contenido no puede ser ficilmente interpretado (desencriptacién), a menos que se dis-
ponga de un mecanismo “adecuado”’. Los procesos se implementan mediante claves.

* Cripsosistema simétrico: Misma clave para encriptar y desencriptar (ejemplo
DES - Data Encryption Standard) .

* Cripsosistema asimétrico: Distintas claves para encriptar y desencriptar (una
publica y otra privada; ejemplo RSA).

En 1976, W. Diffie y M. Hellman! formularon los principios tedricos que deberian
satisfacer los criptosistemas de clave pablica.

Primer criptosistema de clave publica verificando las condiciones de Diffie-Hellman: el
algoritmo RSA, propuesto en 1978 por R. Rivest, A. Shamir y L. Adleman 2

Asociado a cualquier criptosistema, existe un problema presuntamente intratable.

En el criptosistema RSA, se trata del problema de la factorizacion de semiprimos.
* Un ndmero natural n > 2 se dice que es semiprimo si es el producto de dos niimeros primos.

* Problema de la factorizacién de semiprimos: dado un niimero semprimo, hallar su factorizacién.

1W. Diffie, M. Hellman. New directions in cryptography. |IEEE Transactions on Information Theory, 22, 6
(1976), 644-654.
2R.L. Rivest, A. Shamir, L. Adleman. A method for obtaining digital signatures and public-key cryptosystems.
CAMC, 21, 2 (1978), 120-126..
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Desencriptacién de textos codificados en el sistema DES (Data Encryption
Standard).

Ataque convencional sobre un texto DES mediante bidsqueda exhaustiva:
* Un ordenador capaz de realizar un millén de operaciones por segundo,
tardaria unos mil afos.

x Puede ser decodificada por un ordenador molecular en unos cuatro
meses (D. Boneh, Ch. Dunworth y R.J. Lipton, 1996).

T
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Problemas NP—-duros

Para demostrar que P # NP, los candidatos idéneos (que pertenezcan a la clase NP y
no a la clase P), serian los problemas “mas dificiles” de la clase NP.

Definicion: Un problema de decision X es NP—duro sii para cada problema de
decisién X’ € NP se tiene que X’ <P X.

Proposicion 5: Si Xi, X> son problemas de decisién tales que X; es NP—duro y
X1 <P X;, entonces Xo> es NP—duro.

Demostracion:

Para probar que X2 es NP—duro, sea Z un problema arbitrario de la clase NP.
Puesto que X; es NP—duro resultard que Z <P Xi.
Finalmente, teniendo presente que X1 <P X, concluimos que Z <P X5.

Por tanto, el problema X, es NP—duro.

) 0
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Problemas NP—completos

Definicién: Un problema de decision X es NP—completo sii X € NP y X es
NP-duro.

Los problemas NP—completos son los mas dificiles de la clase NP:

* Para probar que P = NP, los testigos ideales serian los problemas
NP—-completos.
Proposicion 6: Si X1, X2 son problemas NP—completos, entonces X; =P X.
Demostracion:
En primer lugar, veamos que X; <” X;.
* En efecto: basta tener presente que X es NP—-duro y X; € NP (ya que X es
NP-completo).
De manera similar, se prueba que Xy <? X;.

* En efecto: basta tener presente que X; es NP—duro y X> € NP (ya que X es
NP-completo).
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Generacion de problemas NP—completos

Proposicién 7: (Generacion de problemas NP—completos)
Sea X un problema de decisién tal que:

* X € NP
* Existe Z (Z es NP—completo A Z <P X).

Entonces X es un problema NP—completo.

Demostracion:
Puesto que X € NP, bastard probar que X es un problema NP—duro.

Para ello, téngase presente que si Z es un problema NP—completo tal que
Z <P X, entonces de la proposicién 3 se deduce que X es NP—duro (al serlo Z).
|

Nota: De la proposicién 5 resulta que, para establecer la NP-completitud de un
problema X € NP, se necesita hallar/buscar/encontrar un problema NP-com-
pleto Z que sea mas facil que X (es decir, tal que Z <P X).

ur 2 T
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Nacimiento de la teoria de la Complejidad Computacional:
* Teorema de Cook: SAT es un problema NP—completo (1971).

Proposicién 8: Son equivalentes:

(a) Existe UN problema NP—duro, X, tal que X € P.

(b) P =NP.

Demostracion:
(a) = (b)
Sea X un problema NP—duro, X, tal que X € P. Veamos que NP C P.
Para ello, si Z € NP entonces Z <” X (ya que X es NP—duro).

Por tanto, de la proposicién 1 se deduce que Z € P.

(b) = (a)
Si P = NP entonces el problema SAT es NP-duro y SAT € NP =P
|
¥ P &>
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Proposicién 9: Se verifica que P = NP <= SAT < P.

Demostracion:

Supongamos que P = NP.

Puesto que el problema SAT es NP-completo resulta que SAT € NP = P.
Reciprocamente, supongamos que SAT € P. Veamos que P = NP.

Para ello, si Z € NP entonces Z <? SAT (ya que SAT es NP—duro).
Puesto que SAT € P, de la proposicién 1 se deduce que Z € P.

La bdsqueda de un adecuado problema NP—completo puede responder en
sentido afirmativo o en sentido negativo, a la conjetura P # NP.
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El problema SAT

Definicion: El lenguaje de la Légica Proposicional consta de:
* Conjunto numerable, VP, de variables proposicionales.
* Conectivas ldgicas: — (negacién) y V (disyuncién).

* Simbolos auxiliares: (y ).

Definicién: El conjunto PForm de las formulas proposicionales es el menor
conjunto, I, que contiene a VP y, ademis,

* Si P €T, entonces =P €.

* Si P,Q €T, entonces (PV Q) €T.
A partir de = y V se definen las conectivas légicas A\, — y <.
Notaremos

% =P asi P.

* PV Qasi P+ Q.

* PAQasi P-Q.

RGNC
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Definicién: Un literal es una variable proposicional o la negacién de una variable
proposicional.

Definicion: Una clausula es la disyuncién de un ndmero finito de literales.
Ejemplos: x1 VX2 VX3; X1V Xx2; X1V x2VX3

Definicién: Una férmula proposicional estd en forma normal conjuntiva (FNC) si es la
conjuncién de un nimero finito de cldusulas.
Ejemplo: (x1 VX2 VX3) A (X1 V x2)

Toda férmula proposicional en FNC es la conjuncién de una disyuncién de literales (las
supondremos en forma “simplificada”: las cldusulas y las variables no apareceran repe-
tidas ni serdn complementarias).

Definicién: Una valoracién (asignacion) de verdad es una aplicacién de VP en {0,1}.

% Toda valoracién de verdad se extiende de manera natural a una aplicacién de PForm en {0, 1} (a través de

las tablas de verdad).

Valoraciones de verdad relevantes para una férmula.
% Una valoracién relevante para una férmula es una aplicacién del conjunto de sus variables en {0, 1}.
% Si ¢ tiene n variables, entonces el nlimero total de valoraciones relevantes para ¢ es 2".

e &)
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Definicién: Dos férmulas proposicionales son semanticamente equivalentes si
cualquier valoracién le asigna a ambas el mismo valor.

* Toda férmula proposicional tiene una férmula semanticamente
equivalente en FNC (y en forma simplificada).

Definicién: Una férmula proposicional, ¢, es satisfactible sii existe, al menos,
una valoracidn, o, tal que o(p) = 1.

Problema SAT: Dada una férmula proposicional en FNC (y en forma
simplificada), determinar si es satisfactible.

) &0
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Proposiciéon 10: El problema SAT pertenece a la clase NP.

Demostracion: Se considera un algoritmo determinista A de fuerza bruta que
resuelva el problema:

Entrada: Una férmula ¢ € Egpa con Var(p) = {x1,..., X}
para cada valoracién o de {xi,...,x,} hacer
si o(¢) =1 entonces
devolver si

devolver no

Este algoritmo determinista es de coste en tiempo exponencial (especifica-
mente, del orden O(2")) y, obviamente, resuelve el problema SAT.

Inspirdndonos en él, vamos a disefiar un algoritmo no determinista 3, de
coste en tiempo polinomial, que resuelve el problema SAT.

e
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Consideremos el siguiente algoritmo 5B no determinista:

Entrada: Una férmula ¢ € Egp con Var(¢) = {x1,...,xn}

o+ 0
para cada /i = 1 hasta n hacer
Elegir e, &
e o+ oU{(x,0)} Fase no determinista

&0+ oU{(x,1)}
hallar o(yp)
si o(p) =1 entonces
1 y
devolver si Fase determinista

si no

devolver no

RGNC
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Hallemos el coste en tiempo del algoritmo B.
* Tiempo de la fase no determinista: exactamente n pasos (en cada una de las
computaciones).
* Tiempo de la fase determinista: el ndmero total de literales de la férmula.

El coste en tiempo del algoritmo B es lineal en el tamafio de la férmula de en-
trada (nimero total de literales de la férmula).

Veamos que el algoritmo B resuelve el problema SAT. Para ello, sea ¢ una férmula de
entrada del problema.

* Supongamos que ¢ es satisfactible. Sea oy una valoracién tal que ao(p) = 1.
Sea C la computacién que en la fase no determinista selecciona, precisamente,
oo. Entonces esa computacién C devolvera si y, por tanto, serd de aceptacién.

* Supongamos que ¢ no es satisfactible. Sea C cualquier computacién y notemos
o1 la valoracidn seleccionada en la fase no determinista. Entonces o1(¢) =0y,
por tanto, la computacién C no serd de aceptacion.

En consecuencia, el problema SAT pertenece a la clase NP.

e
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Problema SAT (k), para cada niimero natural k > 1

Para cada ndmero natural k > 1 se considera el siguiente problema:

Problema SAT (k): Dada una férmula proposicional en FNC en la que cada cldusula
posee, a lo sumo, k literales, determinar si es satisfactible.

Proposicién 11: Vk > 1 (SAT(k) <P SAT).

Demostracién: Consideremos la aplicacién F : Esar() — Esar definida asi:
F(¢) = ¢, para cada ¢ € Esar(i). Obviamente, F es una reducibilidad en tiempo
polinomial de SAT(k) en SAT.

Corolario: Vk > 1 (SAT(k) € NP).

Demostracion: Basta tener presente la estabilidad de la clase NP (proposicién 4).
|

Proposicién 12: Vk > 1 (SAT(k) <P SAT(k+1)).

Demostracién: Consideremos la aplicacién F : Esat() — Esat(ki1) definida asi:
F(¢) = ¢, para cada ¢ € Espt(i). Obviamente, F es una aplicacién “bien definida” vy,
ademds, es una reducibilidad en tiempo polinomial de SAT (k) en SAT(k+1).

|
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Teorema 1: El problema SAT(3) es NP—completo.

Demostracion: Por el teorema de generacién de problemas NP-completos
basta probar que SAT <” SAT(3).

e Para ello, a cada clausula ¢ de ¢ € Egr se le asocia una férmula
D. € Egyr(z) definida como sigue:

% Si ¢ posee, a lo sumo, 3 literales, entonces D, = c.

* Sic=h+---+1, (n>4), entonces

Dc=(h+z1) - (b+z+2z2) (Il + 2z0-1+2n) - 20

en donde zi, ..., z, son nuevas variables (distintas de las de c).
Se considera la aplicacién F : Espat — Esar(s) definida asi:

F(ci---¢p) = Dq --- D

P

S oo
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Veamos que F es computable en tiempo polinomial.

x El siguiente programa calcula F en tiempo polinomial:

Entrada: @=c¢----Cp con G =14+ (1<i<p)
para i < 1 hasta p hacer
si r, <3 entonces
DCi <— Cji
si no
Considerar nuevas variables z} ceszi
D, < (It +727) - 2]
para j < 2 hasta r; hacer
Dc; <= Dc; - (IIJ +Z{71 EJ:)
devolver D ...D,

Coste en tiempo: 0(r + -+ rp).
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Veamos que Vo € Esat (¢ € Lsat <= F(¢) € Lsar(s)); es decir, para cada
@ € Esar se tiene que ¢ es satisfactible sii F(p) es satisfactible.

Lema 1: Para cada cldusula ¢ se tiene que c es satisfactible sii D, es
satisfactible.

Demostracidn: Si c tiene, a lo sumo, tres literales, el resultado es obvio (ya
que ¢ = D.). Sea c una clusula tal que c=h + ...+ I, (con n > 4). Enton-
ces, Dc = (h+Z1) - (h+z1+Z2) (I + Zo—1 + Zn) - Zn.

x Supongamos que c es satisfactible. Sea o una valoracién tal que
o(c) = 1y consideremos jo = min{j : o(l;}) =1}. Sea 7 la valoracién:
(1)
7(z)
7(z)

m(x)
Se tiene que 7(D.) = 1.

o

e

) sil<j<n
sil<j<Jo
sijo<js<n
para cualquier otra variable

= o

x Supongamos que D, es satisfactible. Sea o una valoracién tal que
o(Dc) = 1, entonces se verifica que o(c) = 1. En efecto, de lo contrario,
o(h) =---=0(ln) = 0. En tal situacién, se prueba (por induccién acota-
da) que o(z1) =+ =o(z,) = 0.
Lo que es una contradiccién (pues z, es una cldusula de la férmula D).
]
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Lema 2: Para cada ¢ € Esar se tiene que ¢ € Loy <= F(p) € Lsat(s)
Demostracién: Sea p =c;----c,con ¢; = I} +... + [,
*x Supongamos que ¢ es satisfactible. Sea o una valoracién tal que

o(¢) = 1. Entonces, para cada i, 1 < i< p, o(c;) = 1. Luego, del lema
1 resulta que D, es satisfactible por una valoracién que “extiende” o.

Considerando, en su caso, las nuevas variables en D, distintas todas ellas
entre si, para 1 </ < p, existird una extensién de o que hace verdadera
las férmulas D, ..., D.,. Luego F(y) seré satisfactible.

* Supongamos que F(¢p) es satisfactible. Sea o una valoracién tal que
o(F(¢)) = 1. Entonces o(D,,) = ... = 0(D,,) = 1. De la prueba del
lema 1 resulta que o(c1) = ... =0o(c,) = 1. Luego, o(¢) = 1.

En consecuencia: SAT <P SAT(3).

*x Como SAT es NP-completo y SAT(3) € NP, del teorema de generacién
de problemas NP—completos se concluye que SAT(3) es NP-completo.

|
3 O @&»
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Corolario: Vk >3 (SAT(k) es NP-completo).
Demostracion: Por induccién sobre k (para k > 3).

x Caso base: k = 3. Se deduce del teorema anterior.

* Paso inductivo: Sea k > 3 tal que SAT (k) es NP-completo. Veamos que
SAT(k+1) también es NP-completo. En efecto:

* Por una parte, del corolario de la proposicién 11 resulta que SAT(k+1)
€ NP.

* Por otra parte, de la proposicién 12 resulta que SAT (k) <P SAT(k+1).

De estas relaciones y del teorema de generacién de problemas NP-com-
pletos, se deduce que SAT (k+1) es, también, NP-completo.

ur 2 T
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Problema k—SAT, para cada nimero natural k > 1

Problema k—SAT: Dada una férmula proposicional en FNC en la que cada cldusula
posee exactamente k literales, determinar si es satisfactible.

El problema k—SAT también se suele denotar asi: SAT* (k).

Proposicién 13: Vk > 1 (k-SAT <P SAT).

Demostracion: Consideremos la aplicacién F : E,_sat — Esat definida como sigue:
F(p) = ¢, para cada ¢ € E,_sat. Obviamente, F es una reducibilidad en tiempo po-
linomial de k—=SAT en SAT.

]

Corolario: Vk > 1 (k-SAT € NP).

Demostracion: Basta tener presente la estabilidad de la clase NP (proposicién 3).

s e @&
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Proposicién 14: Vk > 1 ( k—SAT <" (k+1)-SAT).

Demostracién: Consideremos la aplicacién F : E._sat — E;1)—sar definida
como sigue: si o = ¢y -+ - ¢p € Ex_sar entonces

Fle)=(a+2z1) (ca+Z1) (¢ + 2) (cp +Zp)

siendo z1, ..., z, nuevas variables (que no aparecen en las cldusulas ¢, ..., ¢).

Veamos que F es una reducibilidad en tiempo polinomial de k—=SAT en
(k+1)-SAT. En efecto:

* F(p) € Eji1)—sat, para cada ¢ € Ec_sar.
* F es computable en tiempo polinomial.

* Si @ es satisfactible, existe una valoracién o tal que o(¢) = 1. Luego

o(ci) =...=o0(c,) = 1. Por tanto, o(F(¢)) =1

* Si F(yp) es satisfactible, existe una valoracién 7 tal que 7(F(¢)) = 1. Lue-
gorT(a+zn)=71(a+z1)=...=7(cp+ 2,) =7(cp +Zp) =1y, por
tanto, 7(c1) = ... =7(cp) = 1; es decir 7(p) =1

En consecuencia, k—SAT <” (k + 1)-SAT.
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Teorema 4: El problema 3—-SAT es NP—completo.

Demostracién: Basta ver que SAT(3) < 3-SAT.

* Para cada cldusula ¢ de ¢ € Esar(s) se define la férmula D. como sigue:

* Si ¢ = h, entonces
De=(h+z+2z)- (h+Zi+2) (h+z+Z2) - (h+Z1+ 22)
en donde z1, z» son nuevas variables.

* Si ¢ =h + b, entonces
De=(h+h+t)-(h+h+1)

en donde t es una nueva variable.

* Si ¢ posee exactamente 3 literales, D. = c.

Sea F : Esar(s) — Ez_sat definida asf:

F(Cl"'cp):Dcl"'Dc

B e 0
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Veamos que F es computable en tiempo polinomial.

+ El siguiente programa calcula F en tiempo polinomial:

Entrada: @ =c¢ - -¢, con c,-El,-l—f—---—&—li"' (1<i<g<p, 1<r<3)
para i < 1 hasta p hacer
si rr =1 entonces
Considerar dos nuevas variables 2,1,2,2
D = (f +2f +20) - (f + 2 +2) - (F 42 +2) - (F +7] +7
si ri = 2 entonces
Considerar una nueva variable z;
D, < (I + 17 +zi) - (I + 7 +Z)
si r, = 3 entonces
DCi <— Cji
devolver D ...D

p

Coste en tiempo: O(r1 + -+ 1p).

B e 0
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Veamos que Yo € Esars) (¢ € Lsars) <= F(¢) € Ls_sur); es decir, para cada
¢ € Esar(s) se tiene que ¢ es satisfactible sii F(y) es satisfactible. .

Lema 1: Una cldusula ¢ con, a lo sumo, tres literales es satisfactible sii D. es
satisfactible.

Demostracion: Si ¢ posee exactamente tres literales entonces ¢ = D.. Luego
el resultado es trivial. Supongamos, pues, que ¢ posee, a los sumo, dos literales.
Sea ¢ una valoracién tal que o(c) =1y sea 7 una valoracién que extiende a o.

* Caso 1: Sea ¢ = h. Entonces 7(h) = 1. Luego
T(D)=17h+z1+2) 7(h+Z1+2) - 7(h+z21+Z2) - 7(h+Z1 +Z2) =1

* Caso 2: Sea c=h + hb. Como 7(h + k) =o(h + h) =1, se tiene que
T(D)=1h+h+t) - 7(h+h+t)=1.

Sea o una valoracién tal que o(D.) = 1.

* Caso 1: Sea ¢ = h. Entonces o(h) = 1, pues de lo contrario
O’(Zl) = O’(fl) =1.

% Caso 2: Sea c = h + h. Si o(h) = o(k) =0, entonces o(t) = o(t) = 1.
|
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Lema 2: Para cada ¢ € Esar(s) se tiene que ¢ € Lsarz) <= F(¢) € Lz _sar.

Demostracion: Sea ¢ = ¢1--- ¢ € Esars).

* Supongamos que ¢ es satisfactible. Sea o una valoracién tal que

o(¢) = 1. Entonces o(c1) = --- = o(cp) = 1. Si 7 es una valoracién que
extiende a o, entonces (D) = --- = 7(D,,) = 1.
* Supongamos que F((p) es satisfactible. Sea o una valoracién tal que
o(F(¢)) = 1. Entonces o(D,,) = --- = 0(D,,) = 1. Razonando como en
el lema 1, se tiene o(c1) = -+ = o(cp,) = 1. Por tanto, o(p) = 1.
[ |

En consecuencia, se tiene que SAT(3) <” 3-SAT.

Como SAT(3) es NP—completo y 3—SAT € NP, del teorema de generacién de
problemas NP—completos se concluye que 3—SAT es NP-completo.
|
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Corolario: Vk >3 ( k—SAT es NP-completo).

Demostracion: Se prueba por induccién sobre k.
x Caso base: k = 3. Se deduce del teorema anterior.

x Paso inductivo: Sea k > 3 tal que k—SAT. es NP-completo. Veamos que
(k+1)—SAT. también es NP-completo. En efecto:

* Por una parte, del corolario de la proposicién 13 resulta que (k+1)-SAT
€ NP.
* Por otra parte, de la proposicién 14 resulta que k—SAT <P (k+1)-SAT.
De estas relaciones y del teorema de generacién de problemas NP-com-
pletos, se deduce que (k+1)—-SAT es, también, NP-completo.
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Proposiciéon 15: 2-SAT < P.

Demostracién: Se establece una reducibilidad en tiempo polinomial del
problema 2—SAT a una versién del problema de la REACHABILITY.

x Corolario: 1-SAT € P.

Proposicién 16: SAT(2) <” 2-SAT.
Demostracién: Es similar a la prueba de que SAT(3) <” 3-SAT.

* Corolario: SAT(2) € Py SAT(1) € P.

# RGNC
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Problemas relevantes NP-completos
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El problema CLIQUE

* Dado un grafo no dirigido, G, y un nimero natural, k, determinar si
existe en G un clique de tamaio k.
En la Proposicion 3, se ha probado que CLIQUE € NP.
Teorema 5: El problema CLIQUE es NP—completo.
Demostracién: Veamos que SAT <” magentaCLIQUE.
Seap€ Ear,conp=ci-cpyci=I+...+1.

Construimos el grafo G, = (V,,, E,) como sigue:
Vo = {(i 1)y, () 1< i < p}
{(i,0), (k,@)} €Ep <= i Ak AL ATIALI< i k<pALLj<iAnl<g<ry

Consideramos la aplicacién F : Egpr — Ecrique definida como sigue:
F(e) = (Gy, p).
Vamos a probar que F es una reducibilidad en tiempo polinomial del problema

SAT en el problema CLIQUE (con lo cual, del teorema de generacién de proble-
mas NP-completos, se deducird la NP-completitud del problema CLIQUE).

l.]»§ RGNC
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* F es total computable en tiempo polinomial.

Entrada: <p:(Ill—|—~~~+/1r1)~~~(l;—|—~~~l,§")
para «a < 1 hasta p hacer
para (< 1 hasta p hacer
si « # [ entonces
para 7y < 1 hasta r, hacer
para § < 1 hasta rg hacer

si [} 75765 entonces
Ali,jl+ 1

En donde:
* A es la matriz de adyacencia del grafo G,.
* i=n+-+rq_1-+ esla posiciéon que ocupa [ en ¢.
% j=rn+---+rz_1+0eslaposicién que ocupa /3 en .

Obviamente, el algoritmo es de coste en tiempo polinomial.

P
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* Veamos que la férmula p = ci----cp, con G =M+ + 17 (1 <i<p),
es satisfactible si y solo si el grafo G, posee un clique de tamafo p.

* Supongamos que la férmula ¢ es satisfactible. Sea o una valoracién tal

que a(p) = 1.
Para cada i,1 < i < p, sea j;i = min {k € N | o(I¥) = 1}. Consideremos
el conjunto V4 = {I{l, ..., #?}. Entonces a(l{l) =...=0(l)=1y, por

tanto, de acuerdo con la definicién de G, resulta que V1 es un clique de
dicho grafo de tamafio p.

* Supongamos que el grafo G, posee un clique, V/, de tamafio p.
Entonces, el conjunto V] ha de ser del tipo V| = {/{,...,[}}, en donde //
sera un literal de la cldusula ¢; de ¢.

Consideremos la valoracién T definida como sigue: 7(//) =1y, para las
restantes variables. el valor de 7 es 0. Entonces, T estad bien definida ya
que en V| no puede aparecer un literal y su negacién.

De acuerdo con la definicién anterior 7(¢;) = 1, para cada cldusula ¢; ya
que, al menos, uno de los literales de ¢; es verdadero por T (concretamen-
te, el literal /).

Por tanto, 7(¢) = 1; es decir, la férmula ¢ es satisfactible.
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El

problema VC del recubrimiento de vértices

* Dado un grafo no dirigido, G, y un numero natural, k, determinar si existe un
recubrimiento de vértices de G de tamaiio k.

Proposicion 17: VC € NP.
Demostracion: Un algoritmo determinista, A, de fuerza bruta que resuelve VC es:

Entrada: G = ({x1,...,%n}, E) un grafo no dirigidoy k € N,k < n
para cada subconjunto V; de {x1,...,xn} hacer
si|Vi| =k y Vi es un r.v. entonces
devolver si

devolver no
El coste en tiempo de este algoritmo es del orden O(2").

A partir del algoritmo determinista A diseflamos el siguiente algoritmo no determinista
B de coste en tiempo polinomial que, ademds, resuelve el problema VC.

iy o -«
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Entrada: G = ({x1,
Vi+—0

para cada /i =1 hasta n hacer
Elegir e1, e

..yXn}, E) un grafo no dirigido y k€ N,k <n

e ViV Fase no determinista

ez:Vl(—VlL_J{X,'};k(—k—l

si k=0y Vi es un r.v.

de G entonces
devolver si

si no Fase determinista

devolver no

Veamos que este algoritmo no determinista es de coste en tiempo polinomial vy,
ademds, resuelve el problema VC.

1) &)
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El algoritmo no determinista 3 es de coste en tiempo polinomial:

* El tiempo de ejecucién de la fase no determinista es del orden exacto de n.
* El tiempo de ejecucién de la fase determinista es del orden O(n?).

Luego, el coste en tiempo del algoritmo no determinista B es del orden O(n?).
Veamos, ahora, que el algoritmo no determinista B resuelve el problema VC.

* Supongamos que Vi es un r.v. de G de tamafio k. Entonces se considera la
computacién C del algoritmo B que, en la fase no determinista, selecciona el
conjunto Vj. Entonces, la computacion C es, obviamente, de aceptacién.

* Supongamos ahora que la ejecucién del algoritmo B con entrada (G, k) contiene
alguna computacién C’ que es de aceptacidn.

Sea V] el conjunto seleccionado en la fase no determinista de C’. Puesto que C’
es de aceptacién, ha de verificarse que Vl’ es un r.v. de G de tamano k.

Teorema 6: El problema VC es NP—completo.

Demostracién: Basta tener presente que CLIQUE <P VC.

‘
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El problema 3—-COL

Sea G = (V, E) un un grafo no dirigidoy k > 1.

* Una coloracién de G con k colores es una aplicacién, f, de V en
{1,...,k}. La imagen f(v) de v € V es el color asignado al nodo v por
la coloracién f.

* Diremos que una coloracion, f, de G con k colores es valida si para cada
{u,v} € E, se tiene que f(u) # f(v).

* Diremos que G es coloreable con k colores si existe, al menos, una
coloracién vélida de G con k colores.

Problema 3-COL: Dado un grafo no dirigido, determinar si es coloreable
con 3 colores.

A continuacién, vamos a demostrar que el problema 3—-COL es NP-completo.
Para ello, probaremos: (a) 3—COL € NP; y (b) 3-SAT <” 3-COL.

ur 2 T
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NP-completitud del problema 3—COL

Proposicién 18: 3—-COL € NP.

Demostracién: Consideremos el siguiente algoritmo A no determinista:

Entrada: G = (V,E) un grafo no dirigido con V = {x1,...,Xn}.
f«0
para i =1 hasta n hacer
Elegir e1,e2, €3
e fU{(x,1)} Fase no determinista

e f«+ fU{(x,2)}

e f+— fU{(x;,3)}
para cada {u,w} € E hacer
si f(u) =f(w) entonces

devolver no Fase determinista

devolver si

e &0
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Hallemos el coste en tiempo del algoritmo A.

* Tiempo de la fase no determinista: exactamente n pasos (en cada una de las
computaciones).
* Tiempo de la fase determinista: cuadratico en el nimero de nodos del grafo.
El coste en tiempo del algoritmo A es cuadritico en el ndmero de nodos del grafo de
entrada; se decir, lineal en el tamafio de dicho grafo.

Veamos que A resuelve el problema 3-COL. Para ello, sea G un grafo no dirigido:

* Supongamos que G es coloreable con 3 colores. Sea f una coloracién vélida de
G con 3 colores y consideremos la computacién C que en la fase no determinista
selecciona, precisamente, la coloracién f. Entonces esa computacién C devolve-
rd si y, por tanto, serd de aceptacién.

* Supongamos que G no es coloreable con 3 colores. Sea C’ cualquier computa-
cién y notemos f’ la coloracién de G con 3 colores seleccionada en la fase no
determinista. Entonces f’ no serd una coloracién valida y, por tanto, la compu-
tacién C’ no serd de aceptacién.

En consecuencia, el problema 3—COL pertenece a la clase NP.

e
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Teorema 7: El problema 3—COL es NP—completo.

Demostraciéon: Veamose que 3—-SAT <P 3-COL.

Para cada ¢ € E3_saT se construye un grafo no dirigido G, como sigue:
* Triangulo base (vértices T, F y A):

A

T@/;\eF

* Cada variable x de ¢ proporciona dos nuevos vértices (x y X):

X

x|
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x Cada clausula ¢ = I + h + / de ¢ proporciona seis nuevos vértices.

Vértices afadidos: externos e internos.

&)
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Se considera la aplicacién F : E3_sat — E3_coL definida por F(p) = G,.
x La aplicacién F es total computable en tiempo polinomial.
— Si ¢ consta de n variables y p cldusulas, entonces el grafo G, posee
3+ 2n+6p nodos y 3+ 3n+ 12p aristas.
* Veamos que ¢ es satisfacible si y sélo si G, es coloreable con 3 colores.

® Supongamos que ¢ es satisfactible. Sea o una valoracién tal que
o(p) = 1. Consideremos en G, la siguiente coloracién:
* Tridngulo basico: colores T, F y A.
* Vértice asociado a x: color T si o(x) =1y color F si o(x) =0.
x Sic=h + h+ s es cldusula de ¢ y o(h) =1, entonces, el vértice
externo adyacente a /1 lo coloreamos con F, los restantes externos
con Ay los internos como “correspondan’ .

La coloracién asi definida es un coloreado vilido de G.
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e Supongamos ahora que G, es coloreable con 3 colores (T, F y A).

* En tal situacién, las variables de ¢ sélo pueden estar coloreadas con T o
con F (y de forma compatible).

* Consideramos la valoracién o definida como sigue:
— o(x) =1 si x es una variable coloreada con T.
— o(x) = 0 si x es una variable coloreada con F.

Veamos que esa valoracién o verifica que o(¢) = 1.

En efecto: si o(¢) = 0 entonces existiria una cldusula c =l + h + /5 de

¢ tal que o(h) = o(h) = (k) = 0. Pues bien, en ese caso no seria posi-
ble colorear validamente los nodos asociados a esa cldusula ya que los no-
dos externos tendrian que ser coloreados con Ay, entonces, seria imposi-

ble colorear los tres nodos internos (ya que forman un triangulo).
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El problema HAM-PATH

Dado un grafo G (dirigido o no dirigido) y dos nodos x,y de G, un camino
hamiltoniano de x a y en G es un camino simple de x a y que pasa por todos
los nodos de G.

Un ciclo hamiltoniano de G es un ciclo simple de G que pasa por todos los
nodos de G.

Versidn dirigida del camino hamiltoniano con dos nodos distinguidos:

Dado un grafo dirigido, G, y dos nodos distinguidos x, y, determinar
si existe un camino hamiltoniano desde x hasta y.

Proposicion 17: HAM-PATH < NP.

Se propone como ejercicio voluntario.

) 0
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Teorema 2: El problema HAM—-PATH es NP—completo.
Demostracion: Veamos que 3-SAT < HAM-PATH.

Para cada p = c1-... ¢ € Es_sar, con Var(p) = {x1,...,xn}, se construye
un grafo dirigido G, = (V,,, E,) como sigue:

* Cada variable, x;, de ¢ proporciona el siguiente subgrafo de G, con
estructura de diamante:

1
Xi

¥ Paracada i,1<i<n, (x},x}1) € E,,
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* Cada cldusula, ¢;, proporciona un nodo conectado en el grafo como sigue:

* Si x; aparece en ¢j, entonces
.

X c,

o_ex

* Si X; aparece en ¢j, entonces

1
X c;
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Sea F : Es_sat — Egam—_patn definida por F(p) = (G<p,x117 ).

* F es total computable en tiempo polinomial.

* Aserto: Para cada ¢ € E3_saT, @ es satisfactible sii el grafo G, posee un

camino hamiltoniano de Xll a x,‘}.

® Sean ¢ =c1...Cp, con Var(p) = {x1,...,xa} y o una valoracién tal que
o(¢) = 1. Se construye un camino hamiltoniano de xl1 a x* como sigue:

* Si o(x;) =1, entonces se recorre el diamante asociado de izquierda
a derecha.

* Si o(x;) = 0, entonces se recorre el diamante asociado de derecha a
izquierda.
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~ Sea ¢; una cldusula 'y ro = min{r: o(l[) =1}.
Si /j'0 = x;, entonces se hace el siguiente desvio:

1
X c;

Si /j'0 = Xj, entonces se hace el siguiente desvio:

1
X c;
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e Reciprocamente, sea v un camino hamiltoniano de xl1 a x*. Vamos a construir
una valoracién o tal que o(¢) = 1.

* El camino « debe ser normal: recorre cada diamante bien de izquierda a
derecha, o de derecha a izquierda, con la posible salvedad del pequefio
atajo para visitar una cldusula.

* Consideramos la valoracién o definida asi:

o(x;) = 1, si el diamante asociado a x; se recorre de izquierda a derecha
S 0, si el diamante asociado a x; se recorre de derecha a izquierda

Se tiene que o(p) = 1.
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