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Principio de definicién

o La légica se extiende dindmicamente, afiadiendo nuevas
definiciones de funciones usando la directiva fun entre otras
posibilidades.

o Cada definicién afiade nuevos axiomas a la légica
o La consistencia de la légica se debe mantener

@ Sélo se admiten funciones bajo ciertas restricciones
e Sélo se puede hacer referencia a funciones previamente definidas
e Las dnicas variables de la definicién han de ser las que aparecen

como sus argumentos o las introducidas mediante entornos locales
e Sélo se admiten funciones que terminan para cualquier dato de
entrada

o Esto asegura extensiones consistentes y conservativas de la légica
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Principio de definicién

e Dada una historia ‘H (secuencia de definiciones previas), una
definicién por casos con la directiva £un es admisible respecto de
H si
e se introduce un simbolo de funcién £ nuevo (no aparece en H) de

aridad n,

o los casos de la definicién de £ son una particiéon completa del
dominio declarado de la funcién &,

e el cuerpo de cada caso de la definicién es un término en el lenguaje
de H ampliado con el simbolo £ de aridad n, cuyas variables libres
estan entre las usadas para especificar el caso,

e y se pueden demostrar las conjeturas de terminacion de £

@ Si la definicién es aceptada, para cada caso de la definicién de £
se introduce un axioma que expresa la regla de sustitucién
asociada.
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Principio de definicién

@ Definicién de la funcion fibonacci

fun fib0 :: "nat => nat" where
"£ib0 0 = 1"
| "£ib0 (suc 0) = 1"
| "£ib0 (Suc (Suc n)) = £ib0 n + £ib0 (Suc n)"

@ Definicién con un entorno local

fun fibl :: "nat => nat" where
"fibl 0 = 1"
| "fibl (Suc 0) = 1"
| "fibl (Suc (Suc n)) = (let m = n+l in fibl n + fibl m)"
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Principio de definicién

@ No se permite el uso de variables globales

fun fib2 :: "nat => nat" where
"fib2 0 = y"
| "£ib2 (suc 0) = y"
| "fib2 (Suc (Suc n)) = fib2 n + fib2 (Suc n)"

o Esta definicién aiadiria el siguiente axioma a la ldgica:
£ib2 0 = y
donde y es una variable global, cuyo valor puede cambiar después
de la definicién de £iv2. Este cambio de valor puede hacer que
el axioma anterior produzca una inconsistencia en el sistema
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Principio de definicién

@ No se permiten las recursiones infinitas

fun infinita :: "nat => nat" where
"infinita n = 1 + (infinita n)" J

o Esta definicién afiadiria el siguiente axioma a la ldgica:
infinita n = 1 + (infinita n)
o El uso de esta igualdad como regla de simplificacién introduciria
el sistema en un bucle infinito
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Principio de definicién

@ No se permiten definiciones por recursiéon mitua

fun par :: "nat => bool" where
"par 0 = True"

| "par (Suc n) = impar n"

fun impar :: "nat => bool" where
"impar 0 = False"

| "impar (Suc n) = par n"

@ La primera definicién incluiria un axioma que hace referencia a
un simbolo de funcién desconocido !!
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Principio de definicién

@ Pero si la definicidon de dos funciones distintas en la misma
directiva fun

fun par :: "nat => bool"

and impar :: "nat => bool" where
"par 0 = True"

| "par (Suc n) = impar n"

| "impar 0 = False"

| "impar (Suc n) = par n"
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Principio de definicién

o El propio sistema fuerza a que las funciones tomen un valor para
cualquier dato de entrada (funciones totales)

e Comprueba que los casos de la definicién forman una particién
completa y consistente del dominio de la funcién definida

o Las funciones predefinidas en el sistema son totales (salvo contadas
excepciones que generan errores controlados)

e Sélo se permite la versién completa del condicional it
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Principio de definicién

o El sistema es capaz de detectar cuando faltan casos en una

definicién

fun fib3 :: "nat => nat" where
"fib3 0 = 1"

| "£ib3 (Suc 0) = 1"

@ Aunque no se produce un error, el sistema identifica la situacién
en la que la definicién no se puede usar.
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Principio de definicién

@ Podemos ver detalles sobre las conjeturas asociadas a los casos
de la definicién con la directiva ampliada function

function fib4 :: "nat => nat" where
"fib4 0 = 1"

| "fib4 (Suc 0) = 1"

| "fib4 (Suc (Suc n)) = fib4 n + fib4 (Suc n)"
by pat_completeness auto

@ Al usar esta directiva hay que indicar las estrategias que se
deben usar para demostrar las propiedades de completitud

@ pat_completeness €S una estrategia que demuestra de forma
automdtica la completitud de los casos de la definicién
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Conjeturas de terminacion

e Dada una historia ‘H (secuencia de definiciones previas), las
conjeturas de terminacién de una definicién aseguran que existe
una relacion Ry una medida en el lenguaje de ‘H verificando
o La medida justifica que la relaciéon R es bien fundamentada
o No existen cadenas descendentes infinitas

e En cada llamada recursiva, si se cumplen los términos que influyen
en dicha llamada entonces los argumentos de la llamada recursiva
estan relacionados con respecto a R con los argumentos del caso
correspondiente, es decir, son menores con respecto a R
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Admisién de funciones recursivas

@ La funcién factorial

fun factorial :: "nat => nat" where
"factorial 0 = 1"
| "factorial (Suc n) = n * factorial n"

o La relacién podria ser la descrita por el conjunto
R = {(n,Suc n),n € N}

@ La medida que justifica la buena fundamentacién es la funcién
identidad

e Hay una dnica llamada recursiva: factorial n
o La conjetura de terminacién es (n,Suc n) € R
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Admisién de funciones recursivas

@ En una recursién infinita no es posible encontrar una relacién
bien fundamentada con respecto a la cual los argumentos de la
llamada recursiva sean menores que los argumentos del original

fun infinita :: "nat => nat" where
"infinita n = 1 + (infinita n)" J

e En este caso el argumento de la llamada recursiva es el mismo que
el original, por tanto es imposible que sea menor con respecto a una
relacion buen fundamentada
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Admisién de funciones recursivas

@ Concatenacion de listas

"concatena [] ys = ys"

fun concatena :: "'a list => ’'a list => ’'a list" where
| "concatena (x#xs) ys = x#(concatena xs ys)" J

o La relacién podria ser la descrita por el conjunto
R = {((x1s, y1s), (x2s, y2s)), length x1s < length x2s}

o La medida que justifica la buena fundamentacién es la longitud de la
primera componente

e Hay una Ulnica llamada recursiva: concatena xs ys
o La conjetura de terminacién es ((xs, ys), (x#xs,ys)) € R
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Admisién de funciones recursivas

@ Listas ordenadas

fun ordenada :: "nat list => bool" where
"ordenada [] = True"
| "ordenada [x] = True"

| "ordenada (x1#x2#xs) = (x1 <= x2 /\ ordenada (x2#xs))"

e La relacién podria ser la descrita por el conjunto

R = {(xs, ys), length xs < length ys}

o La medida que justifica la buena fundamentacién es la funcién longitud
e Hay una unica llamada recursiva: ordenada (x2#xs)

o La conjetura de terminacién es (x2#xs, x1#x2#xs) € R
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Admisién de funciones recursivas

@ Mezcla ordenada de dos listas

fun mezcla :: "nat list => nat list => nat list" where
"mezcla [] ys = ys"
| "mezcla xs [] = xs"

| "mezcla (x#xs) (y#ys) = (if x < y
then x# (mezcla xs (y#ys))
else yi# (mezcla (x#xs) ys))"

o La relacién podria ser la descrita por el conjunto

R = {((x1s, yls), (x2s, y2s)),
length x1s + length yls < length x2s + length y2s}

o La medida que justifica la buena fundamentacién es la suma de las
longitudes de las dos componentes
o La primera llamada recursiva es: mezcla xs (yi#ys)
o La conjetura de terminacién es
x <y — ((xs, y#ys), (x#xs, y#ys)) € R
o La segunda llamada recursiva es: mezcla (x#xs) ys

o La conjetura de terminacién es
—(x <'y) = ((x#xs,ys), (x#xs, y#ys)) € R
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Admisién de funciones recursivas

@ Mezcla ordenada de dos listas

fun mezcla :: "nat list => nat list => nat list" where
"mezcla [] ys = ys"
| "mezcla xs [] = xs"

| "mezcla (x#xs) (y#ys) = (if x < y
then x# (mezcla xs (y#ys))
else y# (mezcla (x#xs) ys))"

e También se podria definir la relacién a partir del orden lexicografico
de varias medidas
R= {((X157 y].S), (X25, yzs))a
length x1s < length x2s V length yls < length y2s}
o El orden lexicogrifico compara primero con respecto a la primera

medida y, en caso de que sean iguales, pasa a comparar con respecto a
la siguiente
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El principio de induccién estructural

@ Una prueba por induccién de Vn € N, ¢p(n), con

n—1
p(n) =n’=> (2k+1)
k=0

e Caso base: n & Nt — ¢(n)
o La propiedad no tiene validez cuando n € N
o La propiedad es trivial paran =0
@ Caso de induccién: (n € Nt) A ¢p(n — 1) — ¢(n)
e La induccién es vélida pues la hipétesis de induccidn se establece

para el valor n — 1, menor que n, y el conjunto de los niimeros
naturales estd bien ordenado con respecto al orden usual
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El principio de induccién estructural

e La férmula VX ¢(X) se deriva a partir de las siguientes férmulas
e Casos de induccion: Paracadal <i <k

Qi(X) A oi1(@(X)) A ... A gin(9(X) = @(X)

o (Caso base:
2q1(X) A .o A ge(X) = o(X)

donde q1(X)....,qk(X) son términos, oij, (Vi, j) son
sustituciones y existe un término m(X) y una relacién bien
fundamentada <R tal que para cada i, j, se tiene

qi(X) — oij(m(xX)) <r m(X)
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El principio de induccién estructural

@ Una prueba por induccién de Vn € N, ¢(n), con

n—1

Pp(n) =n* =) (2k+1)

k=0

o Caso de induccién: qi(n) = (n € N*), 1,1 = {n/n — 1}
q1(n) A o1,1(¢(n)) — &(n)

o Caso base:
—q1(n) — ¢(n)

e El término m(n) es ny la relacién <Rg es el orden habitual entre
los nimeros naturales

qi(n) = o1,1(m(n)) <gr m(n)
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El principio de induccién estructural

@ Una prueba por induccién de Vn € N, ¢(n), con

n—1

p(n) =n’=> (2k +1)

k=0

o Caso de induccién: q1(n) = (n € N*), 011 = {n/n — 1}
n e Nt A¢(n—1) = ¢(n)

o Caso base:

»(0)

e El término m(n) es ny la relacién <R es el orden habitual entre
los nimeros naturales

neNt 5n—1<n
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El principio de induccién estructural

@ Definicién de la funcidén sumaImpares

fun sumalImpares :: "nat => nat" where
"sumaImpares 0 = 0"
| "sumaImpares (Suc n) = (2*n+l) + sumaImpares n"

@ Propiedad a demostrar:

lemma sumalImparesCuadrado:
"sumaImpares n = n"2" J

@ Objetivos generados con (induct n)

2. /\n. sumaImpares n = n"2 ==>

1. sumaImpares 0 = 072
sumaImpares (Suc n) = (Suc n) 2 ’
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Induccién asociada a tipos de datos recursivos

@ Numeros naturales

datatype nat =
0
| Suc nat

thm nat.induct

@ Esquema de induccién asociado

?P 0 ==>
(/\nat. ?P nat ==> ?P (Suc nat)) ==>
?P ?nat
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Induccién asociada a tipos de datos recursivos

o Listas

datatype 'a list =
[1

| cons "a "’a list"

thm list.induct

@ Esquema de induccién asociado

2P [] ==>
(/\x1 x2. ?P x2 ==> ?P (cons x1 x2)) ==>
?P ?list
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Induccién sugerida por una definicién

@ Admisién de la funcidn sumaImpares

fun sumalmpares :: "nat => nat" where
"sumaImpares 0 = 0"
| "sumaImpares (Suc n) = (2*n+l) + sumaImpares n"

o La relacidon podria ser la descrita por el conjunto
R = {(n,Suc n),n € N}

e La medida que justifica la buena fundamentacién es la funcién
identidad

e Hay una dnica llamada recursiva: sumaImpares n
o La conjetura de terminacién esn € N — (n,Suc n) € R
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Induccién sugerida por una definicién

@ Esquema de induccién asociado a la funcién sumaImpares

e Hay un Unico caso de induccién con una sustitucién
° qi(n) = (n € NY)
@ 01,1 = {n/n b 1}

o El caso base se caracteriza por —(q1(n)), que restringido a los
nimeros naturales es equivalente an = 0

e Si <R es el orden asociado a la relacién bien fundamentada R y el
término m(n) = n, entonces se tiene

q1(n) — o1,1(m(n)) <r m(n)
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Induccién sugerida por una definicién

@ Esquema de induccién asociado a la funcién sumaImpares

e Hay un Unico caso de induccién con una sustitucién
° qi(n) = (n € NY)
@ 01,1 = {n/n b 1}

o El caso base se caracteriza por —(q1(n)), que restringido a los
nimeros naturales es equivalente an = 0

e Si <R es el orden asociado a la relacién bien fundamentada R y el
término m(n) = n, entonces se tiene

(neNT) - n—1<gn

o Que es equivalente an € N — (n,Sucn) € R

@ La conjetura de terminacién que justifica la admisién de la
funcidn sirve para justificar el esquema de induccién
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Esquemas de induccién en ISABELLE

@ Definiciones:

datatype 'a arbol = Hoja "’'a"

| Nodo "’a arbol" "’'a arbol"
fun numeroHojas :: "'a arbol => nat" where
"numeroHojas (Hoja x) = 1"

| "numeroHojas (Nodo i d) = numeroHojas i + numeroHojas d"

fun aplana :: "’'a arbol => ’‘a list" where
"aplana (Hoja x) = [x]"
| "aplana (Nodo i d) = (aplana i)@(aplana d)"
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Esquemas de induccién en ISABELLE

o Conjetura:

lemma numeroHojasLengthAplana:
"numeroHojas a = length (aplana a)" J

@ Posibles inducciones para demostrar la conjetura

e Induccién asociada al tipo de dato arbol
e Induccién sugerida por (aplana a)
e Induccién sugerida por (numeroHojas a)

@ Es el mismo esquema de induccién
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Esquemas de induccién en ISABELLE

@ Induccién asociada al tipo de dato: (induct a)

1. /\x. numeroHojas (Hoja x) =
length (aplana (Hoja x))

2. /\al a2.
numeroHojas al = length (aplana al) ==>
numeroHojas a2 = length (aplana a2) ==>

numeroHojas (Nodo al a2) =
length (aplana (Nodo al a2))
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Esquemas de induccién en ISABELLE

@ Definiciones:

fun partePar :: "'a list => ‘a list" where
"partePar [] [

| "partePar [x] [x]"

| "partePar (x# (y#xs)) x# (partePar xs)"

fun parteImpar :: "'a list => ’'a list" where
"parteImpar [] [

| "parteImpar [x] [

| "parteImpar (x# (y#xs)) v# (parteImpar xs)"

fun mezclaZip :: "’'a list => ’'a list => ’'a list" where
"mezclaZip [] ys = ys"
| "mezclaZip xs [] = xs"

| "mezclaZip (x#xs) (y#ys) = x# (y# (mezclaZip xs ys))"
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Esquemas de induccién en ISABELLE

o Conjetura:

lemma mezclaZipPartesParImpar:
"mezclaZip (partePar xs) (parteImpar xs) = xs" J

@ Posibles inducciones para demostrar la conjetura

e Induccién asociada al tipo de dato lista
e Induccidn sugerida por partePar xs
e Induccién sugerida por parteImpar xs

@ lgual al sugerido por partePar xs
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Esquemas de induccién en ISABELLE

@ Induccién asociada al tipo de dato lista: (induct xs)

1. mezclaZip (partePar []) (parteImpar []) = []

2. /\a xs.
mezclaZip (partePar xs) (partelImpar xs) = xs ==>
mezclaZip (partePar (a # xs))

(parteImpar (a # xs)) = a # xs
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Esquemas de induccién en ISABELLE

@ Esquema de induccién asociado a la funcién partepar

?P [] ==>

(/\x. ?P [x]) ==>

(/\x y xs. ?P xs ==> ?P (x # y # xs)) ==>
?P 2a0.0

@ Induccién sugerida por partepar xs:

(induct xs rule: partePar.induct)

1. mezclaZip (partePar []) (parteImpar []) = []

2. /\x. mezclaZip (partePar [x]) (parteImpar [x]) = [x]
3. /\x y xs.
mezclaZip (partePar xs) (parteImpar xs) = xs ==>

mezclaZip (partePar (x # y # xs))
(parteImpar (x # y # xs)) = x # y # xs
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Esquemas de induccién en ISABELLE

@ Definiciones:

fun menorLista :: "int
"menorLista a []
| "menorLista a (x#xs)

> int list => bool" where
True"
(a <= x /\ menorLista a xs)"

fun ordenada :: "int list => bool" where
"ordenada [] = True"
| "ordenada (x#xs) = (menorLista x xs /\ ordenada xs)"
fun mezcla :: "int list => int list => int list" where
"mezcla [] ys = ys"
| "mezcla xs [] = xs"

| "mezcla (x#xs) (y#ys) = (if x <= y
then x # mezcla xs (y#ys)
else y # mezcla (x#xs) ys)"
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Esquemas de induccién en ISABELLE

o Conjetura:

lemma ordenada_mezcla:
assumes "ordenada xs"
"ordenada ys"

shows "ordenada (mezcla xs ys)"

@ Posibles inducciones para demostrar la conjetura
e Induccién asociada al tipo de dato lista
e Induccién sugerida por ordenada xs
e Induccién sugerida por ordenada ys
e Induccién sugerida poOr mezcla xs ys
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Esquemas de induccién en ISABELLE

@ Induccién asociada al tipo de dato lista: (induct xs)

1. ordenada (mezcla [] ys)

2. /\a xs.
ordenada (mezcla xs ys) ==>
ordenada (mezcla (a # xs) ys)

@ Induccién asociada al tipo de dato lista: (induct ys)

1. ordenada (mezcla xs [])

2. /\a ys.
ordenada (mezcla xs ys) ==>
ordenada (mezcla xs (a # ys))
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Esquemas de induccién en ISABELLE

@ Esquema de induccién asociado a la funcién ordenada

(/\x xs. ?P xs ==> ?P (x # xs)) ==>

2P [] ==>
?P ?a0.0 J

@ Induccién sugerida por ordenada xs:

(induct xs rule: ordenada.induct)

1. ordenada (mezcla [] ys)

2. /\x xs.
ordenada (mezcla xs ys) ==>
ordenada (mezcla (x # xs) ys)

@ El mismo esquema de induccién que el asociado a las listas
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Esquemas de induccién en ISABELLE

@ Esquema de induccidén asociado a la funcién mezcia

(/\ys. ?P [] ys) ==>

(/\v va. ?P (v # va) []) ==>

(/\x xs y ys.
(x <=y ==> ?P xs (y # ys)) ==>
(-(x <= y) ==> ?P (x # xs) ys) ==>
?P (x # xs) (y # ys)) ==>

?P ?a0.0 ?al.0

@ Induccién sugerida por mezcla xs ys:

(induct xs ys rule: mezcla.induct)

1. /\ys. ordenada (mezcla [] ys)

2. /\v va.
ordenada (mezcla (v # va) [])

3. /\x xs y ys.
(x <= y ==> ordenada (mezcla xs (y # ys))) ==>
(-(x <= y) ==> ordenada (mezcla (x # xs) ys)) ==>
ordenada (mezcla (x # xs) (y # ys))
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