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Légicas clasicas

@ Objetivos de la légica:
e Formalizacién del lenguaje natural.
o Desarrollar métodos de razonamiento independientes del contexto.

@ Sistemas ldgicos:

Légica proposicional.

e Ldgica de primer orden.
o Ldgica de orden superior.
o Ldgicas modales.

o Ldgicas descriptivas.
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Légicas clasicas

o Las ldgicas clasicas son sistemas formales que cumplen:

e Principio de tercio excluso: Cualquier afirmacién es verdadera o
falsa.

e Principio de no contradiccion: No hay afirmaciones que sean
verdaderas y falsas al mismo tiempo.

e Principio de explosion: De una afirmacién contradictoria se puede
deducir cualquier cosa.

e Principio de monotonia de la implicacion: Las hipétesis de cualquier
hecho derivado pueden ampliarse con supuestos adicionales.

o Ejemplos:
o Ldgica proposicional.
e Ldgica de primer orden.
e Ldgica de segundo orden.
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Ldgica proposicional
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Argumentaciones y formalizacién

@ Argumentaciones:

o Si el tren llega a las 7 y no hay taxis en la estacién, entonces Juan
llegara tarde a la reunién. Juan no ha llegado tarde a la reunién. El
tren llegé a las 7. Por tanto, habia taxis en la estacién.

o Si hay corriente y la lampara no estad fundida, entonces estd
encendida. La ldmpara no estd encendida. Hay corriente. Por tanto,
la ldmpara esta fundida.
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Argumentaciones y formalizacién

@ Formalizacién:
o Primer caso:

o p = “el tren llega a las 7"

@ g = “hay taxis en la estacién”

@ r = “juan llegara tarde a la reunién”
e Segundo caso:

e p = “hay corriente”

o q = “la ldmpara esta fundida”

@ r = “la lampara esta encendida”

@ En ambos casos:
e Argumentacién: Si p y no g, entonces r. No r. p. Por tanto, q
e Formulacién: p A =q — r,—r,p = q.
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o Alfabeto proposicional:

e Variables proposicionales: p, q, r,

. P1L, P2, ...
o Conectivas ldgicas:

@ Conectivas monarias:
negacién, —.

o Conectivas binarias:
conjuncién, A;
disyuncién, V;
condicional —;
bicondicional <.

e Simbolos adicionales: (y ).
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@ Foérmulas proposicionales:

o Cualquier variable proposicional es una férmula (férmulas atémicas).
e Si F y G son férmulas entonces también son férmulas:

Negacién: (—F)

Conjuncién: (F A G)

Disyuncién: (F Vv G)

Condicional: (F — G)

Bicondicional: (F <+ G)

@ Ejemplos:

o Son férmulas: p, (p V (—9)), ((p A q) — (a V p)).
o No es férmula: (p A VQq).
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@ Notacién:

e Variables proposicionales: p, q, r

e Conjunto de todas las variables proposicionales: VP

e Férmulas proposicionales: F, G, H

e Conjunto de todas las férmulas proposicionales: Prop

@ Los paréntesis se eliminan cuando no hay duda sobre el uso de

las conectivas ldgicas.

e Se eliminan los paréntesis externos:
e FV G en lugar de (F VvV G).

e Se usa una precedencia entre las conectivas: —, A, V, —, <>.
@ FAG — —F Vv G en lugar de (F A G) — ((—F) V G)

e Asociacién por la derecha de las conectivas:
@ FVGVHenlugarde FV (GVH)
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Semdntica

@ Valores de verdad: verdadero (1 0 T) y falso (0 o L)

o El conjunto de los valores de verdad es B
@ Funciones de verdad asociadas a las conectivas:

Hﬁ(i)={(1) sii=0

sii=1

.1 sii=j=1
HAG 1) = { 0 en otro caso
[0 sii=j=0
Hy(i,j) = { 1 en otro caso

0 sii=1yj=0
1 en otro caso
1
0

HoG) = {

Ho(i)={ g o5/0]

en otro caso
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Semdntica

@ Tablas de verdad:

o Conectivas monarias:

Nl

1|0

0|1

o Conectivas binarias:

i j‘i/\j‘iVj‘i—)j\i(—)j
0/0] O 0 1 1
0/1] O 1 1 0
1/0| O 1 0 0
1|1 1 1 1 1
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Semdntica

@ Interpretaciones: Funciones del conjunto de las variables
proposicionales en el conjunto de valores de verdad.

1:VP — B

o Para cada interpretacién | existe una unica funcién que da
significado a las férmulas, | : Prop — B, tal que:

I(F) si F es atémica
I(F) = ¢ H-(I(G)) siF =-G
H.(I(G),I(H)) siF=GxH

Donde * es cualquier conectiva binaria.
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Semdntica

@ Interpretaciones de férmulas:
o F=(pVag)A(—qVr)en la interpretacién Iy tal que
li(p) =li(r) =1eli(q) =0:

plalr|pVa|l—-q|-qVr|F
1o/t 1 |1 1 |1

o F=(pVg)A(—qVr)en lainterpretacién I tal que Io(r) =1 e
1(p) = 12(a) = 0:

plalr|pVva|-q|-qVvr|F
ojoj1] o [1] 1 |O
@ Si dos interpretaciones |1 e la coinciden en todas las variables
proposicionales de una férmula F entonces I1(F) = I2(F).
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Modelos y satisfacibilidad

o Médelo de una férmula:

e Una interpretacién | es modelo de una férmula F si I(F) = 1
o Seescribe | = F

o Sili(p) =li(r) =1eli(q) =0, entonces l1 = (pV g) A(—qVr)
e Sily(r) =1elx(p) =12(q) =0, entonces 2 = (pV gq) A (—q Vr)

@ Una férmula es satisfacible si tiene modelos:
o La férmula (p V q) A (—q V r) es satisfacible.

@ Una férmula es insatisfacible si no tiene modelos:
e La férmula p A —p es insatisfacible
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Tautologias y contradicciones

@ Una férmula F es una tautologia o vélida (= F), si toda
interpretacion es un modelo de F.

o La férmula (p — q) V (q — p) es una tautologia.

@ Una férmula F es una contradiccién o insatisfacible, si ninguna
interpretacion es un modelo de F.

o La férmula (p — q) A =(p — q) es una contradiccién.

@ Una férmula F es contingente, si no es una tautologia ni una
contradiccién.

e La férmula p — q es contingente.
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Satisfacibilidad y validez

@ Los problemas SAT y TAUT

o Problema SAT: Dada una férmula, determinar si es satisfacible.
e Problema TAUT: Dada una férmula, determinar si es una tautologia.

@ Relaciones entre estos dos problemas:

o F es una tautologia <= —F es insatisfacible.
o F es una tautologia = F es satisfacible.
o F es satisfacible =% —F es insatisfacible.
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Férmulas equivalentes

@ Dos férmulas F y G son equivalentes (F = G), si para toda
interpretacién | se tiene que I(F) = I(G).

@ Equivalencias importantes:
o ldempotencia:

FVF=F
FAF=F

o Conmutatividad:
FVG=GVF
FAG=GAF

e Asociatividad:
FV(GVH)=(FVG)VH
FA(GAH)=(FAG)AH

o Absorcion:

FA(FVG)=F
FV(FAG)=F
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Férmulas equivalentes

@ Dos férmulas F y G son equivalentes (F = G), si para toda

interpretacién | se tiene que I(F) = I(G).

@ Equivalencias importantes:

o Distributividad:
FV(GAH)=(FVG)A(FVH)
FA(GVH)=(FAG)V (FAH)

Doble negacién:
-—F=F

Leyes de De Morgan:
-(FAG) =-FV -G
ﬁ(F\/G)EﬁF/\—!G

Leyes de tautologias. Si F es una tautologia:

FAG=G
FVG=F
e Leyes de contradicciones. Si F es una contradiccién:
FAG=F
FVG=G
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Propiedades de la equivalencia légica

@ La equivalencia légica es una relacién de equivalencia
o Reflexividad: F = F
e Simetria: Si F = G, entonces G = F.
e Transitividad: SiF = Gy G = H, entonces F = H.

@ Relacién entre equivalencia y bicondicional
F=Gsiysolosi =FF+«+ G

@ Principio de sustitucién de férmulas equivalentes: Si en una
férmula F se sustituye una subférmula G por otra Iégicamente
equivalente G’, entonces la férmula obtenida F’ es logicamente
equivalente a la original.

F==(pAq) = —(pA-mr)

G = —|(p AN —|—|r)

G =-pV-r

FF==-(pAq)— -pV-r
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Conjuntos de férmulas

@ Modelo de un conjunto de férmulas:

e Una interpretacién | es modelo de un conjunto de férmulas S
(I = S), si para toda F € S se tiene que | = F.

eSeaS={Fi=(pVagA(qVr),Fo=p—r}
o La interpretacién Iy tal que I1(p) = li(r) =1eli(q) =0es

modelo de S.

modelo de S.

plalr|{pVvg|—q|—-qVr|p—r|F|F;
1/0{1| 1 1 1 1 1)1

o La interpretacién Iy tal que l2(p) = l2(q) = 0 e lx(r) =1 noes
plalr|pVva|l-q|-qVvr|p—or|[F|F
0|01 0 1 1 1 0|1
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Consistencia y consecuencia légica

@ Un conjunto S es consistente, si tiene alglin modelo.
o El conjunto {(p VvV q) A (—qVr),p — r} es consistente.
@ Un conjunto S es inconsistente, si no tiene ninglin modelo.
e El conjunto {pV q,-pVq,pV —q,pV —q} es inconsistente.

@ Una férmula F es consecuencia légica de un conjunto de
férmulas S (S |= F) si todos los modelos de S son a su vez
modelos de F.

o{p—aq—riEp—r
o {p}EPAQq
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Propiedades de la consecuencia légica

@ Propiedades basicas de la relacién de consecuencia ldgica:
o Reflexividad: S = S.
e Monotonia: Si S; = Fy S; C Sy, entonces S, = F.
o Transitividad: SiS = Fy {F} = G, entonces S = G.

@ Relaciéon entre consecuencia, validez, satisfacibilidad y
consistencia. Las siguientes condiciones son equivalentes:

{F1,...,F.} EG.

|=F1/\.../\Fn—>G.

—(F1 A ... AF, = G) es insatisfacible.

{F1,...,F,, G} es inconsistente.

Razonamiento Automatico Légicas clasicas



Calculos légicos

@ Un célculo légico () es un procedimiento de decisién que
permite comprobar la validez de una férmula.

e También permiten comprobar la satisfacibilidad, la consistencia y la
consecuencia ldgica.
@ La combinacién exhaustiva de todos los valores de verdad de las
variables proposicionales y el célculo del valor de verdad
mediante las tablas de verdad es un ejemplo de calculo légico.

@ Otros calculos légicos: tableros semdnticos, secuentes,
deduccidén natural, resolucidn, ...
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Propiedades de los calculos l6gicos

@ Un célculo légico es correcto (F = [=), si toda férmula que se
puede demostrar que es valida con el célculo légico, es valida en
la légica.

e Todo célculo légico deberia cumplir esta propiedad.

@ Un célculo Iégico es completo (= == ), si para toda férmula
valida en la légica, se puede demostrar su validez utilizando
Gnicamente el cdlculo légico.

@ Existen célculos légicos para la légica proposicional que son
correctos y completos.

e Los célculos légicos mencionados para la légica proposicional son
correctos y completos: tablas de verdad, tableros semanticos,
secuentes, deduccién natural, resolucién, ...

o La ldgica proposicional es decidible: existen procedimientos
capaces de decidir si una férmula es vélida o no, en un ndmero
finito de pasos.
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Légica de primer orden
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Limitacion expresiva de la légica proposicional

@ Si Sevilla es vecina de Cadiz, entonces Cadiz es vecina de Seuvilla.
Sevilla es vecina de C3diz. Por tanto Cadiz es vecina de Sevilla.

o Formalizacién en légica proposicional: {SvC — CvS, SvC} = CvS
@ Si una provincia es vecina de otra, entonces la segunda es vecina

de la primera. Sevilla es vecina de Cadiz. Por tanto Cadiz es
vecina de Sevilla.

e Formalizacién en légica proposicional: Imposible

o Es necesario poder hacer referencia a individuos genéricos
caracterizados por funciones.
e Ser una provincia
o Ser vecinas
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Lenguaje de primer orden

@ Simbolos légicos

o Variables: x,y,z, ..., x1, X2, ...
o Conectivas ldgicas: —, A, V, =, <>
o Cuantificadores:

o Cuantificador universal: V
o Cuantificador existencial: 3

@ Simbolos propios

o Constantes de individuos: a, b, c, ..., a1, as, ...
o Predicados (con aridad): P, Q, R, ..., Py, Py, ...
o Funciones (con aridad): f, g, h, ..., f1, fa, ...

e Simbolos auxiliares: (, ), ,
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Lenguaje de primer orden

o Notacién:

e Lenguajes de primer orden: L, Ly, ...
e Conjunto de las variables: Var

@ Observaciones:

e Un lenguaje de primer orden se describe con sus constantes,
predicados y funciones propias. Los simbolos légicos siempre estan
presentes en el lenguaje.

e Los simbolos de predicado de aridad 1 (un argumento) se llaman
propiedades.

o Los simbolos de predicado de aridad mayor que 1 (dos o mds
argumentos) se llaman relaciones.

e La mayoria de los lenguajes de primer orden incluyen el predicado de
igualdad (=).
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Lenguaje de primer orden

@ Lenguaje de la vecindad entre provincias:
e Simbolos de constantes: {Sevilla, Cadiz}
o Simbolos de predicado: {provincia, vecinas}
e Simbolos de funcién: {}
@ Lenguaje de la aritmética natural:
e Simbolos de constantes: {0,1,...}
o Simbolos de predicado: {<, <,=,...}
e Simbolos de funcién: {+, —, =}
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Términos

@ Términos en un lenguaje de primer orden L:
e Las variables son términos de L.
o Las constantes de L son términos de L.
o Si f es un simbolo de funcién de L de aridad n (o n-aria) y
t1,...,ty son términos de L, entonces f(t1,...,t,) es un término
de L.
@ Notacién:
e Términos de un lenguaje de primer orden: t, s, ..., t1, ta, ...
o Conjunto de términos del lenguaje L: Term(L)
o Ejemplos:
o En el lenguaje de la vecindad entre provincias: Sevilla, Cadiz.
o En el lenguaje de la aritmética: +(*(x,1),y) (o (x * 1) +y).
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Férmulas atomicas

@ Férmulas atémicas en un lenguaje de primer orden L:

e Si P es un simbolo de predicado n-ario y ty,...,t, son términos del
lenguaje L, entonces P(t1,...,t,) es una férmula atémica.

o Notacién:
e Férmulas atémicas de un lenguaje de primer orden:
A B, ..., A, Ay ...
o Conjunto de férmulas atémicas del lenguaje L: Atom(L)
@ Ejemplos:
o En el lenguaje de la vecindad entre provincias: provincia(x),
vecinas(Cadiz, y).
o En el lenguaje de la aritmética: < (x, *(2,s(x))) (0 x < 2 * s(x)).
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Formulas

@ Férmulas en un lenguaje de primer orden L:
o Las férmulas atémicas de L son férmulas en L.
e Si Fy G son férmulas en L, entonces (—F), (F A G), (F V G),
(F — G) y (F <> G) son férmulas en L.
o Si F es una férmula en L, entonces (Vx F) y (3x F) son férmulas
en F.

@ Notacién:

e Férmulas en un lenguaje de primer orden: F, G, ..., Fq, Fa, ...

o Conjunto de las férmulas del lenguaje L: Form(L)

e Se siguen los mismo criterios para eliminar paréntesis que en la
I6gica proposicional, con V y 3 con la mayor precedencia.

o Ejemplos:
o En el lenguaje de la vecindad entre provincias: Vx provincia(x)
Vx (Jy vecinas(x, y)).
o En el lenguaje de la aritmética: Ix (Vy < (x,y)).
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@ Conjunto de variables de un término:

0 si t es una constante
V(t) =< {x} si t es la variable x
V(t))U...UV(t,) sitesf(ty,...,t,)
@ Conjunto de variables de una férmula:

V(t1))U...UV(t,) siFesP(t1,...,t)

V(G) si F es =G
V(F) =< V(G)UV(H) siFesGx+H

V(G) si Fes Vx G

V(G) siFes3dx G

Donde * es una conectiva binaria.

@ Ejemplos
o El conjunto de variables de Vx (R(x) — P(y)) es {x,y}
o El conjunto de variables de Vx (R(a) — P(y)) es {y}
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@ Apariciones libres y ligadas en una férmula:
e Una aparicién de una variable x es ligada si ocurre en una
subférmula de de la forma Vx G o Ix G.
e Una aparicién de una variable x es libre si no es ligada.
@ Ejemplos:
vx (P(x) = R(x,y)) = (3y P(y) = R(y;x))
Ix R(x,y) v 3y P(y)
vx (P(x) — 3y R(x,y))
vz (P(x) — R(x,y))
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@ Variables libres y ligadas en una férmula:

e Una variable x es libre si tiene una aparicién libre.
e Una variable x es ligada si tiene una aparicién ligada.
e Conjunto de las variables libres de una férmula F es:

V(t)U...UV(t,) siFesP(ts,...,t,)

VL(G) si F es =G
VL(F) =< VL(G) UVL(H) siFesGxH
VL(G) — {x} si F es Vx G
VL(G) — {x} si Fes3dx G
Donde * es una conectiva binaria.
e Ejemplos:
V.Ligadas V.Libres
Vx (P(x) = R(x,y)) = (3y P(y) — R(y,x)) {x,y} {x,y}
Vx (P(x) — 3y R(x,y)) {x,y}
vz (P(x) = R(x,y)) {x,v}
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Férmulas cerradas y abiertas

@ Una férmula cerrada (o sentencia) es una férmula sin variables
libres.

@ Una férmula abierta es una férmula con variables libres.

@ Ejemplos
o Vx (P(x) — 3y R(x,y)) es una férmula cerrada.
e Ix R(x,y) V Vy P(y) es una férmula abierta.
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@ Una estructura del lenguaje de primer orden L es un par
T = (U, 1) tal que:
o U es un conjunto no vacio, denominado universo de la estructura.
o | es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los simbolos propios
del lenguaje L tal que:
o Si c es una constante en L, entonces I(c) € U.
@ Sif es un simbolo de funcién n-ario en L, entonces I(f) es una funcién
de U" en U.
@ Si P es un simbolo de predicado 0-ario en L, entonces I(P) € {0,1}.
@ Si P es un simbolo de predicado n-ario en L con n > 0, entonces I(P)
es un subconjunto de U".

@ Una estructura proporciona una interpretacién | de los simbolos
propios de un lenguaje L en un conjunto de individuos U.
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@ Sea L el lenguaje con los siguientes simbolos propios:
e Una constante: 0
e Un simbolo de funcién monaria: s.
e Un simbolo de funcién binaria: ®.
e Un simbolo de relacién binaria: <.

@ Primera estructura para L: Uy = N
e 11(0)=0
o li(s)={n=n+1:neN}
h(®)={(n,m) = n+m:n,me N}
h(<)={(h,m):n,m € N;n < m}
@ Segunda estructura para L: Uz = [01]* (cadenas de 0 y 1)
|2(0) =€
I2(s) = {w = wl:w € [01]*}
(®) = {(w1,w2) = wiwy : wi,wy € [01]*}
I2(<) = {(w1,w2) : wi,wp € [01]*; wy es prefijo de wa}
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Asignaciones e Interpretaciones

@ Una asignacién A en una estructura Z = (U, I) para un
lenguaje L es funcién del conjunto de las variables Var en el
universo de la estructura U.

e Una asignacion hace corresponder a cada variable un individo del
universo de la estructura.

@ Una interpretacién de un lenguaje L es un par (Z, A) formado
por una estructura Z de L y una asignacién A en Z.
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Evaluacidon de términos

e Dada una estructura Z = (U, 1) del lenguaje L y una asignacién
A en Z, la funcién de evaluacién de términos Zp es:

I(c) si t es la constante ¢
Za(t) = ¢ A(x) s! t es la variable x
I(f)(Za(t1), ..., Za(tn)) sitesf(ty,...,tn)

® Za(t) es el valor de t en Z respecto de A.
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Evaluacidon de términos

o Consideramos el lenguaje L = {0,s, ®, <} y el término
t = s(x ® s(0)).
e En la estructura Z! = (N, I;) con A(x) = 3

Ia(t) = T1a(s(x © s(0)))
= 11(s) (1.(®)(A(x), 11(s) (11(0))))
= +13++1(0))
=5

e En la estructura Z2 = ([01]*, 1) con A(x) = 10

Z?a(t) = Z%a(s(x @ s(0)))
= 12(s)(12(®) (A(x), 12(s) (12(0))))
= @1(10 @ @l(¢))
= 1011




Evaluacién de férmulas

e Dada una estructura Z = (U, 1) del lenguaje L y una asignacién
A en Z, la funcidén de evaluacién de formulas Zp es:

IA(P(tl, .o ,tn)) = H|(p)(IA(t1), .o ,IA(tn))

Za(—G) = H-(Za(G))
IA(G * H) = H*(IA(G),IA(H))

1 siparatodou e U
Za(Vx G) = se tiene T /u)(G) =1

0 en caso contrario
1 siexiste unu € U
Za(3x G) = tal que Zapx/y)(G) =1
0 en caso contrario
Donde * es una conectiva binaria.

@ Za(F) es el valor de F en Z respecto de A.
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Evaluacién de férmulas

@ Si R es un subconjunto de U", entonces la funcién de verdad de
R es:

_ /1 si(ug,...,un) ER
Hr(ug, ..., un) = { 0 en caso contrario

@ Si A es una asignacién en la estructura (U,1), x € Varyu € U,
entonces la variante de la asignacién A para x igual a u es:

_ u si y es la variable x
Alx/ul(y) = { A(y) en caso contrario
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Evaluacién de férmulas

e Evaluacién de Vx 3y P(x,y) en la estructura Z = (U, I) tal
que U = {1,2} e I(P) = {(1,1),(2,2)}:
1 si Zap/(3y P(x,y)) =1
Za(Vx Jy P(x,y)) = Y Zax/2)(3y P(x,y)) =1
0 en caso contrario
1 si Zay/1,6/11(P(x,y)) =1V
Tax/11(3y P(x,y)) = 0 Zapy/2,x/11(P(x,y)) =1
0 en caso contrario
Zaty/1,x/11(P(x,¥)) = Hie) (Zajy/1,x/11(%) Zagy/1,5/11(¥))
= Hipy(Aly/1,x/1](x), Aly/1,x/1](y))
= Hyp)(1,1)
=1 pues (1,1) € I(P)

Por tanto Zac/11(y P(x,y)) = 1.
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Evaluacién de férmulas

e Evaluacién de Vx 3y P(x,y) en la estructura Z = (U, I) tal
que U = {1,2} e I(P) = {(1,1),(2,2)}:
1 si Zap/1(3y P(x,y)) =1V
Za(Vx Jy P(x,y)) = Y Zagx/21(3y P(x,y)) =1
0 en caso contrario
1 si Zapy/1,4/21(P(x,y)) =1 X
Ta/21(3y P(x,y)) = o Iapy/2,x/21(P(x,y)) =1
0 en caso contrario
Zaty/1,x/21(P(x, ) = Hie) (Zajy/1,x/21 (%) Zagy/1,x/21(¥))
= Hipy(Aly/1,x/2](x), Aly/1,x/2](y))
= Hip)(2,1)
= 0 pues (2,1) € I(P)
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Evaluacién de férmulas

e Evaluacién de Vx 3y P(x,y) en la estructura Z = (U, I) tal
que U = {1,2} ¢ I(P) = {(1,1), (2,2)}:

1 si Zap/(3y P(x,y)) =1V

Za(Yx Jy P(x,y)) = Y Zapx/21(3y P(x,y)) =1

0 en caso contrario

1 si Zagy/1,4/21(P(x,y)) =1 X
Zap/21(3y P(x,y)) = 0 Zapy/2,4/21(P(x,y)) =1V
0 en caso contrario
Tafy/2,x/21(P(x;¥)) = Hip)(Zagy/2,x/21(X)s Zagy/2,x/21(¥))
= Hip)(Aly/2,x/2](x), Aly/2,x/2](y))
= Hip)(2,2)
=1 pues (2,2) € I(P)

Por tanto Za[x/21(3y P(x,y)) = 1.
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Evaluacién de férmulas

e Evaluacién de Vx Jy P(x,y) en la estructura Z = (U, 1) tal
que U ={1,2} e I(P) = {(1,1),(2,2)}:
1 si IA[x/l](EIy P(Xa Y)) =1v
Za(vx 3y P(x,y)) = Y Zax/21(3y P(x,y)) =1V
0 en caso contrario

Por tanto Z(Vvx Jy P(x,y)) = 1.
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Evaluacién de férmulas

e Evaluacién de Vx (g(g(x)) = x) en la estructura Z = (U, I) tal
que U={1,2}el(g) = {1 = 2,2 = 1}:

1 si Za/1(g(g(x)) =x) =1
Za(Vx (g(g(x)) = x)) = y Zax/21(g(g(x)) =x) =1

0 en caso contrario

Tapx/1)(g(g(x)) = x)

H=(Za[x/11(g(g(x))); Za[x/13(x))
H_(1(2)(Zafx/11(8(x))), 1)
H-(1(g) (1(g)(Za[x/11(x))), 1)
H=(I(g)(1(g)(1)),1)
H-(1(g)(2),1)
H-(1,1)
1




Evaluacién de férmulas

e Evaluacién de Vx (g(g(x)) = x) en la estructura Z = (U, I) tal
que U={1,2}el(g) = {1 = 2,2 = 1}:

1 si Zp/1(s(g(x)) =x) =1

Za(vx (g(g(x)) =x)) = Y Zajx/2)(8(g(x)) = x) =1

0 en caso contrario

H=(Za[x/21(g(g(x))); Za[x/2)(x))
H_(1(2)(Zafx/21(8(x))), 2)
H=-(1(g) (1(g)(Za[x/21(x))), 2)
H=(I(g)(1(2)(2)), 2)
H-(I(g)(1),2)
H-(2,2)
1

Talx/2)(g(g(x)) = x)




Evaluacién de férmulas

e Evaluacién de Vx (g(g(x)) = x) en la estructura Z = (U, I) tal
que U={1,2}el(g) = {1 = 2,2 = 1}:

1 si Za/1(s(g(x)) =x) =1
Za(vx (g(g(x)) = x)) = Y Zax/21(g(g(x)) =x) =17

0 en caso contrario

Por tanto Za(Vx (g(g(x)) = x)) = 1.
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Evaluacién de férmulas

@ Dependencia del Universo.

Sea F = Vx Jy R(x,y), entonces:

o Zp(F) =1 con T = (Z,1), (R) = > y A una asignacién.

o Zp(F) =0 con T = (N, 1), I(R) = > y A una asignacién.
@ Dependencia de la Estructura.

Sea F = 3x Vy R(x,y), entonces:

o Zp(F) =1 con Z = (N, 1), I(R) = <y A una asignacién.

o Zp(F) =0 con Z = (N, 1), I(R) = > y A una asignacidn.
@ Dependencia de la Asignacién.

Sea F = Vy R(x,y), entonces:

o Zp(F) =1 con I = (N, 1), I(R) = < y A una asignacién en T tal

que A(x) = 0.
o Zp(F) =0 con T = (N, 1), I(R) = <y A una asignacién en T tal
que A(x) = 1.
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Evaluacién de férmulas

@ Sea t un término de L e Z una estructura de L:
e Si A y B son dos asignaciones en Z que coinciden sobre las
variables de t, entonces Za(t) = Zg(t).
o Si t no tiene variables, entonces Za(t) = Zg(t) para cualesquiera
asignaciones Ay B en 7.
@ Sea F una férmula de L e Z una estructura de L:
e Si Ay B son dos asignaciones en Z que coinciden sobre las
variables libres de F, entonces Zx(F) = Zg(F).
o Si F es cerrada, entonces Zp(F) = Zg(F) para cualesquiera
asignaciones Ay B en Z.
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Modelo de una férmula

@ Sea F una férmula de L e Z una estructura de L:
e (Z,A) es una realizacién de F (Za = F), si A es una asignacién en
T tal que Za(F) = 1.
o T es un modelo de F (Z = F), si para toda asignacién A en T se
tiene Zp = F.
@ Ejemplos:
o Sea Z = (N, 1) una estructura tal que I(f) = + e I(g) = *.
@ Si A es una asignacién en Z tal que A(x) = A(y) = 2, entonces
Ta b= F(x,X) = g(x, X).
o Si B es una asignacién en Z tal que B(x) = 1y B(y) = 2, entonces
Ts [~ f(x,x) = g(x, x).
o I Ef(x,y)=f(y,x)
o T [~ f(x,y) = g(x,y)
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Satisfacibilidad y validez

@ Sea F una férmula de L:

o F es vilida (| F) si toda estructura de L es un modelo de F.
o F es satisfacible si tiene alguna realizacién.
o F es insatisfacible si no tiene ninguna realizacién.
@ Ejemplos:
e Ix P(x) V Vx =P(x) es vilida.
o Ix P(x) A Ix —P(x) es satisfacible, pero no valida.
o Vx P(x) A Ix —P(x) es insatisfacible.
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Satisfacibilidad y validez

@ Relaciones entre estos conceptos:
o F es vilida <= —F es insatisfacible.
e F es vilida = F es satisfacible.
o F es satisfacible =% —F es insatisfacible.
@ Sea F una férmula en L y x1,...,x, las variables libres de F:
o F esvilida <= Vx;...Vx, F es vilida.
La férmula Vx; ...Vx, F es el cierre universal de F.
o F es satisfacible <= 3x; ... 3x, F es satisfacible.
La féormula 3Ixy ... 3x, F es el cierre existencial de F.
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Férmulas equivalentes

@ Dos férmulas F y G de un lenguaje L son equivalentes (F = G)
si para toda estructura Z de L y toda asignacion A en Z se tiene
Za(F) = Za(G).

@ Equivalencias importantes:

o Las derivadas de las conectivas proposicionales.
o Conmutatividad de los cuantificadores:
VxVy F=Vy Vx F
Ix dy F=3dy Ix F
o Cuantificadores con la negacién:
Vx (—|F) = —|(E|X F)
dx (—|F) = —|(VX F)
Cuantificador universal con la conjuncién:
Vx (F A G) = (Vx F) A (Vx G)
o Cuantificador existencial con la disyuncién:
Ix (FVG) = (3IxF) vV (Ix G)
o Cuantificador existencial con la implicacién:
Ix (F - G) = (VxF) — (3x G)
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Propiedades de la equivalencia légica

o La equivalencia légica es una relacién de equivalencia
o Reflexividad: F = F
o Simetria: Si F = G, entonces G = F.
e Transitividad: Si F = Gy G = H, entonces F = H.

@ Principio de sustitucién de férmulas equivalentes: Si en una
férmula F se sustituye una subférmula G por otra légicamente
equivalente G’, entonces la férmula obtenida F’ es logicamente
equivalente a la original.

F = —(vx P(x)) — 3Ix Q(x)

G = ~(Vx P(x))

G’ =3y —P(y)

F' =3y =P(y) — 3Ix Q(x)
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Conjuntos de férmulas

@ Modelo de un conjunto de férmulas. Sea S un conjunto de
férmulas de L, Z una estructura de L y A una asignacién en Z:
o (Z,A) es una realizacién de S (Za = S) si para toda F € S, se
tiene que (Z, A) es una realizacién de F.
o T es un modelo de S (Z = S) si para toda F € S, se tiene que
T EF.
@ Ejemplos:
o Sea S = {Vy R(x,y),Vy f(x,y) =y}
e (Z,A)conT=(N,I), (R) =<, I(f) =+ y A(x) =0 es una
realizacién de S.
o (Z,A) conZ = (N,I), (R) = <, I(f) =+ y A(x) = 0 no es una
realizacién de S.
o Sea S = {R(e,y),f(e,y) =y}
o T=(N,1), (R) =<, I(fy =+ e l(e) = 0 es un modelo de S.
o T =(N,1), (R) =<, I(f) = + e I(e) = 0 no es un modelo de S.
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Conjuntos de férmulas

o Consistencia de un conjunto de férmulas. Sea S un conjunto de
férmulas de L:

e S es consistente si tiene alguna realizacién.
e S es inconsistente si no tiene ninguna realizacién.

e Ejemplos:

o {Vy R(x,y),Vy f(x,y) = y} es consistente
o {P(x) = Q(x),Vy P(y), ~Q(x)} es inconsistente

@ Si S es un conjunto de férmulas cerradas de L, entonces S es
consistente si y solo si S tiene alglin modelo.

Razonamiento Automatico Légicas clasicas



Conjuntos de férmulas

@ Consecuencia légica. Sea F una férmula de L y S un conjunto
de férmulas de L:

o F es consecuencia légica de S (S = F) si todas las realizaciones de
S lo son también de F.
o Ejemplos:
o {VxP(x)} = P(y)
o {P(y)} = {vx P(x)}
o {Vx (P(x) = Q(x)), P(c)} [= Q(c)
o {¥x (P(x) = Q(x)), Q(c)} I~ P(c)
e S = F <= S U {—F} es inconsistente.
@ Si SU {F} es un conjunto de férmulas cerradas de L, entonces
son equivalentes:
o F es consecuencia légica de S.
e Todos los modelos de S también lo son de F.
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Calculos légicos

e Un célculo I6gico () es un procedimiento que permite
comprobar la validez de una férmula.

e Existen cdlculos légicos correctos (F = ) y completos
(E = F) para la légica de primer orden.

o Generalmente se trata de extensiones de los célculos proposicionales
incluyendo los cuantificadores: tableros semdnticos, secuentes,
deduccidén natural, resolucién, ...

o La légica de primer orden es semidecidible: no existen
procedimientos capaces de decidir en un nimero finito de pasos
si una férmula es vélida o no.

e Existen procedimientos capaces de responder afirmativamente si una
férmula es valida, pero que no son capaces de dar respuesta cuando
no lo es.
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Otras logicas
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Légicas de Orden Superior

@ Las logicas de orden superior son extensiones de la légica de
primer orden que incluyen entre otras cosas:

e Variables que representan propiedades, funciones y relaciones.
o Cuantificadores que operan sobre estas variables.

e Funciones que actian sobre simbolos de funcién y predicado.
e Propiedades de los simbolos de funcién y predicado.

@ Se trata de légicas para las que no existen célculos légicos
completos.

@ Se utilizan para formalizar matematicas de orden superior.
@ Sistemas de razonamiento: Isabelle/HOL, PVS, HOL-Ligth, ...
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Légicas Descriptivas

Lenguajes de representacion de conocimiento terminolégico

estructurado. Disponen de:

e Un formalismo descriptivo: conceptos, roles, individuos y
constructores.

e Un formalismo terminolégico: propiedades de la terminologia
descriptiva.

e Un formalismo asertivo: propiedades de individuos.

@ Se trata de légicas decidibles que estan situadas entre la ldgica
proposicional y la |l6gica de primer orden.

Se utilizan para formalizar ontologias.
Sistemas de razonamiento: FaCT, RACER, CEL, JCEL, ...
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Légicas Modales

o Logicas que permiten calificar la verdad de los juicios. Extienden
la légica de primer orden con operadores modales:

o Operador de necesidad.
e Operador de posibilidad.

@ Su semantica se basa en la existencia de mundos posibles o
maximales y las relaciones de accesibilidad entre ellos.

@ Las légicas temporales son un tipo de légicas modales usadas
para la formalizacién de sistemas software y hardware.

@ Sistemas de razonamiento: SMV, SPIN, KRONOS, NuSMV, ...
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Logicas multivaluadas

o Las légicas multivaluadas son extensiones de las légicas clasicas
admitiendo una variedad mas amplia de valores de verdad.

e Ldgicas con un nimero finito de valores de verdad: Ldégicas
trivaluadas de Lukasiewicz o de Kleene.
e Ldgicas con un ndmero infinito de valores de verdad: Ldgica difusa,
I6gica probabilistica.
@ Se usan en entornos en los que la toma de decisiones depende
del grado de certeza de las hipdtesis.
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