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Principio de definicién

o La légica se extiende dindmicamente, afiadiendo nuevas
definiciones de funciones mediante el principio de definicion,
usando defun
o Cada definicién afiade nuevos axiomas a la légica
o La consistencia de la légica se debe mantener

@ Sélo se admiten funciones bajo ciertas restricciones
e Sélo se puede hacer referencia a funciones previamente definidas
e Las dnicas variables de la definicién han de ser las que aparecen

como sus argumentos o las introducidas mediante entornos locales
e Sélo se admiten funciones que terminan para cualquier dato de
entrada

o Esto asegura extensiones consistentes y conservativas de la légica
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Principio de definicién

e Dada una historia ‘H (secuencia de definiciones previas), la
definicidn (defun £ (x1 ... xn) cuerpo) €s admisible respecto de
H si
e £ es un simbolo de funcién nuevo (no aparece en H),

e cada xi es un simbolo de variable distinto,

@ cuerpo es un término en el lenguaje de H ampliado con el simbolo
£ de aridad n, cuyas variables libres estan entre las xi,

e se pueden demostrar las conjeturas de terminacién de £

o Si la definicién es aceptada, se introduce el axioma

(f x1 ... xn) = cuerpo
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Principio de definicién

@ No se permiten definiciones por recursion doble

(defun par (n)
(if (zp n)
t
(impar (- n 1))))
(defun impar (n)
(if (zp n)
nil
(par (- n 1))))

@ La primera definicién incluiria un axioma que hace referencia a
un simbolo de funcién desconocido !!
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Principio de definicién

@ No se permite el uso de variables globales

(defun g (x)
- |

o Esta definicién anadiria el siguiente axioma a la ldgica
(g x) =y
donde y es una variable global, cuyo valor puede cambiar
después de la definicidén de g. Este cambio de valor puede hacer
que el axioma anterior produzca una inconsistencia en el sistema
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Principio de definicién

o El propio lenguaje de programacién fuerza a que las funciones
tomen un valor para cualquier dato de entrada (funciones
totales)

e Todas las funciones predefinidas en el sistema son totales
o Sélo se permite la versién completa del condicional it

(if <condicion>
<instruccion>
<alternativa>)

e El caso final del condicional amplio cond ha de ser el caso por
defecto t

(cond (<condicion-1> <cuerpo-1>)

(<condicion—-n> <cuerpo-n>)
(t <alternativa>))
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Principio de definicién

@ No se permiten las recursiones infinitas

(defun £ (x)
(+ 1 (£ x))) J

o Esta definicién anadiria el siguiente axioma a la légica
(£ x) = (+ 1 (£ x))
@ El uso de esta igualdad como regla de simplificacién introduciria
el sistema en un bucle infinito
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Conjeturas de terminacion

e Dada una historia ‘H (secuencia de definiciones previas), las
conjeturas de terminacién de la definicién
(defun £ (x1 ... xn) cuerpo)
aseguran que existe una medida de terminacién m en el lenguaje
de H, respecto de la cual se tienen
e m es la representacién en ACL2 de un ordinal

(o-p m) J

o Por cada ocurrencia en cuerpo de un subtérmino (£ ul ... un) se
puede demostrar la férmula

(implies (and tl1 ... tk)
(o< o(m) m)) J
donde t1,...,tk son los términos que influyen en dicha ocurrencia y

o es la sustitucion {xl/ul, e ,xn/un}
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Admisién de funciones recursivas

@ La funcién factorial

(defun factorial (n)
(if (zp n)
1

(* n (factorial (- n 1)))))

@ Medida de terminacién m = (if (natp n) n 0)
e Hay una unica llamada recursiva (factorial (- n 1)) y el término
que influye en ella es (not (zp n))
o La conjetura de terminacién es

(o< (if (natp (- n 1)) (- n 1) 0)

(implies (not (zp n))
(if (natp n) n 0))) J
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Admisién de funciones recursivas

@ Concatenacién de listas

(defun concatena (11 12)
(if (endp 11)
12

(cons (car 1l1) (concatena (cdr 11) 12))))

@ Medida de terminacién m = (len 11)

e Hay una unica llamada recursiva (concatena (cdr 11) 12) y el
término que influye en ella es (not (endp 11))
o La conjetura de terminacién es

(implies (not (endp 11))
(o< (len (cdr 11)) (len 11))) J
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Admisién de funciones recursivas

@ Listas ordenadas

(defun ordenada (1)
(cond ((endp 1) (equal 1 nil))
(t (or (endp (cdr 1))
(and (<= (car 1) (cadr 1))
(ordenada (cdr 1)))))))

o Medida de terminacién m = (len 1)

e Hay una dnica llamada recursiva (ordenada (cdr 1)) y los términos
queinﬂuyen en ella son (not (endp 1)), (not (endp (cdr 1))) Yy
(<= (car 1) (cadr 1))

o La conjetura de terminacién es

(implies (and (not (endp 1))
(not (endp (cdr 1)))
(<= (car 1) (cadr 1)))
(o< (len (cdr 1)) (len 1)))
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Admisién de funciones recursivas

@ Mezcla ordenada de dos listas

(defun mezcla (11 12)
(cond ((endp 11) 12)
((endp 12) 11)
((< (car 11) (car 12))
(cons (car 11) (mezcla (cdr 11) 12)))
(t (cons (car 12) (mezcla 11 (cdr 12))))))

o Medida de terminacién m = (+ (len 11) (len 12))
@ Hay dos llamadas recursivas

@ (mezcla (cdr 11) 12)
@ (mezcla 11 (cdr 12))
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Admisién de funciones recursivas

@ La primera llamada recursiva es (mezcla (cdr 11) 12) Y los
términos que influyen en ella son (not (endp 11)),
(not (endp 12)) Y (< (car 11) (car 12))

@ La conjetura de terminacién es

(implies (and (not (endp 11))
(not (endp 12))
(< (car 11) (car 12)))
(o< (+ (len (cdr 11)) (len 12))
(+ (len 11) (len 12))))
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Admisién de funciones recursivas

o La segunda llamada recursiva es (mezcla 11 (edr 12)) Y los
términos que influyen en ella son (not (endp 11)),
(not (endp 12)) Y (not (< (car 11) (car 12)))

@ La conjetura de terminacién es

(implies (and (not (endp 11))
(not (endp 12))
(not (< (car 11) (car 12))))
(o< (+ (len 11) (len (cdr 12)))
(+ (len 11) (len 12))))

Razonamiento Automatico AcL2: Recursién e induccién


http://www.cs.utexas.edu/users/moore/acl2/

Admisién de funciones recursivas

@ Usualmente el sistema es capaz de deducir una medida de
terminacién adecuada a partir de los casos recursivos de la
definicién

@ Para proporcionar explicitamente la medida de terminacién
utilizamos la directiva (declare (xargs :measure m))

(defun mezcla (11 12)
(declare (xargs :measure (+ (len 11) (len 12))))
(cond ((endp 11) 12)
((endp 12) 11)
((< (car 11) (car 12))
(cons (car 11) (mezcla (cdr 11) 12)))
(t (cons (car 12) (mezcla 11 (cdr 12))))))
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El principio de induccién estructural en ACL2

n
@ Una prueba por induccién de ¢p = Z(Zk —-1)= n?
k=1
@ En ACL2: ¢ =(equal (sum-2k-1 n) (* n n))
o Caso base: n & Nt — ¢(n)

(implies (zp n)
(equal (sum-2k-1 n) (* n n))) J

o Caso de induccién: ((n € NT) A ¢p(n — 1)) — ¢(n))

(implies (and (not (zp n))
(equal (sum-2k-1 (- n 1))
(* (-n1) (-n1))))
(equal (sum-2k-1 n) (* n n)))

e La induccién es vélida pues la hipdtesis de induccién se establece
para el valor (- n 1), menor que n, y el conjunto de los niimeros
naturales estd bien ordenado con respecto al orden usual
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El principio de induccién estructural en ACL2

@ Una férmula ¢ se deduce a partir de las siguientes férmulas
e Casos de induccion: Paracadal <i <k

(implies (and q; 0i1(¢) ... oin(®)) @) J

e (Caso base
(implies (and (not qi) ... (not qx)) ¢) J

donde qy,...,qx son términos, oij, (1 <i<k,1 <j< h;)son
sustituciones y, para cierto término m, se tienen

@ m es la representacién en ACL2 de un ordinal
(o-p m) J
o Paracadai,jtalessquel <i<kyl<j<Hh;

(implies q; (o< ojj(m) m)) J

@ Decimos que ¢ se demuestra por induccion en las variables del
término m, denominado medida
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El principio de induccién estructural en ACL2

n
@ Una prueba por induccién de ¢ = Z(Zk —1) =n?
k=1
o Caso de induccién: q; =(not (zp n)), 1,1 = {n/(- n 1)}

(implies (and (not (zp n))
(equal (sum-2k-1 (- n 1))
(* (-=n 1) (-n1))))
(equal (sum-2k-1 n) (* n n)))

o Caso base

(implies (zp n)
(equal (sum-2k-1 n) (* n n))) J

o Medida de induccién: m = (if (natp n) n 0)

(o-p (if (natp n) n 0))

(implies (not (zp n))
(o< (if (natp (- n 1)) (- n 1) 0)
(if (natp n) n 0)))
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Induccién sugerida por una definicién

n
@ Una prueba por induccién de ¢ = Z(Zk —-1) = n?

k=1
o Definicién en AcL2
(defun sum-2k-1 (n)
(cond ((zp n) 0)
(t (+ (- (» 2 n) 1)
(sum-2k-1 (- n 1))))))

Medida de terminacién m = (if (natp n) n 0)

Hay una dnica llamada recursiva (sum-2k-1 (- n 1)) y el término
que influye en ella es (not (zp n))

La conjetura de terminacion es

(o< (if (natp (- n 1)) (- n 1) 0)

(implies (not (zp n))
(if (natp n) n 0))) J
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Induccién sugerida por una definicién

n
@ Una prueba por induccién de ¢p = Z(Zk —1) =n?
k=1
o Caso de induccién: t1,1 =(not (zp n)), 01 = {n/(- n 1)}

(implies (and (not (zp n))
(equal (sum-2k-1 (- n 1))
(* (-n 1) (-n1))))
(equal (sum-2k-1 n) (* n n)))

Caso base:

(implies (zp n)
(equal (sum-2k-1 n) (* n n))) J

Medida de induccién m = (if (natp n) n 0)
Las propiedades de la medida de induccién coinciden con las
conjeturas de terminacion
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Induccién sugerida por una definicién

@ Consideremos la definicidon (defun £ (x1 ... xn) cuerpo), CON
m casos finales en cuerpo en los que intervienen n,, llamadas
recursivas de la forma (£ u1j ... wunj) ysiendo tj1,..., tjk los

términos que influyen en dicho caso final

@ Una férmula ¢ se deriva a partir de las siguientes férmulas
o Caso base:

(implies (and (not (and tj33 ... t1,))
.(r.u.:t (and tm1 - .. tmky))) @) J

e Casos de induccion: Por cada llamada recursiva en cuerpo

(implies (and tjj; ... tjk

oia(ep) - . itTi,ni(qﬁ)) ) \

donde o7 es la sustitucién {x1/ul;,...,xn/un;} correspondiente a
la j-ésima llamada recursiva en el i-ésimo caso
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Induccién sugerida por una definicién

@ Las conjeturas de terminacién de la definicién
(defun £ (x1 ... xn) cuerpo)
aseguran que existe una medida de terminacién m que cumple
e m es la representacidén en ACL2 de un ordinal:

(o-p m) J

e por cada llamada recursiva en cuerpo

(implies (and tj1 ... tjk)
(o< cri,j(m) m) ) J

@ No es necesario que la funcién £ aparezca en la conjetura a
demostrar
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

o Conjetura

(equal (len (concatena 11 12))
(+ (len 11) (len 12))) J

@ Posibles inducciones sugeridas por las funciones implicadas en la
conjetura
o Induccién sugerida por (concatena 11 12)
e Induccién sugerida por (len 11)
e Induccién sugerida por (len 12)
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Definiciones

(defun len (1)
(if (consp 1)
(+ 1 (len (cdr 1)))
0))

(defun concatena (11 12)
(if (endp 11)
12

(cons (car 11) (concatena (cdr 11) 12))))
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (concatena 11 12)
o Caso base: t;;; =(not (endp 11))

(equal (len (concatena 11 12))

(implies (endp 11)
(+ (len 11) (len 12))) J

e Caso de induccién: o1 = {11/ (edr 11) }

(implies (and (not (endp 11))
(equal (len (concatena (cdr 11) 12))
(+ (len (cdr 11)) (len 12))))
(equal (len (concatena 11 12))
(+ (len 11) (len 12))))

o Medida de inducciéon: m = (len 11)
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (len 11)
e Caso base: t1,1 = (consp 11)
(implies (not (consp 11))

(equal (len (concatena 11 12))
(+ (len 11) (len 12)))

o Caso de induccién: o1 = {11/ (edr 11)}

(implies (and (consp 11)
(equal (len (concatena (cdr 11) 12))
(+ (len (cdr 11)) (len 12))))

(equal (len (concatena 11 12))

(+ (len 11) (len 12))))

o Medida de induccién: m = (len 11)

@ Equivalente a la induccién sugerida por (concatena 11 12)
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (len 12)
o Caso base: t1,1 = (consp 12)

(implies (not (consp 12))

(equal (len (concatena 11 12))
(+ (len 11) (len 12)))

e Caso de induccién: o1 = {12/ (cdr 12)}

(implies (and (consp 12)

(equal (len (concatena 11 (cdr 12

)))
(+ (len 11) (len (edr 12)))))
(equal (len (concatena 11 12))

(+ (len 11) (len 12))))

o Medida de inducciéon: m = (len 12)
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

o Conjetura

(ordenada 12))

(implies (and (ordenada 11)
(ordenada (mezcla 11 12))) J

@ Posibles inducciones sugeridas por las funciones implicadas en la
conjetura
o Induccién sugerida por (ordenada 11)
e Induccién sugerida por (ordenada 12)
o Induccién sugerida por (mezcla 11 12)
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Definiciones

(defun ordenada (1)
(cond ((endp 1) (equal 1 nil))
(t (or (endp (cdr 1))
(and (<= (car 1) (cadr 1))
(ordenada (cdr 1)))))))

(defun mezcla (11 12)
(cond ((endp 11) 12)
((endp 12) 11)
((< (car 11) (car 12))
(cons (car 11) (mezcla (cdr 11) 12)))
(t (cons (car 12) (mezcla 11 (cdr 12))))))
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (ordenada 11)

o Medida de induccién: m = (len 11)
e Caso de induccién: o1 = {11/ (cdr 11) }

(implies
(and (not (endp 11)) ;7 t1n
(not (endp (cdr 11))) ; t1,2
(<= (car 11) (cadr 11)) ;i t13

(implies (and (ordenada (cdr 11))
(ordenada 12))
(ordenada (mezcla (cdr 11) 12))))
(implies (and (ordenada 11)
(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (ordenada 11)
o Caso base

(implies
(not (and (not (endp 11)) ;7 ot
(not (endp (cdr 11))) )
(<= (car 11) (cadr 11)))) ;i t13

(implies (and (ordenada 11)
(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))

e Comportamiento del or computacional
(not (and g1 ... Qqm))
= (or (not q1) ... (not qum))

(not qi)
(and q; (not qz))

(and q1 ... GQm_1 (not gm)))
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (ordenada 11)

o Casos bases

(implies
(endp 11)
(implies (and (ordenada 11)

(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))

(implies
(and (not (endp 11))
(endp (cdr 11)))
(implies (and (ordenada 11)

(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))

(implies
(and (not (endp 11))
(not (endp (cdr 11)))

(not (<= (car 11) (cadr 11))))

(implies (and (ordenada 11)

(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))

;o Tt

;v tin
; —t12

)

7ot
7 b1
;o t13
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (ordenada 12)

o Medida de induccién: m = (len 12)
e Caso de induccién: o1 = {12/ (cdr 12) }

(implies
(and (not (endp 12)) ;7 t1n
(not (endp (cdr 12))) ; t1,2
(<= (car 12) (cadr 12)) ;i t13

(implies (and (ordenada 11)
(ordenada (cdr 12)))
(ordenada (mezcla 11 (cdr 12)))))
(implies (and (ordenada 11)
(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (ordenada 12)

o Casos bases

(implies
(endp 12)
(implies (and (ordenada 11)

(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))

(implies
(and (not (endp 12))
(endp (cdr 12)))
(implies (and (ordenada 11)

(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))

(implies
(and (not (endp 12))
(not (endp (cdr 12)))

(not (<= (car 12) (cadr 12))))

(implies (and (ordenada 11)

(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))

;o Tt

;v tin
; —t12

)

7ot
7 b1
;o t13
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (mezcla 11 12)

o Medida de induccién: m = (+ (len 11) (len 12))
e Caso de induccién: o1 = {11/ (cdr 11) }

(implies
(and (not (endp 11)) ;7 t1n
(not (endp 12)) )
(< (car 11) (car 12)) ;i t1,3

(implies (and (ordenada (cdr 11))
(ordenada 12))
(ordenada (mezcla (cdr 11) 12))))
(implies (and (ordenada 11)
(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (mezcla 11 12)
o Caso de induccién: o = {12/ (cdr 12)}

(implies

(and (not (endp 11)) 7t
(not (endp 12)) i t22
(not (< (car 11) (car 12))) ; t23

(implies (and (ordenada 11)
(ordenada (cdr 12)))
(ordenada (mezcla 11 (cdr 12)))))
(implies (and (ordenada 11)
(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (mezcla 11 12)

o Caso base

(implies

(and (not (and (not (endp 11))
(not (endp 12))

(< (car 11)

(car 12))))

(not (and (not (endp 11))
(not (endp 12))

(<= (car 12)
(implies (and (ordenada 11)

(car 11)))))

(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))

Ne e Ne Ne NS,

t11
t1,2
t1,3
t21
t2
t23
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (mezcla 11 12)
e Caso base

(implies (endp 11) ;o Tt
(implies (and (ordenada 11)
(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))

(implies (and (not (endp 11)) i t1a
(endp 12)) i Tt
(implies (and (ordenada 11)
(ordenada 12))
(ordenada (mezcla 11 12))))

@ Correspondencia con los casos de la definicién de mezcla
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Definiciones

(defun len (1)
(if (consp 1)
(+ 1 (len (cdr 1)))
0))

(defun hojas (tree)
(if (consp tree)
(if (consp (car tree))
(+ (hojas (car tree)) (hojas (cdr tree)))
(+ 1 (hojas (cdr tree))))
0))

(defun flat (tree)
(if (consp tree)
(if (consp (car tree))
(append (flat (car tree)) (flat (cdr tree)))
(cons (car tree) (flat (cdr tree))))
nil))
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

o Conjetura

(equal (hojas tree)
(len (flat tree))) J

@ Posibles inducciones sugeridas por las funciones implicadas en la
conjetura

o Induccidn sugerida por (hojas tree)
e Induccién sugerida por (flat tree)

@ Ambos esquemas de induccidn son iguales
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (hojas tree)

o Primer caso de induccién: 01,1 = {tree/(car tree)}
01,2 = {tree/(cdr tree)}

(implies
(and (consp tree)
(consp (car tree))
(equal (hojas (car tree))
(len (flat (car tree))))

i o1,1(¢)

(equal (hojas (cdr tree))
(len (flat (cdr tree))))) i o1,2(9)

(equal (hojas tree)

(len (flat tree))))
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (hojas tree)
e Segundo caso de induccién: 021 = {tree/ (cdr tree)}

(implies
(and (consp tree)
(not (consp (car tree)))
(equal (hojas (cdr tree))
(len (flat (cdr tree))))) i 02,1(9)
(equal (hojas tree)
(len (flat tree))))
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Ejemplo de induccién sugerida por una definicién

@ Induccién sugerida por (hojas tree)
o Caso base:

(equal (hojas tree)

(implies (not (consp tree))
(len (flat tree)))) J
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