A lo largo de este documento, nos referiremos a dos férmulas:
= o1 = (1 +22) - (T +22) - (1 + T2)
= o = (21 +22) - (T1 +22) - (1 +T2) - (T1 + T2)

Es facil darse cuenta que ¢1 es una férmula satisfactible (de hecho, sélo tiene
una valoracién de verdad que la hace verdadera, o(z1) = o(x2) = 0), mientras
que @92 no es una férmula satisfactible, dado que no existe ninguna valoracién
de verdad que haga verdadera la férmula.

En el tema 5: Problemas NP-completos hemos visto la demostracion de
la NP-completitud del problema SAT. Para ello, primero se demuestra que
dicho problema pertenece a la clase NP. Para ello, se define un algoritmo
no determinista A que resuelve el problema SAT. Podemos entender este tipo de
algoritmos desde dos puntos de vista, equivalentes entre si:

1. La primera, es pensar en que la computacion se va a bifurcar cada vez que
se use la funcién elegir, creando asi un arbol de computaciones. Cada
rama devolverd un resultado y, en el caso en el que alguna de las ramas
devuelva si, entonces el algoritmo acepta el dato de entrada. Esto se
puede observar en las Figuras 1y 2.
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Figura 1: Arbol de computacién del algoritmo A con dato de entrada ¢

2. La segunda visién es pensar que un algoritmo no determinista es un algo-
ritmo muy inteligente que, si existe en este caso una valoracién de verdad
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Figura 2: Arbol de computacién del algoritmo A con dato de entrada o

que haga verdadera la férmula proposicional, la funcién elegir va a ir
escogiendo la opcién acertada; pero es importante esto, va a elegir una
valoracién que haga verdadera la férmula si existe, en caso contrario, va
a elegir una cualquiera. Con esto, es facil darse cuenta que, si nos devuelve
si es porque ha encontrado una valoracién de verdad que hace verdadera
la férmula; si nos devuelve no, podemos asegurar que no existe ninguna
valoracién de verdad que haga verdadera la férmula, en caso contrario el
algoritmo habria seleccionado la correcta y habria devuelto si. Esto se
puede observar en las Figuras 3 y 4.
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Figura 3: Computacién «inteligente» del algoritmo A con dato de entrada ¢

La segunda parte de la demostracién es verificar que SATes un problema
NP-completo; es decir, verificar que SATes un problema mas dificil que todos
los problemas de la clase NP. Podriamos usar el teorema de generacion de
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Figura 4: Computacién «inteligente» del algoritmo A con dato de entrada s

problemas NP-completos y, de una manera medianamente sencilla podriamos
obtener el resultado...{Pero en 1971 S. Cook no tenfa ningin otro problema
NP-completo que reducir al problema SAT ! Por lo tanto, hay que buscar otra
via. Y esa otra via es la siguiente:

Tenemos que demostrar que todos los problemas de la clase NPson mas
faciles que el problema SAT(o, dicho de otro modo, que el problema SATes mds
dificil que todos los problemas de la clase NP). Es decir, que

VX € NP: X <P SAT

. Dado que X € NP, existird una MTND, M, que trabaja en tiempo polinomial
y resuelve X; es decir, existira k > 1 tal que:

» Para cada u € £%, se tiene que 0x(u) = 1 sii existe alguna computacién

de M (u) que devuelve si en, a lo sumo, |u|* pasos.

Se imponen una serie de restricciones que seran tutiles para la demostracién:
1. T=Yxy F={qy,qn}

2. M tiene una séla cinta infinita con primera casilla.

La funcién de transicién ¢ es total.

Aceptar = ¢,; Parar y no aceptar = gy,

oo W

En la primera casilla de la configuracién inicial aparecerd el primer simbolo
del dato de entrada.

6. En la configuracién de aceptacion, el cabezal analiza/inspecciona la pri-
mera casilla y todas las casillas estan en blanco.

Vamos a considerar las siguientes férmulas:
= A(i,q) = en el instante i, el estado de M es q.
= B(i,7) = en el instante 4, el cabezal analiza/inspecciona la casilla j.

= C(i,7,5) = en el instante i, la casilla j contiene el simbolo s.



Supongamos que tenemos una maquina de Turing no determinista (vamos a
usar una determinista que es un caso particular de no determinista por simpli-
ficar la construccién de la férmula) M; definida como sigue:

Ml = (Q,F,QO,F,B,(S)

con los siguientes elementos:

Q@ = {q0:qy, an};

r={0,1};

F={qy. qn};

6 = {((q0,0), (4n,0,0)), ((q0,1), (ay, B,0)), ((q0, B), (g0, B,0))} (aunque la

dltima transicién nunca se tenga que usar, es necesario ya que de lo con-
trario d no serfa una funcién total).

Esta mdquina de Turing va a resolver el problema de la unidad X = (Xx, x),
definido como sigue:

= Y¥x ={0,1};
» Ox(u) =u,u € Xx.

La méquina, obviamente, parard en exactamente un paso de computacién.
Entonces, vamos a ver que la formula generada ¢ que simula todas las compu-
tacionales de M; sobre u = u; ...u, es satisfactible si y solo si la maquina de
Turing no determinista tiene, al menos, una computacién de aceptacién. Vaya-
mos ecuaciéon por ecuacion:

1. Configuracidn inicial: dada la construccién de la féormula, la subférmula
(1) siempre va a ser satisfactible, dado que el en la configuracién Cy, la
maquina se encuentra en el estado qg (A(0, o)), el cabezal se encuentra
analizando la primera casilla (B(0,1)), las primeras n casillas estdn ocu-

padas por los simbolos uy ...u, (A C(0,7,u;)) y el resto de casillas
1<j<]ul
tendra simbolos en blanco ( A C(0, 4, B)).
lul+1<j<[ulF+1

2. Configuracién de aceptacién: recordemos que la restricciéon 6 nos pi-
de que la maquina de Turing no determinista M;, en la configuracion
de aceptacién (A(|ul*,q,)) tiene que estar analizando la primera casilla
(B(Ju|*,1)) y todas las casillas tienen que estar en blanco (A C(0, 7, B)).

1< < ul®
Precisamente, A(|ul¥, g,) serd cierto si y solo si una de las computaciones
que simula es de aceptacién.



3. M7 estd en un solo estado: esto siempre serd cierto debido al funcio-
namiento de una maquina de Turing: en cada paso de computacion, la
funcién de transicién ¢ se aplica a la configuraciéon C; para dar paso a
Cit1, de tal manera que si el estado en la configuracion C; es g y estd
analizando el simbolo s, en la configuracién siguiente mediante la aplica-
cién de d(q,s) = (¢',s',r),m € {0,+1,—1}, en la configuracién Cry1 la
maquina escribira el simbolo s’ en la casilla que estaba analizando, pasara
al estado ¢’ y se moverd de acuerdo a r. Entonces, para cada configuracién
Ci,0 < i < |ulF, se cumple que estd en un solo estado (\/ A(i,q)) y no

q€Q

estard en dos estados alavez (A [(0A(¢,p)) V (A(4,q))]).
P,q€Q,p#q

4. Cada casilla tiene un solo simbolo: esto siempre serd cierto debido
al funcionamiento de una maquina de Turing: en cada paso de compu-
tacién, la funcién de transicion J se aplica a la configuracién C; para dar
paso a Ciy1, de tal manera que si el estado en la configuracion C; es ¢
y estd analizando el simbolo s, en la configuraciéon siguiente mediante
la aplicacién de §(q,s) = (¢/,s',7),m € {0,+1,—1}, en la configuracién
Ci+1 la mdquina escribird el simbolo s’ en la casilla que estaba anali-
zando, pasard al estado ¢’ y se moverd de acuerdo a r. Entonces, para
cada configuracién C;,0 < i < |ul¥, cada casilla j,1 < j < |ul*¥ +1
tiene un solo simbolo ( \/ B(i,7)) y no tendrd dos simbolos a la vez

sEX x

(A (=CGE5s) Vv (=CGE5,1)))).
s,tEX x ,s#L

5. El cabezal analiza una sola casilla: esto siempre sera cierto debido
al funcionamiento de una maquina de Turing: en cada paso de compu-
tacidn, la funcién de transicién § se aplica a la configuracién C; para dar
paso a Ciy1, de tal manera que si el estado en la configuracion C; es ¢
y estd analizando el simbolo s, en la configuracién siguiente mediante
la aplicacién de 6(q,s) = (¢, s',r),m € {0,+1,—1}, en la configuracién
Ci+1 la méquina escribird el sfmbolo s’ en la casilla que estaba analizan-
do, pasara al estado ¢’ y se moverd de acuerdo a r. Entonces, para cada
configuracién C;,0 < i < |ul¥, se cumple que el cabezal estd analizando

alguna casilla ( '/ B(i,7)) vy no estard analizando dos casillas a la
1<j< ulb+1

vez ( A\ [(=B(,4)) vV (=B(i,5"))])-

1<5,5" <[ul*+1,5#5’

6. La funcién de transicién pasa de C; a C;;1: esto siempre serd cier-
to, debido al funcionamiento de una maquina de Turing: si la maquina
en el instante i estd en el estado g (A(4,q)), el cabezal estd leyendo la
casilla j (B(4,7)) y esa casilla tiene el simbolo s (C(i, 7, s)) entonces ocu-
rrird alguna de las posibles transiciones (recordemos que, dado que M;
es una maquina de Turing no determinista, §(q, s) puede dar lugar a dis-
tintos comportamiento); es decir, en la configuracién siguiente i + 1, la
méquina estard en algiin estado ¢’ (A(i+1,¢")), estard leyendo una casilla




j+r (Bi+1,7+7)) y el simbolo de la casilla j habrd cambiado al s
correspondiente (C(i + 1,7,5")).

7. Si una casilla no se analiza conserva su simbolo: esto siempre serd
cierto debido al funcionamiento de una maquina de Turing: si en una
configuracién (C(i, 7, s)) una casilla no estd siendo analizada (—B(i,7)),
el simbolo de esa casilla no puede cambiar en el paso de computacién
correspondiente (C(i + 1,7, s)). En la diapositiva 20 del Tema 5 aparecia
la subférmula C(4, j, s)A=B(i, j) ANC(i+1, 4, ), que es errénea. La férmula
correcta es C'(4,4,8) A—B(i,7) = C(i+1,4,s)

Teniendo presente que la férmula ; correspondiente es una FNC de una
conjuncién de los anteriores, y teniendo presente que las subférmulas (1), (3),
(4), (5), (6) y (7) siempre se cumplen, nos queda por revisar la subférmula
(2). Pero precisamente esta subférmula es la que se refiere a la condicién de
aceptacion; es decir, sélo serd cierta cuando la maquina de Turing determinista
llegue a una configuracién de aceptacién o, dicho de otro modo, tenga alguna
computacién de aceptacién. La implicacién de

M tiene computacion de aceptacion — 7 es satisfactible

es clara. Veamos la contraria, es decir, veamos que si ¢ es satisfactible,
entonces M tiene alguna computacion de aceptaciéon. Supongamos que

1 es satisfactible /4 M; tiene computacion de aceptacion

Si @1 es satisfactible, en particular la cldusula dentro de la subférmula
(2) A(lu|*,q,) también es satisfactible. Supongamos que M; no tiene ningu-
na computacién de aceptacion. En tal caso, en ninguna de las computacio-
nes llegariamos a una configuracion de aceptacién; es decir, en ninguna de las
computaciones alcanzarfamos una configuracion cuyo estado sea g,. En tal ca-
so, la férmula generada a partir de M; no seria satisfactible (debido a lo que
se ha descrito mds arriba). Hemos llegado una contradiccion, por lo que queda
demostrada la segunda implicacion.

|
Vamos a ver cémo se construye la férmula ¢, a partir de My

1. Configuracién inicial: A(0,qy)AB(0,1)AC(0,1,u)AC(0,2, B) (En este
caso, la u depende del dato de entrada, ya hablaremos més adelante de
esto).

2. Configuracién de aceptacién: A(1,¢,)AB(1,1)AC(1,1,B)AC(1,2, B)

3. M, esta en un solo estado:

(A(0,q0) vV A(0, gy) V A(0, gn)) A [(=A(0,90)) V (= A(0, gy))] A [(=A(0, g0)) V
(—A(0,gn))] AT(=A(0, gy)) V (= A(0; gn))IA

(AL, q0) vV A(L, gy) V A(L, gn)) A[(A(L, q0)) V (2 A(L, gy))] A[(=A(L g0)) v
(A, )] A(=A(L, gy)) V (ZA(L gn))]



4. Cada casilla tiene un solo simbolo:
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5. El cabezal analiza una sola casilla:
(B(0,1) v B(0,2)) A[(=B(0,1)) vV (=B(0,2))]A
(B(1,1) v B(1,2)) A[(—=B(1,1)) v (-=B(1,2))]

6. La funcion de transicién pasa de C; a C;y1: y

7. Si una casilla no se analiza conserva su simbolo: las construiremos

juntas, debido a que vamos a construir, directamente, A (6)A
0<i< ul®, 1< < ul®

(M !

((MWI(A(0,q0) A B(0,1) A C(0,1,0)) = (A(1,q,) A B(1,1) AC(1,1,0))] A
[(A(0,q0) A B(0,1) A C(0,1,1)) — (A(1,q,) A B(1,1) A C(1,1,B))] A
[(A(0,q0) A B(0,1) A C(0,1,B)) — (A(1,q0) A B(1,1) AC(1,1, B))]A
([(C(0,1,0)A=B(0,1)AC(1,1,0))V(C(0,1,1) A=B(0,1) AC(1,1,1))V
(C(0,1, B) A=B(0,1) A C(1,1, B))]A

((2)[(A(0, o) A B(0,2) A C(0,2,0)) — (A(1,q,) A B(1,2) A C(1,2,0))] A
[(A(0,q0) A B(0,2) A C(0,2,1)) — (A(1,q,) A B(1,2) A C(1,2,B))] A
[(A(0,q0) A B(0,2) A C(0,2,B)) — (A(1,q0) A B(1,2) A C(1,2, B))]A
(22)[(C(0,2,0)A=B(0,2)AC(1,2,0))V(C(0,2,1)A=B(0,2) AC(1,2,1))V
( ]

Vamos a ver que la férmula ¢; es satisfactible si y sélo si M; tiene una
computacién (en este caso, tnica) de aceptacién. Para ello, nos tenemos que
fijar en que la dnica subférmula que cambia dependiendo de la entrada es la
subférmula (1). En particular, sélo el tercer literal C'(0, 1, u) cambia dependiendo
de la entrada u, que puede ser 0 o 1.

Veamos los dos casos, primero el caso u = 0 y el segundo v = 1. Cada
configuracion cumple una serie de restricciones, asi que podemos pensar que, si
cumple esas restricciones, los literales correspondientes tienen que ser verda-
deros. Usamos ¢; ; la férmula generada a partir de la maquina de Turing no
determinista M; con dato de entrada u = j.

Para el caso negativo, tenemos la computacion mostrada en la Figura 5. En
dicho caso, cada configuracién representa los literales que se hacen verdaderos.

1Hay que observar que en las diapositivas aparece como 1 < i < |u|]C pero por simplificar
la creacion de la férmula, es suficiente con hacerlo hasta la pentltima configuracién, dado que
no hay una configuracién siguiente a la ultima
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Figura 5: Computaciéon de M; con dato de entrada u =0

De hecho, dada la configuraciéon C; y la configuracién Cy1, es tnica la transicion
que ha hecho posible el paso de C; a Ciy1. En particular, cada elemento hace
verdadero los siguientes literales:

= Configuracién inicial

e FEstado

o A(0,q0), ~A(0, gy), ~A(0, gn)
o (abezal

o B(0,1),~B(0,2)
o (inta

o C(0,1,0),-C(0,1,1),~C(0,1, B),C(0,2, B),~C(0,2,0),~C(0,2,1)

= Configuracion final

e FEstado

o A(1,gn), ~A(1,q0), ~A(L, qy)
o Cabezal

o B(1,1),-B(1,2)
e (Cinta

o C(]-v 13 0)7 _'C(la 1, 1)7 _'C(]-v 1, B)v C(]-v 27 B)7 _'C(]-v 27 0)’ _'C(]-v 23 1)

Para hacerlo facil, podemos fijarnos en que, en la tnica computacién de la
méquina M; con dato de entrada u = 0, el estado g, nunca se alcanza. En tal
caso, el literal A(1, g,) asociado a la subférmula (2) nunca sera satisfecho (de
hecho, como se ve en el estado de la configuracién final, se hace verdadero su
complementario, =A(1, g,)). Por lo tanto, la férmula ¢; o no es satisfactible.

Para el caso afirmativo, la maquina M; con dato de entrada u = 1 sigue una
Unica computacién representada en la Figura 6

Los literales que se hacen verdaderos por las configuraciones de la maquina
son muy similares a la anterior, sélo cambiando algunos (marcados en negrita):

= Configuracién inicial

e FEstado
o A(07 q0)7 _‘A(Oa Qy)a _‘A(Ov qn)
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Figura 6: Computacién de M; con dato de entrada u =1

o Cabezal
o B(0,1),-B(0,2)
e (Cinta
o C(0,1,1),-C(0,1,0),-C(0,1, B),C(0,2, B),~C(0,2,0),-C(0,2,1)

= Configuracién final

e Estado
o A(1,qy),~A(1,q0), ~A(1,dn)

o Cabezal
o B(1,1),-B(1,2)
o (Cinta
o C(1,1,B),—~C(1,1,0),-C(1,1,1),C(1,2, B),~C(1,2,0),~C(1,2,1)

Vamos a ir féormula a formula viendo cudles se hacen verdaderas:

1. A(0,q0) A B(0,1) A C(0,1,1) A C(0,1, B) A C(0,2, B): todos los literales
se hacen verdadero respecto a los literales indicados como verdaderos
arriba (como era obvio).

2. A(1,¢,) A B(1,1) A C(1,1,B) A C(1,2, B): precisamente aqui podemos
observar como la asignacion verdadera que le da el estado de la con-
figuracién final al literal A(1,g,) es uno de los elementos (ademds del
literal C'(1,1, B)) que faltaba en el caso anterior para hacer verdadera esta
subférmula.

3. En este caso, vamos a marcar en azul los literales que son ciertos y en rojo
los literales cuyos complementarios son verdaderos:

(A(0,q0)VA(0, qy)VA(0,qn))A[(~A(0,q0))V(=A(0, qy))]A[(=A(0, qo))V
(—A(0,qn))] A [(-A(0, qy)) V (-A(0, qn))]A

(A(1,q0)VA(L, qy)VA(TL, qn) )A[(2A(1, q0))V(~A(L, ay))JA[(-A(T, q0))V
(A1, an))] A [(-A(1,qy)) V (ZA(1, an))]

Si se realizan los calculos correspondientes, se puede comprobar que el
valor de esta subférmula es verdadero.



4. Aligual que en el caso anterior, vamos a marcar en azul los literales que se
hacen verdaderos por alguna de las especificaciones de la computacion, y
en rojo los literales cuyos complementarios son marcados como verdaderos
en la computacion:

( (0,1, 0) V C(O,l,l) V C(O,l.,B)) A [(ﬁC(
[(~C(0,1,0)) V (~C(0, 1, B))] A[(-C(0,1.1))
( (1 1, 0) vV C(l,l,l) V C(l,l,B)) N [(—|C(
[(-C(1,1,0)) v (-C(1,1,B))] A [(-C(1,1,1))
(C(0,2,0) vV C(0,2,1) v C(0,2,B)) A [(=C(
[(ﬁC(O 2 O)) (ﬁC(072vB))] A [(ﬁc(072>1))
(C(1,2,0) vV C(1,2,1) v C(1,2,B)) A [(=C(
[(ﬁC(l 2,0)) v (-C(1,2,B))] A [(-C(1,2,1)) v (-C(1, 2,B))]

Al igual que en el caso anterior, podemos comprobar que la subférmula es
verdadera con esta valoracién de verdad, dada de forma implicita por la
computacién (en este caso, unica) de la mdquina M; con dato de entada
u=1

N

5. De nuevo, vemos con los colores anteriores la valoracién de verdad que
hace verdadera esta subférmula:
(B(0,1) v B(0,2)) A[(-B(0,1)) v (-B(0, 2))]A
(B(1,1) VB(1,2)) A[(-B(1,1)) vV (-B(1, 2))]

Volvemos a insistir que, teniendo presente que la informacién la estamos
recibiendo directamente de la computacién de la maquina de Turing no
determinista, estamos obteniendo una valoraciéon de verdad que hace ver-
dadera la férmula ¢ 1 (aunque para nosotros no sea relevante cudl es la
valoracién de verdad, sino su ezistencia, pero eso que nos llevamos). Aun-
que, en realidad, es precisamente la computacién (gracias a la funcién de
transicién), la que va mostrdndonos el «camino» hacia la valoracién de
verdad que hace verdadera la férmula ¢ ;.

6. En este caso, como hicimos en la explicitacién de la férmula @7, vamos a
realizar la asignacién de A (6) A (7):
0<i<|ulF, 1<5<|ul*

((MWI(A(0,q0)AB(0,1)AC(0,1,0)) = (A(1,qn)
[( (0 qO) A ( )/\ C(07171)) — ( (1 qy) A
[(A(0,90) AB(0,1) AC(0,1,B)) = (A (1 do) A
(@[(C(o, 0, 1,1,0 1
( ,B /\ﬁB(O 1) = C(1
2)[(A(0, go) AB(0, 2)AC(0,

2.1

2.B

I 0
(oqo)/\Boz)/\ 0,
0
)|

,B)
1,0)A-B(0,1) — C(1, 1,

._\

Y

C(
( ,do) A B(0,2) A C(0,
C(0,2,0)A-B(0,2) — C
(0,2,B) A—B(0,2) — C(1,2,B))]

Es sencillo aplicar la valoracién de verdad correspondiente para terminar
obteniendo que esta subférmula es verdadera. Téngase presente que una

(@
[(A
[(A
(2

(C

10



implicacion légica es cierta si el antecedente es falso o el consecuente es
verdadero

Todas las subférmulas de 5 ; han sido satisfechas por la valoracién de verdad
que hemos extraido directamente de la 1inica computacién de M; con dato de
entrada u = 1. Eso vendria a decir que todas las clausulas en la forma normal
conjuntiva serfan verdaderas y, por tanto, la férmula ¢;; tendria al menos
una valoracién de verdad que la hace verdadera; es decir, @11 es satisfactible
(obvio, dado que M; con dato de entrada uw = 1 tiene una computacién de
aceptacion y 1,1 es la férmula obtenida por la funcién F': ¥% — Egar).
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