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Complejidad en espacio

Complejidad computacional en términos de cantidad de espacio/memoria.

* Complejidad en espacio vs complejidad en tiempo.

Definicion: Sea M una MT determinista. Sea C una computacion finita de M.

* El espacio usado por la computacion C, s(C), es el nimero de casillas
diferentes consultadas.

Nota: A veces se considera s(C) = ndmero de casillas diferentes utilizadas.

Definicion: Sea M una MT determinista. La complejidad en espacio de M es
la funcién parcial, ey : N— — N definida asi:

em(n) = max {s(C) : Ix € £"(C comput. finita de M sobre x)}
si para cada x € X" se tiene que M | x (no definida en otro caso).
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Definicién: Sea M una MT no determinista. La complejidad en espacio de M
es la funcion total, ey : N — N, definida asi: em(n) = mdx {sm(x) : x € X"},
en donde sy (x) es

min{s(C) : C computacién finita de aceptacién de M sobre x}  six € L(M)
1 six ¢ L(M)

En lo que sigue, sea f una funcién computable 1-aria.

Definicién:
* SPACE(f) = {L C £* : IM (M miquina Turing determ. A L = L(M) A ey € O(f))}.

* NSPACE(f) = {L C ©* : IM (M mdq. Turing no determ. A L = L(M) A ey € O(f))}.
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Primeras consideraciones:

x SPACE(f) C NSPACE(f).

* El problema SAT es resoluble por una MTD usando una cantidad de
espacio polinomial.

* El espacio parece una medida de complejidad mas potente que el
tiempo (reutilizacién).

& RGNC

5/39



Teorema: Toda MTND puede ser simulada por una MTD con tres cintas.

Idea de la demostracién:
Sea M una MTND (p: nimero maximo de elecciones no deterministas en M).

Para cada entrada u de M se considera el arbol de computacién T, asociado:
* La raiz es la configuracidn inicial asociada a u.
* Los nodos son las distintas configuraciones.

* Existe un arco de C; a G sii existe una transicién en M de G a G.

Se simulard el drbol de computacién T, mediante un recorrido en anchura.
* En primer lugar, todas las configuraciones obtenidas al ejecutar un paso.

* En primer lugar, todas las configuraciones obtenidas al ejecutar dos pasos.

* Y asi sucesivamente.

T
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Una direccién es una cadena del alfabeto ', = {1,..., p}
* Cada nodo de T, tiene asociada univocamente una direccién (vdlidas).

* Existen direcciones que no se corresponden con ningin nodo (no vdlidas).

Las cadenas de s se ordenan lexicograficamente, segtin su longitud.

Descripcién informal de una MTD, M’, con tres cintas que simula a M:
* Cinta 1: de entrada.
* Cinta 2: de simulaciones.

* Cinta 3: de direcciones.

u§ RGNC
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Un algorimo que implementa una MTD, M’, es el siguiente:
1. Inicialmente, la cinta 1 contiene a u y las cintas 2 y 3 estdn vacias
2. Colocar en la cinta 3 la primera cadena de I';S

3. Borrar la cinta 2, y copiar la cinta 1 en la cinta 2

4. Usar la cinta 2 para simular la parte de la computacién correspondiente a la cadena de I';, que aparece en

la cinta 3. Para ello:

* Se analiza el primer simbolo de la cadena de la cinta 3.
*  (*) Si es vdlido, entonces
— Realizar la correspondiente eleccién no determinista
— Si ha llegado a una configuracién de aceptacién, entonces aceptar y terminar
- Si no,
si queda algin simbolo por analizar en la cinta 3, elegir el siguiente e ir a (¥)
si no, ir al paso 5

si no es valido, ir al paso 5
5. Reemplazar la cadena de la cinta 3 por la siguiente cadena.

* Si no hay siguiente cadena, entonces terminar

&)
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Espacio versus tiempo

Teorema 1: Si X € NTIME(f), entonces X € TIME(k") (siendo k > 2 una
constante) y X € SPACE(f).

Demostracién: Sean X € NTIME(f) y M una MTND que resuelve X en
tiempo O(f(n)).

Sea p el nimero maximo de elecciones no deterministas en M).
Sean M’ una MTD que simulaa My u € Ex.
* Coste en tiempo de M(u): O(p’“D), (n = |u]).

% M’ debe analizar todas las posibles configuraciones tras un paso (p), tras dos pasos (p2), .
tras £(n) pasos (p'("). En total, 6(p’(") pasos.

* Luego, el coste en tiempo de M’ (u) es del orden O(pf(‘ul)).

* Coste en espacio de M(u): O(f(Jul])).

* El coste en espacio de M’ (u) es del orden O(f(|u[)), que es el méximo espacio usado por

cualquier computacién (simulada) de M(u).

S &
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Teorema 2: NSPACE(f(n)) C TIME(KE™ (") con k > 1.

Demostracién: Sean X € NSPACE(f(n)) y M una MTND que decide X en
espacio O(f(n)).

* El ndmero de posibles config. de M con entrada u € X" es del orden
O(n- cfM) = O(d"*"*("), para una constante ¢ > 1 que depende de M.

Sea T, el 4rbol de computacién asociado a u (tamafio d'8"+("),
Se tiene que

* u € Lx sii existe un camino desde /, a una d.i. de parada y aceptacién.

Luego se puede simular M por una MTD que resuelve X en tiempo O(k'g”“(")).

3 e @&
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Corolario: NSPACE(f(n)) C SPACE(k/g””(")), para una cierta constante
k> 1.

Demostracion:
NSPACE(f(n)) C TIME(k'8"(")
C NTIME(K'8m+ ()

C SPACE(Kg"(n)

11§ RGNC
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El problema de la accesibilidad: Reachability

Enunciado: Dado un grafo dirigido, G, y dos nodos u, v determinar si existe un
caminoen G deu av.

* Solucién en tiempo cuadrético (DFS), y usando espacio de orden lineal.

Teorema 3: Reachability € SPACE(lg’n).

Demostracion: Sea G un grafo dirigido de tamafio n. Sean u, v nodos de G.

Consideremos el predicado

PATH (x, y,j) = existe un camino de x a y de longitud, a lo sumo, 2,
Basta decidir PATH (u, v, [Ign]).
Idea para decidir el predicado PATH (x, y, j):

* si j=0, ver si x e y son adyacentes.
si j > 0, entonces
para cada nodo z hacer
si PATH(x,z,j — 1) = T y PATH(z,y,j — 1) = T entonces
devolver SI

devolver NO
U 2
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Descripciéon de una MTD, M, con una cinta de entrada y dos de trabajo, que
implementa el algoritmo usando espacio O(lg?n).
* Cinta de entrada: contiene G,uy v.

* Primera cinta de trabajo: contiene las ternas (x, y,J); se inicializa en
(u, v, [lgn]).

* Segunda cinta de trabajo: contiene una enumeracién de los nodos del
grafo.

En cada instante de la computacién de M sobre x:

* La primera cinta de trabajo contiene O([lgn]) ternas; cada una de
longitud O(3 - lgn) = O(Ign). Luego usa espacio O(Ig?n).

* La segunda cinta usa espacio del orden O(lgn).

Por tanto, el espacio total usado es del orden O(lg?n).

B
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Teorema de Savitch: NSPACE(f(n)) C SPACE(f?(n)), para cada funcién
computable 1-aria f tal que f(n) > Ig n.

Demostracién: Sean X € NSPACE(f(n)) y M una MTND que decide X en
espacio O(f(n)).

Seaue X"

* El arbol T, de computaciones de M sobre u tiene tamafio

Ig"” O(kf( ), para una cierta constante, k, que depende de M.

* Decidir que u € Lx equivale a ver si existe un camino entre dos nodos del

grafo de longitud, a lo sumo, k(™.

Luego se puede simular M por una MTD que resuelve X y usa espacio del
orden O((Igk"()?) = O(f?(n)).

U= RGNC
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Resumen de relaciones obtenidas

>

SPACE(f) C NSPACE(f).

*

NTIME(f) C SPACE(f).
« NSPACE(f(n)) C TIME(k'e™/(),

« NSPACE(f(n)) C SPACE(k'#"().

*

NSPACE(f) C SPACE(f?).
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Las clases PSPACE y NPSPACE

Clases correspondientes a P y NP en la complejidad en espacio.
Definicién: PSPACE = | | SPACE(n")
keN

* PSPACE: clase de los problemas resolubles por una MTD que usa
espacio polinomial.

Definicion: NPSPACE = | J NSPACE(n*)
keN

* NPSPACE: clase de los problemas resolubles por una MTND que usa
espacio polinomial.

e &0
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Definicién: L = SPACE(Ign).

* L: clase de los problemas resolubles por una MTD que usa espacio
logaritmico.

Definicién: NL = NSPACE(lgn).

* NL: clase de los problemas resolubles por una MTND que usa espacio
logaritmico.

Se verifica:
* PSPACE C NPSPACE.
* L C NL.
* Reachability € NL (;€ L?).

11§ RGNC
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Proposicion 1: NL C P.
Demostracion:

NL = NSPACE(lgn) C | J TIME('8"18") € | | TIME(n")

keN keN
]
Proposicién 2: NP C PSPACE.
Demostracion:
NP = | JNTIME(n") C | JSPACE(n*) = PSPACE
keN keN
]

Proposicion 3: NPSPACE C EXP %/ UTIME(k”).
keN

Demostracion:

NPSPACE = | JNSPACE(n*) C | TIME(k,'8")

keN k,k1 EN
C [J TIME(k") = EXP
ko€EN
£ ('@
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Proposicion 4: PSPACE = NPSPACE.

Demostracion:

Savitch
NPSPACE = | JNSPACE(n") c (JSPACE(n*) = PSPACE
keN keN

Corolario: L C NL C P C NP C PSPACE C EXP.

Consideraciones:
* El no determinismo es menos potente respecto al espacio que respecto al
tiempo.
* Se prueba que NPSPACE = co — NPSPACE.

* Se desconoce si algunas de las inclusiones anteriores son estrictas.

B
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PSPACE-completitud

Definicién: Un problema X es PSPACE—duro sii para cada Y € PSPACE se
tiene que Y g;;g X (reducibilidad en tiempo polinomial y espacio logaritmico).

Proposicion 1: Si X es PSPACE—duro y X <Zg Y, entonces Y es
PSPACE-duro.

Definicién: Un problema X es PSPACE—completo sii X € PSPACE y X es
PSPACE-duro.

* Los problemas PSPACE—completos son los més dificiles de la clase
PSPACE

x Candidatos a testigos de que P ; PSPACE y de que
NP ; PSPACE.

11§ RGNC
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PSPACE-duro —_|

PSPACE

NP

EXP

NP-Completo

PSPACE-Completo

NP-duro
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Proposicién 2: Si X, Y son problemas PSPACE—completos, entonces
X=p Y.
Proposicién 3: (Generacién de problemas PSPACE—completos) Sea X un
problema tal que

* X € PSPACE.

x Existe Y (Y PSPACE—completo A'Y <} X).

log
Entonces X es PSPACE—completo.

La bdsqueda de un adecuado problema PSPACE—completo puede responder en
sentido afirmativo o en sentido negativo a la cuestién P Z NP o a la cuestién
NP < PSPACE.

Proposicion 4: Si X es un problema PSPACE—completo tal que X € P,
entonces P = PSPACE.

Proposicién 5: Si X es un problema PSPACE—completo tal que X € NP,
entonces NP = PSPACE.

EWX
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Formulas booleanas cuantificadas

Definiciéon: (Definicién recursiva de FBC)
* Toda férmula proposicional es una FBC.

* Sip es una FBC y x es una variable que aparece en ¢, entonces Ixyp y
Vxp son FBC.

Definicién: Una FBC ¢ estd en forma normal conjuntiva sii es de la forma
Qux1@Q2x2 ... Qrxr W(xa, - .., Xr, Xr41, Xn ), €n donde Q; € {3,V} y ¢ es una
férmula proposicional en FNC. Diremos que Var(y) = Var(y) y que 1 es el
nicleo de .

Definicién: Una variable x; de ¢ (FBC en FNC) es libre sii no hay una
subférmula del tipo 3xjp(xi, ..., Xj, ... Xn) O VX(X1,. .., X}, ... Xn)-

Definicién: Diremos que una FBC en FNC es cerrada sii carece de variables
libres.

Ejemplo: la férmula o(x1,x2,x3) = Ix1Vx3xs [(x1 VX2 V x3) A (X1 V X2 V x3)]

ur 2 T
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Definicién: (satisfactibilidad) Sea ¢ una FBC en FNC:
* Si  es proposicional, ¢ es satisfactible sii existe una valoracién, o, tal
que o(p) =1.

* @ = 3x;1 es satisfactible sii existe una valoracion, o, relevante para 1 tal
que o(yp) = 1.

* = VX9 es satisfactible sii existen dos valoraciones, o1 y o2, relevantes
para ¥ tales que o1(x;) = 1, o1(¥) =1, 02(x;) =0, o2(¢¥p) =1

Ejemplo: ¢(x1,x2,x3) = Ix1Vxedxs [(x1 VX2 V x3) A (X1 VX2 V x3)] es satisfac-
tible ya que para x1 = x3 =1, la férmula ¢ = (x1 VX2 Vx3) A (X1 VX2 V x3) se-
rd verdadera, con independencia del valor de x».

El problema Q—-SAT: Dada una FBC en FNC y cerrada, determinar si es

satisfactible.

S &
U= RGNC
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Teorema 1: Q-SAT < PSPACE.

Demostraciéon: Un algoritmo recursivo, A, que resuelve Q-SAT:

Entrada: ¢ (una FBC en FNC y cerrada)
si ¢ no contiene cuantificadores entonces
si ¢ es satisfactible entonces
devolver 1
si no
devolver O
si ¢ es de la forma Jxi) entonces
si A(9(x]|1)) =1V A(1(x|0)) =1 entonces
devolver 1
si no
devolver O
si ¢ es de la forma Vx7) entonces
si A(¥(x|1)) =1 A A(¥(x|0)) =1 entonces
devolver 1
si no

devolver 0O

En donde (x|k) es la férmula obtenida a partir de v sustituyendo x por k y
eliminando el posible cuantificador asociado a x.

1) @»
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El algoritmo A resuelve el problema Q-SAT.

Veamos que una MT determinista que implemente este algoritmo puede usar
espacio polinomial.

* La profundidad de cada llamada recursiva es, a lo sumo, el nimero de
variables, n, de la férmula.

* Cada nivel de la recursion sélo almacena el valor de una variable.

Reutilizando el espacio en cada llamada recursiva, la cantidad de espacio usada
serd del orden O(n).
|

& RGNC




U= RGNC

Teorema 2: E/ problema Q-SAT es PSPACE—duro.
Idea de la demostracion:

Sea X € PSPACE. Veamos que X <! Q-SAT.

log
Sea M una MTD que resuelve X y usa espacio O(n*), para un cierto k.

Para cada u € L* se representan todas las config. de la computacién de M
sobre u mediante férmulas proposicionales en FNC (como en el teor. de Cook).

Para cada par de config. ¢, ¢ y cada t > 0, se define una FBC en FNC
cerrada, ¢q,c,,t, de manera que es satisfactible sii en la computacion de M
sobre x se puede pasar de c1 a ¢ en, a lo sumo, t pasos.

B
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Construccién de la férmula:

* Caso 1: t=1.

Basta que la férmula sea verdadera sii (c1 = @) V (a v ).
* Caso 2: t > 1.

+ Primera idea:

Per,e,t = Em((toq,m,(%] A Som,cz,[%'l)

en donde m se expresa a partir de una serie de variables xi, ..., X

tal que / € O(n").

La férmula asi construida tendria un tamafio del orden O(t) (y se
. 7 k s - Le

aplicard al caso t € O(2" ), niimero de config. de la computacién

de M sobre u).
« Segunda idea:

Pey et = ImVY(c3, ca)l((c3, ca) = (c1, m) V (c3, ca) = (m, 2) — wq,%[%])l

S &
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Se tiene que u € Lx <= ¢ « es satisfactible.

Cinic »Cacept ;2"
El tamafio de la férmula construida es del orden O((n*)?) ya que

* La profundidad de la recursién es del orden O(Ig2"k) = 0(n").

* En cada nivel de la recursién se afiaden tres nuevas variables que se
describen por O(n*) variables booleanas.

RGNC
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Cuantificadores y Juegos

Juego: varios jugadores tratan de alcanzar un objetivo de acuerdo con unas
reglas.

Un jugador tiene una estrategia ganadora si vence cuando todos juegan de
manera optima.

El juego de la formula: Dada una FBC en FNC y cerrada:

* El jugador A selecciona valores de las variables cuantificadas
universalmente y el jugador B de las variables cuantificadas
existencialmente.

* El turno de jugada lo da el tipo de cuantificador de la férmula (de
izquierda a derecha).

* El jugador B gana si la valoracién generada hace verdadera el nicleo de
la férmula. Caso contrario, gana A.

ur 2 T
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El problema del juego de la formula: Dada una FBC en FNC y cerrada,
determinar si el jugador B posee una estrategia ganadora.

Teorema: El problema del juego de la férmula es PSPACE—completo.

Demostracion: Dada una FBC, ¢, en FNC y cerrada, son equivalentes:

* Determinar si el jugador B posee una estrategia ganadora en el juego
asociado a esa férmula.

* La formula ¢ es satisfactible (como FBC).

Por tanto, la aplicacién identidad es una equivalencia en tiempo polinomial
entre el problema del juego de la férmula y el problema Q-SAT.

u§ RGNC
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El juego de Geografia

Se parte de un conjunto finito de ciudades del mundo.
* Dos jugadores van nombrando alternativamente ciudades, de manera que:

* Un jugador no puede decir una ciudad que ya haya sido nombrada
anteriormente por alguno de ellos.

* La primera letra de la ciudad que dice un jugador debe coincidir con la
tltima letra de la nombrada anteriormente por el otro.

* Pierde aquél jugador que no sepa decir una nueva ciudad verificando la
condicién citada.

Formalizacién: Sea G = (V, E) un grafo dirigido y xo un nodo distinguido que
inicialmente esta marcado. Intervienen dos jugadores | y Il.

* Los jugadores realizan movientos de forma alternativa, marcando un nodo.
* Comienza el juego el jugador |, marcando un nodo u tal que (xo,u) € E.

* Movimiento valido de un jugador: si u es el nodo marcado en el dltimo
movimiento de un jugador, el otro debe marcar un nodo v no marcado y
tal que (u,v) € E.

* Pierde el jugador que no pueda marcar ningtin nodo mas.
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El problema del juego de Geografia: Dado un grafo dirigido, G, y un nodo
distinguido, xo, determinar si el jugador | posee una estrategia ganadora para el
Juego de Geografia con entrada (G, xo).

Teorema 1: E/ problema del juego de Geografia pertenece a la clase PSPACE.
Demostracién: Un algoritmo recursivo, A, que resuelve dicho problema:

procedimiento A(G,x) (G = (V,E))
si grado-out (xp) =0 entonces
devolver 0

si no
Sea G; el subgrafo de G inducido por V — {x}
para cada vi,...,V, tal que (Xo, v,-) € E hacer

si A(Gi,v1) =1A---ANA(G,v,) =1 entonces
devolver 0O

si no
devolver 1

u§ RGNC
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Veamos que una MT determinista que implemente este algoritmo puede usar
espacio polinomial.

* La profundidad de cada llamada recursiva es, a lo sumo, el nimero de
nodos, n del grafo.

* En cada nivel de la recursién sélo se afnade un nuevo nodo.
Reutilizando el espacio en cada llamada recursiva, la cantidad de espacio usada

sera del orden O(n).
|
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Teorema 2: El problema del juego de Geografia es PSPACE—completo.

Demostracién: Veamos que el problema del juego de la férmula es reducible
en tiempo polinomial al problema del juego de Geografia.

Sea ¢ una instancia del problema del juego de la férmula.

* Se puede suponer que ¢ = Ix;Vx23x3 ... Vxp—13xp?), en donde v es una
férmula proposicional en FNC.

Se asociarad a ¢ un grafo dirigido G, y un nodo distinguido ap de manera que

* El jugador B tiene una estrategia ganadora para ¢ sii el jugador | tiene
una estrategia ganadora para (G, do).

Para ello se construird (G, a0) de manera que el jugador | simule el
comportamiento del jugador B en el juego de la férmula para .

B
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La construccién de G, se realiza en dos fases.

* En la primera se considera una sucesién de diamantes (uno por cada
variable xi, ..., x, de ¢), con “primer nodo” ap y un nodo adicional, by,
conectados como sigue:
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Cada camino (a0, xi', a1, 32, X5, . . . , X', @2n—1, bo) desde a0 a bo se identifica
con la valoracién, o, caracterizada por o(x;) = ij.

*

*

El jugador | marca x{l.

El jugador Il estad forzado a marcar a;
El jugador | estd forzado a marcar ay.
El jugador Il marca x2f2.

El jugador | estd forzado a marcar as.
El jugador Il forzado a marcar as.

Tras las 3n primeras jugadas del juego de Geografia, se llega a que el
jugador | marca by.




* En la segunda fase afiadimos un nodo por cada cldusula y por cada literal
de cada clausula, conectados como sigue:
aO

21

Si el literal F de la cldusula ¢; es xx, entonces (¥

! xi) es un arco.

Si el literal ¥ de la cldusula ¢; es Xk, entonces (F x2) es un arco.
i ik

38/39



Aserto: La formula ¢ es satisfactible sii el jugador | tiene una estrategia
ganadora para (G, ao).

* Supongamos que ¢ es satisfactible. En la primera fase del juego, el
jugador | simula al jugador B para ¢ (que construye una valoracién o que
hace verdadera ¢).

* El jugador Il marcard un nodo ¢; (cldusula verdadera).
* El jugador | marcard un literal /i que sea verdadero por o.

* El jugador Il pierde.

* Supongamos que ¢ no es satisfactible. Tras la primera fase del juego, se
habra seleccionado una valoracién o que hara falsa .

* El jugador Il marcard un nodo c¢; tal que corresponda a una cldusula falsa.

* El jugador | marcard un literal I;’ (que ha de ser falso).

% Si I = xy, el jugador Il marcar Xl}. Si Ijf =Xy el jugador |l marcara x0.

* El jugador | pierde.
|
U= RGNC . .
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