
TEOREMA: 2-SAT ∈ P.

Demostración del Teorema:

Sea ϕ ∈ E2−SAT tal que ϕ = C1 · C2 · · ·Cp, con Cj = l1j + l2j (1 ≤ j ≤ p) y V ar(ϕ) =
{x1, · · · , xn}. Asociado a la fórmula ϕ consideramos el grafo dirigido Gϕ = (Vϕ, Eϕ)
definido como sigue:

– Vϕ = {x1, x1, · · · , xn, xn}

– Eϕ = {(z, t) | z ∈ Vϕ ∧ t ∈ Vϕ ∧ ∃j (1 ≤ j ≤ p ∧ cj = t+ z)}

La idea que subyace en esta definición es la siguiente: los arcos (z, t) del grafo dirigido
Gϕ “capturan” las implicaciones lógicas, en el siguiente sentido (z, t) ∈ Eϕ si y sólo si la
implicación lógica z → t “aparece” en la fórmula ϕ. Además, Gϕ puede ser constrúıdo a
partir de ϕ en tiempo polinomial (concretamente, cuadrático).

Lema 1: Sean z, t nodos de Gϕ. Se verifica lo siguiente:

1. Si (z, t) es un arco de Gϕ entonces (t, z) es otro arco de Gϕ.

2. Si existe un camino que va desde z hasta t, entonces existe otro camino que va desde
t hasta z.

Demostración del Lema 1: Sean z, t nodos de Gϕ.

1. Si (z, t) es un arco de Gϕ entonces t + z es una cláusula de ϕ. Teniendo presente

que t+ z ≡ z + t se deduce que (t, z) es otro arco de Gϕ.

2. Sea γ1 = (z, α1, · · · , αr, t) un camino en Gϕ que va desde z hasta t. Entonces
(z, α1), (α1, α2), · · · , (αr, t) son arcos del grafo. Del apartado anterior se deduce
que (α1, z), (α2, α1), · · · , (t, αr) también son arcos de Gϕ. En consecuencia, γ2 =
(t, αr, · · · , α2, α1, z) es un camino en Gϕ que va desde t hasta z.

�

Lema: Para cada fórmula ϕ ∈ E2−SAT, son equivalentes:

(a) ϕ es satisfactible.

(b) Para cada variable x de ϕ, o bien no existe un camino en Gϕ que vaya desde x hasta
x, o bien no existe un camino en Gϕ que vaya desde x hasta x.

Demostración del Lema:

(a)⇒ (b) Supongamos que la fórmula ϕ es satisfactible. Sea σ una valoración relevante

para ϕ tal que σ(ϕ) = 1. Si el aserto (b) fuese falso, entonces existiŕıa una variable z de
ϕ tal que existe en Gϕ un camino que va desde z hasta z y existe otro camino en Gϕ que
va desde z hasta z. Veamos que esto nos lleva a una contradicción.

– Es imposible que σ(z) = 1. En efecto, en tal caso, por existir un camino γ1 =
(z, α1, · · · , αr, z) desde z hasta z, resultaŕıa que (z, α1), (α1, α2), · · · , (αr, z) son ar-
cos del grafo y, por tanto, z + α1, α1 + α2, · · ·αr + z seŕıan cláusulas de ϕ. Luego:
σ(z + α1) = σ(α1 + α2) = · · · = σ(αr + z) = 1. De donde resultaŕıa que
σ(α1) = σ(α2) = · · · = σ(αr) = 1 y, por tanto, σ(z) = 1. Es decir, σ(z) = 0.
Lo que es una contradicción.



– Es imposible que σ(z) = 0. En efecto, en tal caso, por existir un camino γ1 =
(z, β1, · · · , βs, z) desde z hasta z, resultaŕıa que (z, β1), (β1, β2), · · · , (βs, z) son arcos
del grafo y, por tanto, z + β1, β1 + β2, · · · βs + z seŕıan cláusulas de ϕ. Luego:
σ(z + β1) = σ(β1 + β2) = · · · = σ(βs + z) = 1. De donde resultaŕıa que σ(β1) =
σ(β2) = · · · = σ(βs) = 1 y, por tanto, σ(z) = 1. Lo que es una contradicción.

(b)⇒ (a) Supongamos ahora que para cada variable x de ϕ, o bien no existe un camino

en Gϕ que vaya desde x hasta x, o bien no existe un camino en Gϕ que vaya desde x
hasta x. En tal situación, se construye una valoración σ relevante para ϕ como sigue:

– Sea z ∈ Vϕ un nodo del grafo tal que existe un camino que vaya desde z hasta z.
Entonces definimos σ(z) = 0.

– Sea z ∈ Vϕ un nodo del grafo tal que no existe un camino que vaya desde z hasta
z. Entonces definimos σ(z) = 1.

La valoración σ está bien definida, en el sentido de que para cada nodo z del grafo existe
un único valor booleano asociado asociado a z.

Veamos que σ(ϕ) = 1. Caso contrario, si ϕ ≡ C1·C2 · · ·Cp, con Cj = l1j+l2j (1 ≤ j ≤ p),
existiŕıa k, 1 ≤ k ≤ p, tal que σ(Ck) = 0; es decir, σ(l1k) = σ(l2k) = 0. Ahora bien,

– Por una parte, como Ck = l1k + l2k y σ(Ck) = 0 entonces (l1k, l
2
k) ∈ Eϕ y (l2k, l

1
k) ∈ Eϕ.

– Por otra, puesto que σ(l2k) = 0 existirá un camino γ = (l2k, α1, · · · , αr, l2k) que va

desde l2k hasta l2k.

Por tanto, γ′ = (l1k, l
2
k, α1, · · · , αr, l2k, l

1
k) seŕıa un camino que iŕıa desde l1k hasta l1k. Te-

niendo presente que σ(l1k) = 0, existiŕıa también un camino que va desde l1k hasta l1k. Lo
cual contradice la hipótesis (b).

�
Consideremos el siguiente algoritmo determinista A:

Entrada: ϕ ∈ E2−SAT, con V ar(ϕ) = {x1, · · · , xn}
Construir el grafo Gϕ

para i = 1 hasta n hacer

si Reachability(Gϕ, xi, xi) = 0 ∨ Reachability(Gϕ, xi, xi) = 0 entonces

devolver sı́

devolver no

Entonces, el algoritmo determinista A resuelve el problema 2-SAT en tiempo polinomial.
�






