El problema SUBSET-SUM

Una funcion peso sobre un conjunto finito no vacio A es una aplicaciéon w de
P(A) en N tal que para cada B C A se tiene que w(B) = ZW({X})

xEB
Para abreviar, notaremos w(x) en lugar de w({x}).

x Dado un conjunto finito no vacio, A, una funcién peso, w, sobre A, y
k € N, determinar si existe B C A tal que w(B) = k.

Proposicién 1: SUBSET-SUM < NP.

Teorema 2: E/ problema SUBSET-SUM es NP—completo.
Demostracién: Veamos que VC <P SUBSET-SUM.

Sea (G =(V,E),k) € Evc, con V={0,...,n—1} y E ={eo,..., €1}
Sea B = (bj) la matriz de incidencia de G.

b { 1 si g es incidente con el nodo i
i =
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Sea A= {x0,...,xn—1} U {y0,...,¥p—1}, en donde
= (1, bi(p—1), bip—2), - - -, bio) (0< i< n—1)
(p—1-J)
y; =(0,0,0,...,0, 1 ,0,...,0)) (0< -1)
X0 = 1 bo(r—1) bop—2) bo(p—3) bo2 bo1 boo
X1 = 1 by(p—1) by(p—2) by(p—3) b1o b1 b1o
o | =] 1 bap—1) bap—2) Palp=3) b2z b b2
X1 | = [ L] Be—nyp=1) | Be—ne=2) | B e=3) b1 | bo—1y1 | bra—1y0
Yo = 0 0 0 0 0 1
Vi = 0 0 0 0 0 1 0
2 = 0 0 0 0 1 0 0
PR ST e - - - - - -
Yp—2 = 0 0 1 0 0 0 0
Vo1 = 0 1 0 0 0 0 0
4P 4p—1 4p—2 4p—3 42 41 40
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Sea w : A — N definida asi:

* w(z) es el nimero cuyo desarrollo en base 4 estd representado por la
(p + 1)-tupla, z.

De la definicién anterior resulta que

p—1
* W(X,') = 4P + Zb,_, -4
j=0
x w(y) = 4
p—1

Sea k' =k -4P+ ) 2.4 =k222...222 4.

j=0



Consideremos F : Evc — EsusseT—sum definida asi: F(G, k) = (A, w, k').

x F es total computable en tiempo polinomial.
* Aserto: G tiene un recubrimiento de vértices de tamafio k sii existe
A’ C A tal que w(A') = K.

Prueba del aserto:

x Sea V' = {i,..., ik} un recubrimiento de vértices de G de
tamafio k. Sea
A = {xig5 - ,x,‘k} U {yj : & es incidente con un dnico nodo de vy

Se tiene que w(A’) = K’.

* Reciprocamente, sea A’ C A tal que w(A') = k'.
Sea A" = {x;,..., Xi, } U{¥jr, .-, ¥} Se tiene que
x V' ={xq,...,X;,} es un recubrimiento de vértices de G.
* m= k.



El problema PARTICION

x Dado un conjunto, A y una funcién peso, w, sobre A, determinar si existe
una particion {B, C} de A tal que w(B) = w(C).
Proposicién 1: PARTICION € NP.
Teorema 2: E/ problema PARTICION es NP—-completo.

Demostracién: Veamos que SUBSET-SUM <” PARTICION.
Consideremos la aplicacién F : EsysseTt—sum — EparTicion definida asi:

* Sea (A, w, k) € EsysseT—sum. Sean a, b dos elementos que no son de A.
Sea A" = AU {a, b}. Sea w' : A" — N definida asf:

w(x) sixeA
wi(x)={ k+1 six=a
w(A)—k+1 six=b

x Se define F(A,w, k) = (A',w')

Para cada (A, w, k) € EsusseT—sum se verifica que

(A, w, k) € LsupseT—sum <= (A’, w') € LparTicion



