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Introduccién

Problema basico

Dados un conjunto de afirmaciones (hechos, hipétesis,...),
BC, y una afirmacién A, decidir si A ha de ser necesaria-
mente cierta cuando todas las afirmaciones de BC lo son.

La Légica proporciona formulaciones precisas de este problema y
diferentes soluciones. Para abordar este problema formalmente hemos de:

@ Disefiar un lenguaje para expresar las afirmaciones (representacion).
@ Concretar qué entendemos por afirmacion cierta.
© Proporcionar mecanismos efectivos para razonar que garanticen la

correccion de las deducciones.

A lo largo de este curso estudiaremos estas cuestiones en los dos casos
mas comunes: la Légica Proposicional, y la Légica de Primer Orden.
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Légica Proposicional

Légica Proposicional
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Légica Proposicional

Légica Proposicional

Caracteristicas generales de la Légica Proposicional (LP):

@ Sus expresiones (férmulas) representan afirmaciones (hechos,
oraciones) que pueden considerarse verdaderas o falsas.

@ Se construyen a partir de expresiones basicas otras mas complejas
usando operadores (conectivas).

@ Las conectivas se corresponden con formas sencillas de construir
afirmaciones complejas en el lenguaje natural partiendo de otras mas
sencillas:

Conjuncién: .tal ...y...cual...”

Disyuncién: “...tal ...o0...cual ..."

Implicacién “Si ...tal ...entonces...cual ..."

Negacién: “No es cierto que tal ..."

@ Sélo permite analizar las formas de razonamiento ligadas a este tipo
de construcciones.
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Légica Proposicional

Argumentos y formalizacion en LP: Ejemplos

Ejemplo 1: Si el tren llega a las 7 y no hay taxis en la estacidn, entonces Juan

llegara tarde a la reunién. Juan no ha llegado tarde a la reunion. El tren llegé a las

7. Por tanto, habian taxis en la estacion.

Ejemplo 2: Si hay corriente y Ia ldmpara no estd fundida, entonces estd

encendida. La lampara no estd encendida. Hay corriente. Por tanto, la lampara

estd fundida.

e Simbolizacidn:

Simb.

Ejemplo 1

Ejemplo 2

p

q
r

el tren llega a las 7
hay taxis en la estacién
Juan llega tarde a la reunién

hay corriente
la lampara estd fundida
la ldmpara esta encendida

e Razonamiento (informal): Si p y no g, entonces r. No r. p. Por

tanto, q.

o Razonamiento formal (;cémo?): {pA—-qg—r, —r, p} Eq.

ZIGENTISENT N EIGNIM NIV VIVING | Sgica Proposicional y de Primer Orden 24 de octubre de 2022 5/87



Légica Proposicional Sintaxis

El lenguaje de la Légica Proposicional

El lenguaje de la Légica Proposicional consta de:
@ Un conjunto numerable de variables proposicionales:

VP = {p,po;P1;---,G,90,q1,-- -5 10,--- }
@ Operadores basicos de contruccién, Conectivas légicas:
o De aridad 1: = (negacién).
o De aridad 2: V (disyuncién), A (conjuncién),
— (condicional) y «+ (bicondicional).

© Simbolos auxiliares: “(" y “)" (para leer facilmente las expresiones).
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Légica Proposicional Sintaxis

Férmulas

El conjunto de las férmulas proposicionales, PROP, es el menor conjunto
de expresiones que verifica:

e VP C PROP,
@ Es cerrado bajo las conectivas, es decir:

e Si F € PROP, entonces —=F € PROP.
e Si F, G € PROP, entonces (FV G), (FAG), (F— G),
(F ++ G) € PROP.

@ La sintaxis del lenguaje pretende evitar la ambigiiedad en la
interpretacion de las férmulas (esa es la funcién de los simbolos

auxiliares).

Cuestion: ;jExiste ambigliedad de lectura (como ocurre a veces en el

lenguaje humano)?
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Légica Proposicional Sintaxis

Arboles de formacidn

@ Asociamos a cada férmula un arbol de formacién (esencialmente
dnico) que describe el modo en que se construye la férmula a partir
de otras mas sencillas.

o Ejemplo:

=(=(pV q) ‘—> (=r As))
(=(pVq) = (=rAs))

=(pvag) (-rAs)
\ A
(pVaq) T s
p q r
@ Las férmulas que aparecen en el drbol de formacién de una férmula F
se denominan subférmulas de F.
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Légica Proposicional Sintaxis

Reduccién de paréntesis

Para facilitar la lectura de las férmulas adoptaremos los siguientes
convenios de notacién:

@ Omitiremos los paréntesis externos.

@ Daremos a las conectivas una precedencia de asociaciéon. De mayor
a menor preferencia estan ordenadas por:

AV, =

Ejemplo: FAG — -FV Ges ((FAG)— (-FV G)).
e Siempre se dejaran los paréntesis para <.

@ Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha:
FV GV Hes(FV(GVH)).
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Légica Proposicional Sintaxis

Principio de Induccién sobre férmulas

Gracias a la definicion de PROP si deseamos probar que toda férmula
proposicional satisface cierta propiedad W, podemos probarlo por
induccion sobre férmulas.

Para ello probamos:
@ Caso base: Todos los elementos de VP tienen la propiedad W.
@ Paso de induccién:

@ Si F € PROP tiene la propiedad W, entonces —F tiene la propiedad W.
@ Si F, G € PROP tienen la propiedad W, entonces las férmulas
(FVG), (FAG), (F— G)y (F + G) también tienen la propiedad V.
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Légica Proposicional Seméntica

Semadntica: Funciones de verdad

@ Los elementos del conjunto {0, 1} se llaman valores de verdad. Se
dice que 0 es el valor falso y el 1 es el valor verdadero.

o El significado de una conectiva se determina mediante su funcién de
verdad (una funcién booleana):

. 1, sii=0;
OHﬁ(I):{O s|i:1

a0 sii=j=0
° Hv(/aJ) = 1 en otro caso.

1, sii=j=1;
0, en otro caso.

{
o nlid) = {
{

[0, sii=1,j=0;

o H,(i,j)= 1, en otro caso.
1 sii=g;

o He(i,j) = { 0, en otro caso.
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Légica Proposicional Seméntica

Valoraciones

@ Las variables proposicionales se interpretan mediante una valoracién
de verdad (o interpretacion), una aplicacién

v: VP — {0,1}

@ Se prueba por induccién que podemos extender cada valoracién, v,
de forma dnica, al conjunto de todas las férmulas verificando que
para toda férmula F se verifique:

v(~F) = H-(v ( ).

v((FV G)) = Hy(v(F), v(G)).

V((F A G)) = Ha(v(F), v(G)).
(

(

\_/\_/

v((F = G)) = H_>( (F), v(G)).
V((F < G)) = He(v(F), v(G)).

@ Se dice que v(F) es el valor de verdad de F respecto de v.
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Légica Proposicional Seméntica

Valor de verdad (con arboles de formacién)
Supongamos v(p) = v(q) =1y v(r) = v(s) = 0. Usando el arbol de
formacidn para calcular (de abajo a arriba) el valor
v(=(=(pVq)V (=rVs)):
~(=(pV@q)V(-rvs))
(0)
~(pVvaq)V

(1)

(—rVs)

S
(1) (1) (0)
/\
r
p q
@ @ O
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Semantica
Tablas de verdad

Como se ve con el arbol, el valor de verdad de una férmula F respecto de
una v esta determinado por los valores de verdad de las subférmulas
de F.

Ejemplo: si v(p) = v(q) =0y v(r) =1, entonces

v(=((p = q)vr)) =H-(H(v(p— q),v(r)) =
= H-(Hv(H-=(v(p), v(q)),1)) =0

Fijada v podemos presentar el cdlculo de F mediante una tabla que
recorre los valores de sus subférmulas:

plq
0f0]
Una tabla de verdad para F es una tabla similar que contiene una fila
por cada posible valoracién que asigne valores a las variables

proposicionales que aparecen en F.
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Seméntica
Ejemplo

~3
e

“(pVg) = (p—r)

=2
S
—
=

2
=== =Tm=mEl
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L L L e
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Consecuencia légica y satisfactibilidad
Validez y satisfactibilidad (1)

@ Decimos que una férmula F es valida en v, o que v es un modelo de
F,siv(F)=1.
o Notacién: v = F.
e Una valoracién v es modelo de un conjunto de férmulas U, v = U, si v
es modelo de todas las férmulas de U.

e Una férmula F es una tautologia (o valida) si es vélida para toda
valoracién (notacién = F).

e Una férmula F es satisfactible (o consistente) si existe una
valoracién que es modelo de F. En caso contrario diremos que es
insatisfactible (o inconsistente).

o Andlogamente, un conjunto de férmulas U es satisfactible (o

consistente) si existe una valoracién que es modelo de U. En caso
contrario diremos que es insatisfactible (o inconsistente).

@ Una férmula F es contingente si es consistente pero no tautologia
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Légica Proposicional Consecuencia légica y satisfactibilidad

Clasificaciones de féormulas

Todas las férmulas

Tautologias

Contigentes

Contradicciones

interpretaciones

(¢ pV —p)

Verdadera en todas las | Verdadera en algunas

interpretaciones y
falsa en otras

(ej- p— q)

Falsa en todas las
interpretaciones

(¢ pA—p)

Safisfacibles

Insatisfacibles

Todas las férmulas
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Consecuencia légica y satisfactibilidad
Validez y satisfactibilidad (II)

Relacién entre conceptos:
Lema. Para cada F € PROP se verifica:
@ Si F es un tautologia entonces F es satisfactible.

@ F es una tautologia si y sélo si —F insatisfactible.
Ejemplos:
@ Son tautologias: (pV =p)y ((p — q) — p) — p.
@ p A —p es insatisfactible y, por tanto, =(p A —p) es una tautologia.

e (p — gq) — p es satisfactible pero no es una tautologia.
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Légica Proposicional Consecuencia légica y satisfactibilidad

Consecuencia Légica

@ Una férmula F es consecuencia légica de un conjunto de férmulas
U, si todo modelo de U es modelo de F. Es decir,
para toda valoracion, v,

vEeEU = VvEF

o Notacién: U = F.
o La relacién de consecuencia légica permite formular el problema basico

en el marco de la |égica proposicional.
Relacién entre consecuencia légica, consistencia y validez:
Proposicion. Sea {f1,... F,} € PROP. Son equivalentes:
o {F,....,Fa} EF
@ FL A--- AN F, — F es un tautologia.
e {Fi,...,Fn,—F} es insatisfactible.
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Légica Proposicional Consecuencia légica y satisfactibilidad

Ejemplos

p=aag=rikEp—r {p} - pNg
plalrlp—qlq—=r|p—r plalprg
hlololo| 1 1 1 1]1] 1
hlolo|1] 1 1 1 1/0] o
Klol1]o| 1 0 1 ol1| o
Llof[1]1] 1 1 1 olo| o
k|1/0]|0| o 1 0

101 o 1 1

Ll1l1]o]| 1 0 0

kl1]1]1] 1 1 1
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Légica Proposicional Problemas de decisién

Algoritmos de decisién (1)

Dado un conjunto de férmulas proposicionales, U, un algoritmo de
decisidn para U es un algoritmo que dada A € PROP, devuelve SI

cuando A€ U,y NOsi A¢ U.

Casos especialmente interesantes:
o SAT = {A € PROP : A es satisfactible}
e TAUT = {A € PROP : A es una tautologia}
e Fijado U C PROP, la Teoria de U es

T(U)={A€ PROP: U Al

Un algoritmo de decisién para T (U) propociona una respuesta al
Problema Basico expuesto al principio del tema.
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Légica Proposicional Problemas de decisién

Algoritmos de decisién (I1)

Problema Basico:
Disefiar un algoritmo que, dado un conjunto finito de férmulas
proposicionales, U, y una férmula F, decida si U |= F.

El problema se reduce a decidir la satisfactibilidad de una cierta férmula
(o si se prefiere, la validez de otra) por la proposicién anterior. Por tanto,

@ La construccién de tablas de verdad induce un algoritmo (ineficiente)
para decidir la consecuencia légica.

@ El Problema Bisico es resoluble algoritmicamente, aunque no se
conoce ninguna solucién eficiente y se duda de la existencia de
algoritmos de decisién eficientes para este problema, ya que ...

@ ... determinar la satisfactibilidad de una férmula proposicional es un
problema NP-completo.
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Légica Proposicional Problemas de decisién

Algoritmos de decision (llI)

Problema Basico (bis):
Obtener un algoritmo eficiente que, dado un conjunto finito de férmulas
proposicionales, U, y una férmula F, decida si U = F.

Observaciones:

o Este problema es equivalente al de obtener un algoritmo eficiente
para determinar la satisfactibilidad de una férmula proposicional.

@ Se trata de un problema abierto, que posiblemente tendrd una
respuesta negativa (se cree que no existen algoritmos eficientes para
resolver SAT).

o Para propésitos practicos puede bastar con algoritmos eficientes
para alguna clase especial de féormulas.

ZIGENTISENT N EIGNINE\AVAAENVIVING | Sgica Proposicional y de Primer Orden 24 de octubre de 2022 23 /87



Légica Proposicional Limitaciones y ejemplos

Limitaciones de la légica proposicional

@ La légica proposicional posee un semdntica sencilla y existen
algoritmos de decisién para sus problemas bdasicos, como SAT o la
consecuencia légica.

@ Sin embargo, la expresividad de la légica proposicional es bastante
limitada.

o Existen problemas cuya descripcién mediante légica
proposicional es complicada, pues requieren un gran nimero de
férmulas o férmulas de gran tamano.

@ Mas adn, existen formas de razonamiento validas que no pueden
ser expresadas mediante la légica proposicional, por ejemplo:

o Todos los hombres son mortales

e Sdcrates es un hombre.

e Por tanto, Sécrates es mortal.
La Légica de Primer Orden extiende a la Légica Proposicional
proporcionando mayor expresividad.
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Légica Proposicional Limitaciones y ejemplos

Ejemplo de argumentacion

@ Problema de los animales: Se sabe que
@ Los animales con pelo o que dan leche son mamiferos.
@ Los mamiferos que tienen pezufias o que rumian son ungulados.
© Los ungulados de cuello largo son jirafas.
© Los ungulados con rayas negras son cebras.
Se observa un animal que tiene pelos, pezufias y rayas negras. Por
consiguiente, se concluye que el animal es una cebra.
@ Formalizacién:
{ tiene_pelosV da_leche — es_mamifero,
es_mamifero A (tiene_pezufias V rumia) — es_ungulado,
es_ungulado A tiene_cuello_largo — es_jirafa,
es_ungulado A tiene_rayas_negras — es_cebra,

tiene_pelos A tiene_pezufias A tiene_rayas_negras}
= es_cebra
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Légica Proposicional Limitaciones y ejemplos

Problemas légicos: veraces y mentirosos

Enunciado: En una isla hay dos tribus, la de los veraces (que siempre
dicen la verdad) y la de los mentirosos (que siempre mienten). Un viajero
se encuentra con tres islefios A, B y C y cada uno le dice una frase

@ A dice "By C son veraces syss C es veraz”
@ B dice “Si Ay C son veraces, entonces B y C son veraces y A es mentiroso”
@ C dice "B es mentiroso syss A o B es veraz”
Determinar a qué tribu pertenecen A, By C.
Simbolizacién: a: “A es veraz”, b: "B es veraz", c: “C es veraz'.
Formalizacién:
Fr=ae (bAce o), hb=be(ahc—bAcAh—a)y
F3=c<« (mb<« aVb).
Modelos de {F1, Fp, F3}:
Si | es modelo de {Fi, F2, F3}, entonces [(a) =1,/(b) =1,/(c) = 0.
Conclusién: A 'y B son veraces y C es mentiroso.
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Légica Proposicional Limitaciones y ejemplos

Limitacién expresiva de la légica proposicional

o Ejemplo 1: S/ Sevilla es vecina de Cddiz, entonces Cadiz es vecina de
Sevilla. Sevilla es vecina de Cddiz. Por tanto, Cadiz es vecina de
Sevilla

o Representacién en légica proposicional:
{SvC — CvS, SvC} = CvS

o Ejemplo 2: Si una ciudad es vecina de otra, entonces la segunda es
vecina de la primera. Sevilla es vecina de Cddiz. Por tanto, Cadiz es
vecina de Sevilla

o Representacion en légica proposicional: Imposible
o Veremos la representacion en légica de primer orden:

{Vx Vy [vecina(x, y) — vecina(y, x)], vecina(Sevilla, Cadiz) }
= vecina(Cadiz, Sevilla)
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Légica Proposicional Limitaciones y ejemplos

Légica de Primer Orden
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Limitaciones  cjemplos
Ejemplo (1)

Consideremos las siguientes afirmaciones:
© Marco era pompeyano.
@ Todos los pompeyanos eran romanos.
© Cada romano, o era leal a César, o le odiaba.
© Todo el mundo es leal a alguien.
© La gente sélo intenta asesinar a aquellos a quienes no es leal.
@ Marco intentd asesinar a César.
@ Todo pompeyano es leal a su padre.

iPodemos deducir a partir de esta informacién que Marco era leal a César?
iPodemos deducir que Marco odiaba a César? jEra César el padre de
Marco?
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Limitaciones  cjemplos
Ejemplo (Il)

@ Podemos formalizar las afirmaciones observando que todas ellas
expresan propiedades de los elementos de un cierto conjunto de
individuos (romanos) y las relaciones que se dan entre ellos.

@ Introduzcamos simbolos para expresar estas relaciones y para
referirnos a los individuos de los que estamos hablando:
o P(x) expresa “x es pompeyano”.
R(x) expresa “x es romano”.
L(x,y): “x es leal a y".
O(x,y): “x odia a y".
IA(x,y): “x intent6 asesinar a y".
Por dltimo, parece natural introducir una funcién f que para cada x,
devuelve el padre de x, f(x).
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Limitaciones  cjemplos
Ejemplo (III)

Ahora podemos formalizar los enunciados anteriores:
© P(Marco) expresa “Marco es pompeyano”
Q@ Vx(P(x) = R(x))
e "“Todos los pompeyanos son romanos”
@ Vx(R(x) — (L(x, Cesar) VV O(x, Cesar))
e "Todo romano es leal a César o le odia”
Q Vx3JyL(x,y)

e "“Todo el mundo es leal a alguien”.

Q VxVy (IA(x,y) = —L(x,y))

e “La gente sélo intenta asesinar a aquellos a quienes no es leal”.

O /A(Marco, Cesar)

e "“Marco intentd asesinar a César”.
@ Vx(P(x) — L(x,f(x)))
(]

“Todo pompeyano es leal a su padre”.
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Limitaciones  cjemplos
Ejemplo (1V)

Para las preguntas podemos escribir:

a. L(Marco, Cesar): Marco es leal a César.
b. O(Marco, Cesar): Marco odia a César.

(]

Sin embargo, no podemos expresar que “Marco es el padre de César”
sin considerar alglin simbolo mas.

@ Una posibilidad es afiadir a nuestro lenguaje el simbolo “=" para
expresar al igualdad entre dos objetos. De este modo tendriamos:

o f(Marco) = Cesar: César es el padre de Marco.

@ Como puede verse, hemos ampliado el conjunto de simbolos
disponibles en la légica proposicional.

@ El conjunto de simbolos introducidos constituye lo que denominamos
un Lenguaje de Primer Orden.
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Lenguajes de Primer Orden

e Un lenguaje de primer orden (LPO) L consta de:
o Simbolos légicos (comunes a todos los lenguajes):
@ Un conjunto de variables: V = {xo, x1,...}.
@ Conectivas légicas: —, V, A, —, <.
© Cuantificadores: 3 (existencial), ¥ (universal).
@ Simbolos auxiliares: “(", “) “"
e Simbolos no légicos (propios de cada lenguaje):
@ Un conjunto L¢ de constantes.
@ Un conjunto de simbolos de funcién Lr = {fo, f, ...}, cada uno con
su aridad.
@ Un conjunto de simbolos de predicados Lp = {po, p1, ...}, cada uno
con su aridad.
Los conjuntos V Lg,Lc y Lp son disjuntos
@ Los simbolos de predicado de aridad 0 actian como simbolos

proposicionales.
@ El simbolo = no es un predicado comtin a todos los LPO. Cuando
estd incluido diremos que se trata de un Lenguaje de Primer Orden

con igualdad.
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Ejemplos

@ En el ejemplo de los romanos se introdujo el lenguaje:

LR = {Marco, Cesar, P, L, O, R, IA, f }
——

constantes  simb. predicado simb. funcién

P,R vy f tienen aridad 1. L, O y IA tienen aridad 2.
o El lenguaje de la Aritmética (nimeros naturales):

simb. predicado

LA={ 0 , 1 ,"< , =", -, + }
— —
constantes simb. de funcidn

<, + vy - tienen aridad 2.
@ Un lenguaje para el parentesco:

LP = {padre_de, madre_de, hijo, hermano, casados}

simb. predicado

Todos de aridad 2.
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Términos

@ Los términos de un lenguaje L se definen como:
@ Las variables y las constantes son términos.

Q Sity,...,t, son términos y f es un simbolo de funcién de L de aridad
n, entonces f(ty,...,t,) es un término.
@ Los términos son expresiones que me permiten hablar de los objetos
del mundo.
@ Ejemplos:

e Son términos del lenguaje LR:
Marco, Cesar, f(x), f(Cesar), f(f(Cesar)),...
e Son términos del lenguaje de la Aritmética:
0, +(x,y), (x,+(y,1)),...
Utilizando la notacidn infija tradicional se escriben

x+y, x-(y+1)

ZIGENTISENT N EET LI\ VIVING | Sgica Proposicional y de Primer Orden 24 de octubre de 2022 35/87



Légica de Primer Orden Sintaxis

Férmulas

@ Las férmulas son expresiones que permiten hablar de veracidad y

falsedad.
@ Las férmulas atémicas de L son las expresiones p(ti, ..., t,), donde
p es un simbolo de predicado de aridad ny ti,...,t, son términos.

@ Las férmulas de L se definen como sigue:

o Las férmulas atémicas de L son férmulas de L.
e Si Fy G son férmulas de L, entonces —=F, (FV G) (FAG), (F— G)

y (F +> G) también lo son.
e Si x es una variable y F es una férmula de L, entonces Ix F y Vx F

también son férmulas.
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Ejemplos

En LA, =3x(x-0=y)

En LP, 3x(padre_de(x,y) A padre_de(x, z)).
Pero dx padre_de(padre_de(x, y),z), NO es una férmula.

e En LR,

Vx 3y L(x,y)
Vx (R(x) — (L(x, Cesar) vV O(x, Cesar)))

Notacién: Para facilitar la lectura de las férmulas y reducir el niimero
de paréntesis adoptamos los mismos convenios que para la légica
proposicional:
e Omitiremos los paréntesis externos.
e Daremos a las conectivas una precedencia de asociacién.
De mayor a menor, estan ordenadas por: =, A, V, —.
e Se dejan los paréntesis para la conectiva <.
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Arboles de formacidn

Andlisis sintéctico de la expresién Ix(y +y =x-0Vv 1< y)
dx

|
V
= <
/\ T
& . 1 y
Py
y X 0
O también: Ix(y+y=x-0v1<y)

|
(y+y=x-0vl<y)

y+y=x-0 1<y
25 férmula qs padns se denominan suhférmulas
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Légica de Primer Orden Sintaxis

Estancias libres y ligadas

@ Una estancia ligada de una variable x en una férmula F es una
aparicién de x en una subférmula del tipo 3x F o Vx F. En otro caso,
diremos que es una estancia libre.

e Variable libre en F: Al menos una estancia libre.
e Variable ligada en F: Al menos una estancia ligada.

e IxVy(x-y=2z-1)no es cerrada (z es libre).
o Ix(Vy(x-y=1)Vx-y=x)no es cerrada.
o La variable y aparece libre y ligada.
e Aunque sintdcticamente es correcto, no escribiremos férmulas en las
que una misma variable aparezca libre y ligada. Usaremos en su lugar la

férmula
Ix(Vy(x-y=1)V(x-z=x))

ZIGENTISENT N EETEIGNIME\AVAERVIVING | Sgica Proposicional y de Primer Orden 24 de octubre de 2022 39/87



Légica de Primer Orden Seméntica

Semantica

@ Objetivo: Dotar de significado a los términos y férmulas de un
lenguaje de primer orden.
e Términos cerrados: elementos del universo.
e Significado de las férmulas: propiedades sobre los elementos del
universo.
e Una L-estructura (o interpretaciéon) M, consta de:

o Un conjunto no vacio M # () (el universo de la estructura).
e Una interpretacién en M para cada simbolo de L:
@ Para cada constante ¢, c™ € M.
@ Para cada funcién, f, de aridad n >0, M : M" — M.
© Para cada predicado, p, de aridad n > 0, p™ : M" — {0,1} (equiv.,
pMC M)
@ Si L es un LPO con igualdad la interpretacién de = es

{(a,a) : ae M}

@ Si no hay confusién, escribiremos M en vez de M, pM en lugar de
pM, etc.
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Semantica
Ejemplos (1)

@ Para LP, sea M la estructura dada por:
Universo: My = {Pedro, Pablo, Ana, Laura}.
o padre_deM = {(Pablo, Ana), (Pedro, Pablo)}.
o madre_deM = {(Ana, Laura)}.

o hermano™ = ().

o casadosM = ().

@ Para LP, consideremos M, dada por:
o Universo: M, ={0,1,2,3,4,5,6}.
o padre_deM = ser miiltiplo de.
o madre_de™ = ser menor.
o hermano™2 = primos entre si.
o casados™ = ().
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Semanics
Ejemplos (I1)

o Para LA, sea M3 dada por:
e Universo: M3 =N
0™ = 0.
M =1,
La funcién +Ms es la suma de ntimeros naturales.
La funcién -Ms es el producto de niimeros naturales.
=M; s la igualdad entre niimeros naturales.
<M es el orden entre niimeros naturales.

@ Para LA, sea My dada por:
e Universo: My = Q

o OM: — %

o 1Ms =D

o La funcién +M es |a diferencia de niimeros racionales.
o La funcién -M estd dada por p-M g = p.

o =M+ es |a igualdad entre niimeros naturales.

o <M es el orden entre niimeros racionales.
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Légica de Primer Orden Seméntica

Interpretacién de términos (1)

@ Dada una [—estructura M, a cada término t de L, sin variables, le
corresponde un elemento de M, que denotamos por t™ (su
interpretacién en M):

o Si t = ¢ una constante, entonces t™M = cM e M.
o Sit=f(t1,...,ta), entonces tM = FM(EM ... tM).

@ Ejemplos:

(0-1)+1)M = ((0-1)Ms 4-Ms 1 M3)
— (0/\/73 M3 1/\/’3) +1

(0-1)+1=1
((0-1)+1)M = ((0-1)Ms 1 Ma 1 Ms)
= (OM: .M gMay 2
= (3-M2)-2
b-2=3

ZIGENTISENT N EIGNIME\AVAEMVIVING | Sgica Proposicional y de Primer Orden 24 de octubre de 2022 43 /87



Légica de Primer Orden Seméntica

Interpretacion de términos (I1)

@ Asociamos a cada L—estructura, M, un lenguaje L(M), que tiene
todos los simbolos de L y, ademds, una constante a por cada
elemento a € M.

@ La interpretacién de los simbolos de L(M) en M es la misma para
los simbolos de L, y para cada a € M,

aM=a

o Ahora podemos calcular t* para todo término de L(M) sin variables:
(2-5)+1)" = (2-5" +M 1)
= (2M3 M §M3) +1
= (2:5)+1=11

(@M 54) + M = ((x- y)Me e 1)
= (2"44 My 5/\/74) )

ZIGENTISENT N EET LI\ VIVING | Sgica Proposicional y de Primer Orden 24 de octubre de 2022 44 /87



Légica de Primer Orden Seméntica

Interpretacién de férmulas (1)

Dada una L—estructura M, decimos que una férmula F cerrada de L(M)

se satisface en M, M |= F, si:
o Si Fes p(ti,...,ty) (atdmica), entonces M = F sii
(M, .. ) e pM.
@ Si F es F1 V F, entonces M = F sii se verifica que

MEFR 6 MEF

@ Las conectivas A, — y <> se tratan de manera similar.
@ Si F es —Fy, entonces M = F sii no se tiene M = F;.
@ Si F es dxFi(x), entonces M |= F sii

existe b € M tal que M = F1(b)
@ Si F es VxFi(x), entonces M |= F sii
para todo b € M, se tiene M = F1(b)
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Légica de Primer Orden Seméntica

Interpretacion de férmulas (II)

@ En particular, la definicién anterior nos permite precisar cudndo una
férmula cerrada de L, F, es vélida en M (o bien que M es un
modelo de F) y escribir M |= F.

@ Si F tiene variables libres, por definicién,
ME F(x1,...xn) <= MEVxy - -VYx,F(x1,...xn)

@ Si X es un conjunto de férmulas de un lenguaje L y M una estructura
para L, decimos que M es un modelo de %, si

para toda férmula F € ¥, M F.
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Légica de Primer Orden Seméntica

Ejemplos

En Mj:
e Universo: My = {Pedro, Pablo, Ana, Laura}.
o padre_deM = {(Pablo, Ana), (Pedro, Pablo)}.
o madre_deM = {(Ana, Laura)}.

e hermano™ = (), casadosM: = ().

Se tiene:
e M; = Ix(padre_de(Pablo, x) N\ madre_de(x, Laura))
e M = —3x padre_de(x, Laura)
® M; = VxVyVz(padre(x,z) A madre(y,z) — —casados(x, y)).
e M |= hermano(x,y) <> hermano(y, x)
e M [~ Ix padre_de(x,y)
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Légica de Primer Orden Seméntica

Ejemplos (I1)
En Ms:

e Universo: M, ={0,1,2,3,4,5,6}.

o padre_deM = ser miiltiplo de.

e madre_de™ = ser menor.

e hermanoM™2 = primos entre si, casados™? = ().
Se tiene:

e My = Ix(padre_de(4, x) A madre_de(x, 3))

e My = 3x padre_de(x, 3)

e My = hermano(x,y) <> hermano(y, x)

e My |= IxVy padre_de(x,y) [x =0]
@ ;Se tiene My |= hermano(x, y) — —padre_de(x,y)?
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Légica de Primer Orden Consecuencia légica y validez

Validez y Consistencia

e Una férmula F de L sin variables libres (cerrada) es satisfactible si
existe una L—estructura M tal que

MEF

@ Un conjunto de férmulas cerradas ¥ de un lenguaje L es consistente
si existe una L—estructura, M, tal que

para toda formula Fe X, MEF
@ Una férmula F es légicamente valida si para toda estructura M se

tiene que M |= F (Notacién: |= F).
e Ejemplo: VxP(x) V Ix—P(x)

ZIGENTISENT N EET LIV AAEVIVING | Sgica Proposicional y de Primer Orden 24 de octubre de 2022 49 /87



(TN RSN NOI LI Consecuencia légica y validez

Consecuencia légica y equivalencia

@ Diremos que una férmula F es consecuencia légica de un conjunto
de férmulas cerradas ¥, (X |= F), si para toda L—estructura M se
tiene que

si M =X, entonces M = F

o Es decir, si todo modelo de ¥ es modelo de F.

@ Los problemas de la consistencia, consecuencia légica y la validez para
la légica primer orden, no son decidibles.
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Formas Normales y DPLL

Formas Normales y DPLL
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Formas Normales y DPLL

Introduccidn

@ Presentaremos ahora mecanismos para transformar las férmulas de las
|6gicas estudiadas y conseguir expresiones equivalentes que muestran
algunas ventajas para aplicar algoritmos.

@ Comenzaremos dando procedimientos para transformar férmulas
proposicionales.

@ Y daremos un algoritmo para decidir SAT que es la base de la mayoria
de algoritmos modernos para ese problema.
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Formas Normales y DPLL Formas normales

Formas Normales en LP

@ Comenzaremos dando una visidn algebraica de las férmulas
proposicionales.

@ Si identificamos cada conectiva con su funcidn de verdad, entonces
cada férmula proposicional F, que contenga sélo las variables
proposicionales ps1, ..., p,, puede considerarse una expresion
algebraica (similar a un polinomio), que define una funcién booleana
He :{0,1}" — {0,1}.

@ Estas expresiones algebraicas pueden manipularse de manera similar al
modo en que reescribimos una expresion aritmética para simplificarla.

@ Con estos procedimientos conseguiremos dar dos formas simples para
cada férmula: la Forma Normal Conjuntiva (FNC) y la Forma Normal
Disyuntiva (FND).

@ Pero antes debemos explicitar qué entendemos por férmulas
equivalentes.
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Formas Normales y DPLL Formas normales

Equivalencia légica en LP

Definicién.
Dos férmulas Fi, F» son equivalentes (F1 = F,) si, para toda valoracién
v, se tiene que v(F1) = v(Fp).
Es facil comprobar que:
@ FL = F,si F1 y F> tienen los mismos modelos.
e F=FsiysdlosiFiERYyFREFR
Ejemplos:
e F ¢ SAT, G ¢ SAT, entonces F = G.
e F e TAUT, G € TAUT, entonces F = G.
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Formas normles
Equivalencias (1)

Sean A, B € PROP. Se tienen las siguientes equivalencias:
o Conmutatividad:

AVB=BVA
AANB=BAA
o Asociatividad:
Av(BvC)=(AvB)VvC
AN(BANC)=(AANB)AC
o Distributividad:
AN(BVC)=(AANB)V(ANACQ)
AV (BAC)=(AVB)A(AV C)

Doble negacién:

Leyes de De Morgan:

ﬁ(A/\B)E—\A\/—\B

—|(A\/B\ =-AAN-B
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Formas Normales y DPLL Formas normales

Equivalencias (I1)

o Idempotencia:

AVA=A
ANA=A
@ Absorcion:
AV(AANB)=A

ANAVB)=A

o Leyes de tautologia: Si A es una tautologia, entonces

AANB=B
AVB=A

o Leyes de inconsistentes: Si A es insatisfactible, entonces

ANB=A
AVB=B
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Formas Normales y DPLL Formas normales

Sustitucién

e Dadas A, A", B € PROP si A es una subférmula de B,
la sustitucién de A por A’ en B es la férmula que se obtiene al

cambiar cada aparicién de A en B por A'.

o Notacién: B{A/A/}-
o Si A no es una subférmula de B, por definicién Ba/a/) €s B.

e B=p—=(gAr)V-s, A=qgAr,A=t——r

B%(qAr)\/ﬁs p— (t— —r)Vv-s
—— —_——
A A’
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Formas Normales y DPLL Formas normales

Sustitucién: ejemplos

Si B=p— q— rVs entonces:

® Birvysjpp= P q—=p.

® Bigrrjqy= P—q—rVs.
® Bigsrvsipary = P> PAT.
oB{p_m/p}: p—q—rVs.

SiC=(p—q)V(r— p— q), entonces:
° C{p—>q/t} = tV(r—t).
° C{p—>q/t—>p—>q} = (t — p— q) N (r - (t — p— q))
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Formas Normales y DPLL Formas normales

El Teorema de Sustitucion

Teorema de Sustitucion. Si A,A’, B € PROP y A= A’ entonces
B{A/A’} =B.
@ Este teorema permite manipular “algebraicamente” una férmula para
obtener otra férmula mas simple y equivalente a ella. Este proceso es
similar al empleado en la simplificacién de expresiones algebraicas.

e Ejemplo:

BV(AN(A—B)) = BV(AA(-AVB))
= BV(AA-A)V(AAB)
= BV(AAB)=B
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Formas Normales y DPLL Formas normales

Literales proposicionales

@ Una férmula F es un literal si es una variable proposicional o la
negacién de una variable proposicional.

@ Dos literales, Ly y Ly, son complementarios si uno de ellos es la
negacién del otro. L denota el literal complementario de L.

Lema. Sea ¥ = {Li,...,Lp} un conjunto de literales. Entonces:

n

(1) \/ L; € TAUT <= X contiene un par de literales
i=1
complementarios.

(2] /\ L; ¢ SAT <= X contiene un par de literales

i=1
complementarios.
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Formas Normales y DPLL Formas normales

Formas normales en LP

@ Una férmula estd en Forma Normal Conjuntiva (FNC) si es una
conjuncién de disyunciones de literales:

@ Una férmula estd en Forma Normal Disjuntiva (FND) si es una
disyuncién de conjunciones de literales:

n mj

F=V ALy
i=1 \j=1

=1
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Formas Normales y DPLL Formas normales

Formas normales en LP (1)

Corolario.

@ Una férmula en FNC es una tautologia si y solo si cada una de sus
disyunciones es una tautologia.

@ Una férmula en FND es insatisfactible si y solo si cada una de sus
conjunciones es insatisfactible.

Teorema.
Para toda férmula G € PROP:

@ existe F; en FNC tal que F, = G.
G.

@ existe F» en FND tal que F»
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Formas Normales y DPLL Formas normales

Paso a forma normal

Procedimiento para transformar G a FNC:
© Eliminar todas las implicaciones usando:

A—-B=-AVB y A&B=(A—=B)A(B—A)
@ Trasladar las negaciones, mediante las leyes de Morgan:
-(AAB)=-AV-B y -(AvB)=-AA-B
© Eliminar negaciones dobles usando
—A=A
@ Convertir a FNC utilizando la ley distributiva:
AV (BiAB)=(AVB1)A(AV Bp)

Para pasar a FND, en 4 utilizamos la ley distributiva:
AN(B1V B)=(AAB1) V(AN By)
Légica Proposicional y de Primer Orden 24 de octubre de 2022
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Formas normales
Ejemplo:

Obtener una FNC de (-pAq) = (qVr) — p:

(-pAq)—=(qVvr)—=p =

= “(=pAq)V((gVr)—p)
~(cpAq)V(qgVvr)Vp
—=pV =gV (=g A-r)Vp
pV =gV ((=qVp)A(=rVp))
(PV=qV=qVp)A(pV—qgV-rVp)
= (=g Vp)A(=qV-rVp)

P4

Hemos eliminado literales repetidos en una misma cldusula gracias a la
equivalencia: AV A= A.
(En la FND utilizariamos la equivalencia AA A = A).
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ezl R AL
Algoritmo de satisfactibilidad mediante FND

Procedimiento FND

Entrada: F € PROP

Salida: SI, si F € SAT; NO, en caso contrario.
Calcularuna FND de F: G =Gy VvV ---V G,
para /i =1 hasta n

si en G; no ocurren literales complementarios
entonces devolver SI; parar

devolver NO
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Algoritmos para SAT y TAUT
Algoritmo de validez mediante FNC

Procedimiento FNC

Entrada: F € PROP

Salida: SI, si F € TAUT; NO, en caso contrario.
Calcular una FNCde F: G = Gi A -+ A G, < FNC(F)
para /=1 hasta n

si en G; no ocurren literales complementarios
entonces devolver NO; parar

devolver SI
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Algoritmos para SAT y TAUT
Ejemplos

e F=(pANg)—=(gAr)Vp.
Una FNC de F; es:

(=PV =gV gV p)A(=pV—qgVrVp)

Es una tautologia (y, por tanto, satisfactible).

o F==(pVq)V(p—q).
Una FND de F; es:

(~PA—g)V-pVg
Por tanto, F> es satisfactible.

Una FNC de F; es:

(=pVq)A(=qV-pVaq)

Por tanto, F, no es tautologia.
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Formas Normales y DPLL Formas clausales

Clausulas en LP

Una cldusula es una disyuncién de literales L1 V ---V L.

Dada una valoracién v y una cldusula Ly V ---V L,:
vELV---VL, <= Existei=1,...,ntalquev =1L

Por tanto, el valor de verdad de L; V ---V L, no depende ni del orden
en que aparecen los literales ni de posibles repeticiones de literales.

En consecuencia, identificamos la cldusula L1V ---V L, con el
conjunto de literales {Lj,...L,}.

Caso especial: la clausula vacia, correspondiente al conjunto de
literales vacio. La denotamos por [.

Por definicién, para toda valoracién, v, se tiene que v(J) =0, es
decir, [ es una contradiccion.
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Formas Normales y DPLL Formas clausales

Forma clausal en LP

Teorema.
Para toda férmula F € PROP existe un conjunto de cldusulas
{Cy,..., Cp} tal que para toda valoracién, v,

vEF — vE{G,...,G}

{Cy,..., Cp} se denomina una forma clausal de F.

Demotracion: Podemos obtener una forma clausal a partir de una FNC,
ya que si
(L171 VeV Ll,nl) JANREEIVAN (Lm71 VeV Lm,nm)

es la FNC, basta escribirla en forma clausal como:

{{Ll,la SRR Ll,nl}v SER) {Lm,la T Lm,nm}}
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Formas Normales y DPLL Formas clausales

Forma clausal en LP (II)

Corolario.

En el caso de un conjunto de férmulas U existe un conjunto de cldusulas
{Cy,..., Cp} tal que para toda valoracién, v,

vElU <= vE{G,...,C}
{Cy,..., Cp} se denomina una forma clausal de U.

Nota: Podemos obtener una forma clausal de un conjunto U uniendo
formas clausales de las férmulas de U. Por ejemplo:

U={p—=gq, (pV=qg)A(r— —p), pA-
{p—=q, (PV-ag)A(r p), pA-r}

(1) (2) (3)
Una forma clausal de U es:

{=pVaq, pV—q,-rv-p,p, -r}
N—— ——
(1) (2) (3)
Légica Proposicional y de Primer Orden 24 de octubre de 2022 70/87



Algoritmo DPLL
El algoritmo DPLL

@ Determinar la satisfactibilidad de un conjunto de clausulas, por lo
que requiere una fase de preprocesamiento.

@ Es un refinamiento (Davis, Logemann y Loveland, 1962) de un
algoritmo propuesto por Davis y Putnam (1960).

@ Es la base de muchos “SAT solvers”: programas para determinar la
satisfactibilidad de un conjunto de férmulas proposicionales
(habitualmente, cldusulas).

@ Puede utilizarse como algoritmo de decisién, y también como
generador de modelos.

@ Hace una bisqueda sistematica por medio de los posibles valores de
las variables proposicionales.

@ Al igual que los Tableros Semanticos, suele representarse graficamente
mediante un arbol binario.
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Formas Normales y DPLL Algoritmo DPLL

Estructura del algoritmo

@ Podemos distinguir dos partes en el algoritmo:
© Propagacion de unidades: simplifica el conjunto de cldusulas.
@ Division: organiza la bidsqueda de una valoracién que muestre que el
conjunto es satisfactible.

@ El algoritmo puede describirse de manera recursiva:

Procedimiento DPLL
Entrada: S conjunto de cldusulas
Salida: SI, si S € SAT; NO, en caso contrario
Si S = () devolver SI
Si 0 € S devolver NO
Si S tiene unidades:
devolver DPLL(Propaga_unidades(S))
Si no:
{51, 52} = Division(S)
devolver DPLL(S1) V DPLL(S,)
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Formas Normales y DPLL Algoritmo DPLL

Propagacién de unidades

@ Se elige una clausula unitaria L € S y se aplican consecutivamente las
dos reglas siguientes:
© Subsuncidn unitaria. Se eliminan de S todas las cldusulas subsumidas
por L, es decir, que contengan el literal L (inluida la propia cldusula L).
@ Resolucién unidad. Se elimina el literal complementario L¢ de todas
las cldusulas de S.

@ El proceso se repite hasta que no queden unidades en S.

Procedimiento Propaga_unidades
Entrada: S conjunto de cldusulas
Salida: Conjunto de clausulas
Mientras S tenga unidades:
Selecciona L unidad de §
S={C :L¢C, CeS}
S={C—-{L} :Lc€(C, CeS}
devolver S’
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Formas Normales y DPLL Algoritmo DPLL

Division

@ Tras el proceso de propagacidn, si el algoritmo no ha parado,
entonces S no contiene cldusulas unitarias.

@ Se elige un literal L que aparezca en una cldusula de S y se
construyen los conjuntos: SU{L} y SU{L}.

Procedimiento Divisién
Entrada: S conjunto de cldusulas
Salida: Dos conjuntos de clausulas
Selecciona Ce€ S, Le C
devolver {SU{{L}}, SU{{L°}}}
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Algoritmo DPLL
Ejemplo

S= {{P, q, r}’ {"pa q, I’}, {"q7 r}’ {"qa ‘!f}, {q7 ‘!f}}

s Sp
{{qv r}? {“qr I’}, {q7 “I’}, {“qr ‘!I’}} {{q7 r}? {“qv I’}, {q7 “f}, {“qr “I’}}

@ GE ol e GE ol
IS fis © 0

Por tanto, S es insatisfactible.
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Formas Normales y DPLL Extraccién de Modelos

Extraccidon de modelos

@ Si el algoritmo DPLL responde afirmativamente (S es satisfactible, y
en consecuencia tiene modelos), entonces cada rama que llega a ()
proporciona modelos.

@ Para obtener el modelo de una rama, basta anotar la eleccién de
unidades que se ha hecho a lo largo de la misma (ya sea por
propagacién, o por divisién):

e Si una unidad aparece positiva, la valoracién para la variable asociada
serd 1.

o Si una unidad aparece negativa, la valoracién para la variable asociada
serd 0.

o Las variables que no intervienen pueden tener cualquier valor de verdad
asignado.

@ Ademds, por la forma en que trabaja DPLL, ramas distintas
proporcionan siempre modelos distintos (algo que no pasaba con
tableros semanticos).
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Extraceion de Modelos
Ejemplo

S = {{pa q, r}a{_'pv q, r}v{pa_'q}a{pv r}7
{=p,=q,r}, {=p.q,=r},{=p, =g, ~r}}
S

T

Ta o la a1 {arhia.h

ERE RN ey ol

-q
r o 0
{o {0} Satisfactible

Un modelo de S seria: v(p) =0, v(r) =1, v(q) =0
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Ejemplos Representacién Légica Problema de las 4 reinas

Problema de las 4 reinas (Proposicional)

Enunciado: Calcular las formas de colocar 4 reinas en un tablero de 4x4

de forma que no se ataquen entre si (no haya mds de una reina en cada
fila, columna o diagonal).

Formalizacién: rjj (1 < i,j < 4) indica que hay una reina en la fila i
columna j
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Ejemplos Representacién Légica Problema de las 4 reinas

Problema de las 4 reinas (Proposicional)

En cada fila hay una reina:
niVmneVnzVina rmVimnVnVin

131V r3aV 3 Virsa, ra1V VsV

Si en una casilla hay reina, entonces no hay mds reinas en su fila, su
columna y sus diagonales:

rn1 — (mr2 A —rz A—rng) A (mnr A -y A S T2 A\ 33 A\ Ty

r2 = (mr1 Aoz A —rna) A (2o A —rsa A =g Bl WA o X WAV

rz = (mn1 A -2 A—ng) A (mns A —rss A -

)N (
)N (
)N (
)N (

~— ~— ~— —

ra — (mrin Ao Anz) A (2rs A rsg A g T3 A g A\ g

)
)
131 A mran A irag)
)
1 — (mr2 A =3 A mrg) A (g A sy A gy ) A (—rs2 A 2z A —ra)
ro = (71 A=r3 A=na) A(mn2 A= A=) A(=n A3 A=raa A=z A=)
ro3 = (a1 A= A=raa) A (—r3 A=z A—ras) A (mra A—rsg A =g A= A=)
rog = (—r1 A —r A —r3) A (g A —rsa A=) A (-3 A —rss A —rgp)
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Ejemplos Representacién Légica Problema de las 4 reinas

Problema de las 4 reinas (Proposicional)

Si en una casilla hay reina, entonces no hay mas reinas en su fila, su

columna y sus diagonales:

rs1 — (—rs2 A sz A rsg) A (i A —p A=) A (2 A s A )

rs2 = (231 A3z Arsa) A(—ra A A=) A(—ro1 A—rag A s A3 A )

rs3 — (23t Ao Arza) A (—r3 A—ra3 A=raz) A(—ry A= A s A g A —a2)

rsa = (231 A —rs2 A rs3) A (s A —ra A —rag) A (—re A D A —iras

ra1 = (mrae A =z A =rag) A (mn A - A s

rag2 — (—ran A=z A —rag) A (2 A= A

) A
)A
ra3 — (—rar A —rgp A —rgg) A (—s A —rag A —rsg) A
YA

— ~— — —

fas = (2ra1 A =2 A =ra3) A (mra A —ra A —rsg

ZIGENTISENT N EIGNIM NIV VIVING | Sgica Proposicional y de Primer Orden

g A T3 AT
IR RAR T WARNIET
1 A2 A iz

Sy A e A i3

24 de octubre de 2022

80 /87



Ejemplos Representacién Légica Problema de las 4 reinas

Problema de las 4 reinas (Proposicional)

Blsqueda de modelos con Mace4:

rni

1
rai

a1

rni -
1
rai -

a1

: 0,

o » o o

o :

ro
r3p

rao -

rno .
o
r3p

rgo

©c o o =

ns:

3
r33

3 .

ns3:
3
r33

a3 .

~ O o o

raqg

g
34

raq .

rNnag .
My
34

a4
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Problema delas N reinas
Problema de las N Reinas (Primer Orden)

En este caso, en un LPO definimos un predicado R(x, y) que indica si hay
una reina en la posicién (x,y). Restricciones:
e En cada fila al menos hay una reina: Vx3yR(x,y)
e En cada fila a lo sumo hay una reina: R(x,y1) A R(x,y2) = y1 = y»
@ En cada columna a lo sumo hay una reina:
R(x1,y) A R(x2,y) = x1 = x
@ En cada diagonal principal a lo sumo hay una reina:

R(x1,y1) NR(x2, y2) AN (o +—x1=yo+ —y1) = x1 =x2 A y1 = y»

En cada diagonal secundaria a lo sumo hay una reina:

R(x1,y1) NR(x2,y2) AN(x1 + —Xxo = yo + —y1) = x1 = X2 A y1 = y»

Hemos de considerar las propiedades habituales en las operaciones

aritmeéticas.
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Ejemplos Representacién Légica Sudoku
Sudoku

Problema: Resolver sudokus.

@ Un sudoku estds dado por un tablero de 9 x 9 casillas, dividido a su
vez en 3 x 3 bloques de tamaiio 3 x 3.

118 7
3 2
7
711
6 4
3
4 5 3
2 8
6

@ Cada casilla puede contener un nimero del 1 al 9.
@ Algunas casillas se rellenan inicialmente y hay que rellenar el resto de
modo que cada fila, columna y bloque contenga todos los digitos.
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Sudoku
Sudoku (Primer Orden)

Una solucién serd una funcién £ : [1,9] x [1,9] — [1, 9] de forma que
f(x,y) indica el valor que hay que escribir en la casilla que ocupa la
posicién (x,y).
Restricciones del problema:

e El dominio de trabajo es [1,9]:

@ En cada fila todos los elementos son distintos:
VxVyiVya(f(x, y1) = f(x, y2) = y1 = y2)
@ En cada columna todos los elementos son distintos:

VyVxiVxo(f(x1,y) = f(x2,y) = x1 = x2)

En cada fila hay un elemento de cada tipo: VxVz3y(f(x,y) = z)

En cada columna hay un elemento de cada tipo: VyVz3x(f(x,y) = z)
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Sudoku
Sudoku (Primer Orden)

Una solucién serd una funcién f : [1,9] x [1,9] — [1, 9] de forma que
f(x, y) indica el valor que hay que escribir en la casilla que ocupa la
posicién (x, y).

Restricciones del problema:

@ En cada bloque todos los elementos son distintos:
Vxq Vy1VxaVya (mi(xi, x2) A mi(y1, y2) A f(x1, 1) = f(x2, y2)

—Xx1=x2A\W» :yz)

donde mi es una relacién de equivalencia, y ademas verifica:

mi(1,2) A mi(2,3) A mi(4,5) A mi(5,6) A mi(7,8) A mi(8,9)A
A—mi(1,4) A —mi(4,7) A —=mi(1,7)
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Sudoku
Sudoku (Primer Orden)

Una solucién serd una funcién £ : [1,9] x [1,9] — [1, 9] de forma que
f(x,y) indica el valor que hay que escribir en la casilla que ocupa la
posicién (x,y).

Hay que afiadir informacién inicial: f(1,1) =1, f(2,2) =2, ...

1 2 3
2 3 4
3 4 5
6 4 5
7 5 6
8 6 7
8 0 7
0 1 8
1 2 4
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Sudoku
Sudoku (Primer Orden)

Una solucién serd una funcién f : [1,9] x [1,9] — [1, 9] de forma que
f(x, y) indica el valor que hay que escribir en la casilla que ocupa la
posicién (x,y).

1[4][5]2[8]03][7]6
71216531840
0/8[37|6|4]1]2]5
6[1]04(2]7[5]3]8
3(7(41(5(8]0|6]2
2(5(8(3/0|6 4|17
862043 7[5]1
410(7]l6|1]5]2]8]3
5/3[1(8|7[2]6|0]4
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