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Légica

PrOblema ba/SICO Proposicional

Introduccién

Dados un conjunto de afirmaciones (hechos, hipétesis,...), BC,
y una afirmacién, A, decidir si A ha de ser necesariamente
cierta, suponiendo que todos las afirmaciones de BC lo son.

La Légica proporciona formulaciones precisas de este

problema y diferentes soluciones.

Para abordar este problema formalmente hemos de:

1. Dar un lenguaje para expresar las afirmaciones

(representacicn).
Concretar qué entendemos por afirmacion cierta.
Proporcionar mecanismos efectivos para garantizar la
correccion de las deducciones.

A lo largo de este curso estudiaremos estas cuestiones en los
dos casos mas comunes: la Légica Proposicional, y la
Légica de Primer Orden.



Légica

I_O/glca PrOpOSIClonal Proposicional

Caracteristicas generales de la Légica Proposicional:

» Sus expresiones (férmulas) representan afirmaciones que
pueden considerarse verdaderas o falsas.

Légica
Proposicional
» Se construyen a partir de expresiones bdsicas usando

operadores (conectivas).
» Las conectivas se corresponden con formas sencillas de

construir afirmaciones complejas en el lenguaje natural
partiendo de otras mas sencillas:

» Conjuncién: “...tal ...y...cual...”
» Disyuncién: “...tal ...0...cual ..."
» Implicacién “Si ...tal ...entonces...cual ..."
» Negacién: “No es cierto que tal ..."

» Sélo permite analizar las formas de razonamiento
ligadas a este tipo de construcciones.



Légica

El Lenguaje de la Légica Proposicional e deed

Formalmente, el lenguaje de la Loégica Proposicional consta
de:

1. Un conjunto numerable de variables proposicionales:

VP = {p7p0ap17'"7q7q07q17"'7rar07-"}
2. Operadores bdasicos de construccién, Conectivas
l6gicas:
» De aridad 1: — (negacién).
» De aridad 2: V (disyuncién), A (conjuncién),
— (condicional) y <+ (bicondicional).

3. Simbolos auxiliares: “(" y “)".



Légica

FO/rm u |aS Proposicional

El conjunto de las férmulas proposicionales, PROP, es el
menor conjunto de expresiones que verifica:

> VP C PROP,

» Es cerrado bajo las conectivas, es decir:

» Si F € PROP, entonces =F € PROP.
» Si F, G € PROP, entonces (FV G), (FAG),
(F = G), (F > G) € PROP.

La sintaxis del lenguaje pretende evitar la ambigtiedad en la
interpretacion de las férmulas. Esa es la funcién de los
simbolos auxiliares.



Arboles de formacidn et
» Asociamos a cada férmula un drbol de formacién

(esencialmente tnico) que describe el modo en que se
construye la férmula a partir de otras mas sencillas.

> Ejemplo:
—(=(pVq) = (-rAs))

|
(=(pVq) = (-rns))

| P
(pvgq) —r s
N \

p q r

» Las férmulas que aparecen en el arbol de formacién de
una férmula F se denominan subférmulas de F.



Légica

RedUCC|O/n de parénteS|S Proposicional

Para facilitar la lectura de las férmulas adoptaremos los
siguientes convenios de notacion:

1. Omitiremos los paréntesis externos.
2. Daremos a las conectivas una precedencia de asociacién.
De mayor a menor, estan ordenadas por: —, A, V, —.
> Ejemplo: FAG — ~FV G es ((FAG)— (=FV G)).
3. Siempre se dejaran los paréntesis para la conectiva <.

4. Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia
por la derecha: FV GV Hes (FV (GV H)).



Légica

Principio de Induccién sobre férmulas e

Gracias a la definiciéon de PROP si deseamos probar que
toda férmula proposicional satisface cierta propiedad W,
podemos probarlo por induccién sobre férmulas.

Induccién sobre férmulas

Para ello probamos:

1. Caso base: Todos los elementos de VP tienen la
propiedad V.
2. Paso de induccién:
2.1 Si F € PROP tiene la propiedad WV, entonces —F tiene
la propiedad V.
2.2 Si F, G € PROP tienen la propiedad W, entonces las
férmulas (FV G), (FAG), (F—= G)y (F < G)
también tienen la propiedad W.



Funciones de verdad

» Los elementos del conjunto {0,1} se llaman valores de
verdad. Se dice que 0 es el valor falso y el 1 es el valor
verdadero.

» El significado de una conectiva se determina mediante

su funciéon de verdad:
. 1 sii=0;
> - ; '
H-(1) { 0, sii=L

. 0, sii=j=0;
» H i — ) 1
v(i.g) 1, en otro caso.
1, sii=j=1,
0, en otro caso.
, sii=1,j=0;
, en otro caso.
,  Sii=];
, en otro caso.
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Valoraciones

» Las variables proposicionales se interpretan mediante
una valoraciéon de verdad (o interpretacién), es decir,
una aplicacién

v: VP —{0,1}

» Podemos extender cada valoracién, v, de forma unica,
al conjunto de todas las férmulas de manera que para
cada férmula F se verifique:

>

vVVvyvyyYy

v(=F) = H-(v(F)).
v((FVG))= Hv( (F),v(G)).
v((FAG)) = ( (F), v(G)).
v((F = G)) = H(v(F), v(G)).
v((F > G)) = Ho (v(F), v(G)).

» Se dice que v(F) es el valor de verdad de F respecto
de v.
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Valor de verdad
Veamos el célculo de v(—(=(pV q) V (—rVs)) en el arbol de
formacién (de abajo a arriba):

~(=(pVaq)V(-rvs))
(0)
~(pV@q)V(-rvs)
(1)
/\

~(pVaq)  (-rVs)

(0) (1)
| N
(pVaq) s
(1) (1) (0)
P \

(,13) (3) (0)

Valoraciones



Tablas de verdad o

Dada una valoracidn, v, el valor de verdad de una férmula F
respecto de v estd determinado por los valores de verdad de
las subférmulas de F.

Ejemplo: si v(p) = v(q) =0y v(r) =1, entonces

v(=((p = q) Vv r)) = H-(H(v(p— q),v(r)) =
= H-(Hy(H-(v(p), v(q)),1)) =0

Fijada v podemos presentar el cdlculo de F mediante una
tabla que recorre los valores de sus subférmulas:

Pl
0]0]
Una tabla de verdad para F es una tabla similar que

contiene una fila por cada posible valoraciéon que asigne
valores a las variables proposicionales que aparecen en F.

rlp=qllp=qVr|-((p=q)Vr)
1] 1 | 1 | 0

q
0
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Validez y satisfactibilidad (1) Propnaicoral

» Decimos que una férmula F es valida en v, o que v es
un modelo de F, si v(F) = 1.
> Notacién: v = F.
» Una valoracién v es modelo de un conjunto de férmulas
U, v E U, si v es modelo de todas las férmulas de U.

» Una férmula F es una tautologia (o valida) si es vélida
para toda valoracién (notacién = F). anciaaod”

» Una férmula F es satisfactible (o consistente) si existe
una valoracién que es modelo de F. En caso contrario
diremos que es insatisfactible (o inconsistente).

» Anidlogamente, un conjunto de férmulas U es
satisfactible (o consistente) si existe una valoracién que
es modelo de U. En caso contrario diremos que es
insatisfactible (o inconsistente).



Validez y satisfactibilidad (Il) e e
Relacién entre ambos conceptos:
Lema. Para cada F € PROP se verifica:
» Si F es un tautologia entonces F es satisfactible.
> F es una tautologia si y sélo si —F insatisfactible.
Ejemplos: e
» Son tautologias: (pV —p)y ((p — q) = p) — p. S

» p A —p es insatisfactible y, por tanto, —=(p A —p) es una
tautologia.

» (p — q) — p es satisfactible pero no es una tautologia.



Consecuencia Légica Propodcionsi
» Una férmula F es consecuencia légica de un conjunto

de férmulas U, si todo modelo de U es modelo de F.
Es decir, para toda valoracioén, v,

vEU = VvEF

Consecuencia légica y
satisfactibilidad

» Notacién: U = F.
» La relacién de consecuencia légica permite formular el
problema bdsico en el marco de la légica proposicional.

Relacidén entre consecuencia légica, consistencia y validez:
Proposicion. Sea {Fi,...F,} C PROP. Son equivalentes:
» {F,....,Fa} EF
» Fi A---AF, — F es un tautologia.
» {Fi,...,F,,—F} es insatisfactible.



Légica

AlgorltmOS de deC|S|O/n (I) Proposicional

Dado un conjunto de férmulas proposicionales, U, un
algoritmo de decisién para U es un algoritmo que dada
A € PROP, devuelve ST cuando A€ U,y NOsi A¢ U.
Casos especialmente interesantes:

» SAT = {A € PROP : A es satisfactible}

» TAUT = {A € PROP : A es una tautologia}

» Fijado U C PROP, la Teoria de U es

Problemas de decision

T(U)={A€ PROP: Uk A}

Un algoritmo de decisién para 7 (U) propociona una
respuesta al Problema Bdasico expuesto al principio del tema.



Algoritmos de decision (I1) tepodead
Problema Basico:
Obtener un algoritmo que, dado un conjunto finito de
férmulas proposicionales, U, y una férmula F, decida si
UEF.

El problema anterior se reduce a decidir la satisfactibilidad
de una cierta férmula (o si se prefiere, la validez de otra).
Por tanto,

» La construccion de tablas de verdad proporciona un
algoritmo (ineficiente) para decidir la consecuencia
|6gica.

» El Problema Basico es resoluble algoritmicamente,
aunque no se conoce ninguna solucién eficiente y se
duda de la existencia de algoritmos de decisién
eficientes para este problema, ya que ...

> ... determinar la satisfactibilidad de una férmula
proposicional es un problema NP-completo.



. - e Légica
AlgorltmOS de deC|S|0n (III) Propoficional
Problema Basico (bis):
Obtener un algoritmo eficiente que, dado un conjunto finito
de férmulas proposicionales, U, y una férmula F, decida si
UEF.
Observaciones:
» Este problema es equivalente al de obtener un algoritmo
eficiente para determinar la satisfactibilidad de una Problemas de cecision
férmula proposicional.
» Se trata de un problema abierto, que posiblemente

tendrd una respuesta negativa (se cree que no existen
algoritmos eficientes para resolver SAT).

P Para propdsitos practicos puede bastar con algoritmos
eficientes para alguna clase especial de férmulas.



. . Légica
Slstemas deducthOS Propoficional
Un sistema deductivo, T, (o teoria proposicional) consta
de:
» Un conjunto, Ax(T), de férmulas proposicionales que
llamamos los axiomas de T.

P> Reglas de inferencia de la forma:

A, ..., An
A Sistemas deductivos
siendo A1, ..., An, A férmulas proposicionales. Las
férmulas A;, ..., A, se denominan premisasy la

féormula A conclusidn.
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Demostraciones y Teoremas e

Definicidn.

Una demostracion en T es una sucesién de férmulas
proposicionales Aj, ..., Ax cada una de las cuales es un
axioma de T, o bien, se obtiene a partir de férmulas
anteriores de la sucesién mediante la aplicacién de una regla
de inferencia.

D efi n icién . Sistemas deductivos
Una férmula A es un teorema de T, 1 A, si existe una
demostracion en T, Ay, ..., A, tal que A= A,. La sucesidn

A1, ..., Ak se denomina una demostraciéon de Aen T.



Légica

EJem plO Slstema ded UCthO Proposicional

> Ax(T)={p. g, pAqg— (-sVp—r)}
» Reglas de inferencia: (A 'y B férmulas cualesquiera)

,. AB A
"' AAB V' AVB
AV B A A B
“rEva M TE
La siguiente sucesién es una demostracién de r en T (- r):  Sserdetucies
1. p [Hip.]
2. ¢ [Hip.]
3. pAg [/n aplicada a 1. y 2.]
4. pANg— (-sVp—r) [Hip]
5. msVp—r [MP aplicada a 3. y 4]
6. pV-s [/ aplicada a 1.]
7. osVp [C aplicada a 6.]
8. r [MP aplicada a 7. y 5]



. . e Légica
Procedimientos de demostracién o
» Un sistema deductivo introduce una nocién de prueba
formal, pero no proporciona ningtin procedimiento
efectivo para generar demostraciones de las férmulas
que deseamos probar.

> Un sistema de razonamiento proporciona, ademas de
un sistema deductivo, un procedimiento de
demostracién, que implementa una estrategia de
blisqueda de demostraciones.

Sistemas deductivos

» En general, no podemos encontrar estrategias que sean
efectivas para todos los sistemas deductivos, y habra
que buscar estrategias que funcionen solo para casos
particulares.

» llustraremos un ejemplo de estrategia eficiente en el
caso del encadenamiento con cldusulas de Horn.
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Sistemas de Reglas de Disparo y Hechos e deed

» Un hecho es una férmula formada por una sola variable
proposicional.

> Una regla de disparo es una férmula de la forma:

R: Vin---AV,—=V

donde V4,..., V,, V son variables proposicionales.
» Al conjunto {V4,..., V,}, se le llama cuerpo de la
reg|a’ Rb- Reglas y Hechos

> AV, sele llama cabeza de la regla, Ry.
» Obsérvese que los hechos se pueden ver como casos
particulares de reglas de disparo donde R, = ().
» Si tenemos un conjunto de hechos, H, una regla es
disparable en H si R, C H.
» Por ejemplo, PA Q@ — S es disparable en {A, B, P, Q}.



Encadenamiento hacia adelante

Consideraremos el siguiente sistema deductivo, EA(X), para
trabajar con reglas y hechos.

» Axiomas: Un conjunto finito, ¥, de reglas y hechos.
» Reglas de inferencia: Si Ay B son conjunciones de
literales, entonces:

A, B A A-B
A MP: B

//\Z

Teorema. Se tiene que, para todo hecho, H

pN ): H <~ l_EA():) H

Légica
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Ejemplo: deduccién en EA(X)

Y= {P5Q LAM—=P,BAL— M, AAP =L,
ANB = L, A B}

Veamos que Feax) @,

A

B

AANB
ANB =L

BAL
BAL—-M

LAM
LAM— P

P—Q

[Hip ]
[Hip ]
[/n aplicada a 1. y 2..]
[Hip ]
[MP aplicada a 3. y 4.]

[In: 2.y 5]
[Hip.]

[MP: 6.y 7]
[/n: 5.y 8]
[Hip.]

[MP: 9.y 10]
[Hip.]

[MP: 11, y 12]
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Algoritmo para EA

Podemos disefiar un algoritmo de decisién eficiente para
demostrar hechos en EA(X), que se denomina
encadenamiento hacia adelante, y que consiste en ir
disparando las reglas disparables y comprobar en cada
disparo si obtenemos el hecho buscado.
» Entrada:
» Un hecho, G.

» Un conjunto ¥ formado por reglas, R, y hechos, H.

» Salida:

| SI, si }_EA(Z) G.

» NO, en caso contrario.
» Algoritmo:

1. Si G € H, parar y devolver SI.
2. Sea D las reglas de R disparables en H:

2.1 Si D =0, parar y devolver NO.

2.2 Sino,tomar R=R—-DyH=HU{Ry: R€R},y

volver a 1.
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Légica

Ejemplo: encadenamiento hacia adelante e deed

Veamos que Feas) Q,

H D
A B ANB =L
A B, L BAL— M
A B LM LAM—= P
ABLMP |[PoQ AAP—L
A B, LM P, Q ]
S={ P5Q LAM—=P,BAL—M, AAP =L,

AANB = L, A, B}



Légica

Encadenamiento hacia atras Propesicional

Consideramos ahora el sistema deductivo alternativo, EB(X),
para trabajar también con reglas de disparo y hechos.

» Axiomas: Un conjunto finito, ¥ de reglas y hechos.
> Reglas de inferencia: (Ay C pueden ser conjunciones

vacias)
SR - AANLALANC = D R - ANLiANILANC — D
' AANLANC — D " AANLALLANC—=D
BC: A — B, B N C — D Encadenamieto Atrds

ANC — D



DedUCCIOIn en EB(Z) Protifiiziaonal
Veamos que Fep(x) Q,
1. P—=Q [Hip.]

2. LAM—P  [Hip]

3. LAM—=Q [BC aplicadaal. y 2]
4. MAL— Q@ [CR aplicada a 3.]

5. BAL—-M [Hip.]

6. BALANL— Q [BC aplicada a 4. y5.]
7. BAL—Q [SR aplicada a 6.]

8. B [Hip]
9. L—>Q [BC: 7.y 8]

10. AAB—L [Hip.]

11. ANB—=Q [BC aplicada a 9. y 10.]
12. A [Hip.]

13. B—=Q [BC aplicada a 11. y 12.]
14. Q [BC aplicada a 13. y 8.]

Y={P—Q,LAM — P, BAL— M, AANP — L, AAB — L, A, B}



Algoritmo para EB Propodiconsi
También podemos disefiar un algoritmo de decisién para
demostrar hechos en EB(X), que se denomina
encadenamiento hacia atras.
» Entrada:
» Un hecho, G.
» Un conjunto ¥ formado por reglas, R, y hechos, H.
> Salida:
> Sl, si }_EB(Z) G.
» NO, en caso contrario.
» EB(G) = Aux(Lg), donde inicialmente Lg = (G) (lista Fmme A
de objetivos pendientes). Se consideran los hechos
como reglas (de cuerpo vacio) y el procedimiento
auxiliar Aux(L) es:
1. Si L= (), parar y devolver SI.
2. Sino, E = head(L), Re ={R € R: R, = E}.
3. Si para algin R € Rg, Aux(Rp - - - tail(L)) da respuesta
positiva, parar y devolver SI.
4. Si no, parar y devolver NO.



Ejemplo: encadenamiento hacia atrds

Veamos que Fgg(x) Q,

L E Re
(Q) Q| P—Q
(P) PILAM—=P
(LM) |[L|AABSL

(A B, M)| A A
(B, M) | B B
(M) |[M|BAL— M
(B,L) | B B
(D) L[ANBSL
(A, B) | A A
(B) |B B
0

y={ P> Q LAM—=P,BAL— M,
AANP — L, ANB— L, — A — B}
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Limitaciones de la |gica proposicional Propodiconsi
P La légica proposicional posee un semantica sencilla y

existen algoritmos de decisién para sus problemas
basicos, como SAT o la consecuencia légica.

» Sin embargo, la expresividad de la légica proposicional
es bastante limitada.

> Existen problemas cuya descripciéon mediante légica
proposicional es complicada, ya que requieren un gran
numero de férmulas o bien férmulas de gran tamafio.
> Mais alin, existen formas de razonamiento vélido que no
pueden ser expresadas mediante la légica proposicional,
por ejemplo:
» Todos los hombres son mortales
» Sécrates es un hombre.
» Por tanto, Sécrates es mortal.

Limitaciones

> La Ldgica de Primer Orden extiende a la Légica
Proposicional proporcionando mayor expresividad.
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