Légica Informatica (Tecnologfas Informaticas). 6 de octubre de 2022

Relacién 2: Tableros Semanticos

Tableros en Légica Proposicional

’Ejercicio 41. ‘ Sea F': pAgq <> —pVr.

1. Escribe un tablero completo para F'y otro para —F.

2. Describe todos los modelos y todos los contramodelos de la formula F'.

Ejercicio 42. ‘ Responde a las siguientes preguntas usando tableros seménticos:

1. (Es (pVqg—r)A(t — —r)A-(-t — q) satisfactible?
2. (Es (pVq—r)— (-r — —p) una tautologia?

3. i {fp—=q.q—=r}EPp—r?

4. ipANq—>1r =q—>pVr?

’Ejercicio 43. ‘ Sea U = {p — (q +> r), r}. Decide, mediante tableros semanticos, cudles de
las siguientes férmulas son consecuencia légica de U:

(1) r—(pAq) (2) (rAp) —q B) (sVp)A(s—q) —q

’Ejercicio 44. ‘ Usando tableros seménticos, decide si las siguientes férmulas son tautologias:

(p—q) < (@< (V) pepVp
(pAq) < p p— (p— —p)

’Ejercicio 45. ‘ Demuestra que S = {p — ¢, =s Ar — q, —q, q <> r A s} es satisfactible
utilizando tableros semanticos.

’ Ejercicio 46. ‘ Decide razonadamente si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

1. Si existe un tablero completo cerrado con raiz la férmula proposicional F', entonces todo
tablero completo para F' es cerrado.

2. Si existe un tablero completo abierto con raiz la férmula proposicional F', entonces todo
tablero completo para F' es abierto.

3. Si F' es una tautologia, cualquier hoja de un tablero completo para F' es abierta.

4. Si existe un tablero completo para F' con todas sus hojas son abiertas, F' es una tautologia.
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Ejercicio 47. ‘ Sean A, B, C' y D férmulas proposicionales. Usando los teoremas de
correcion y completitud para tableros seménticos, demuestra que:

1. Si cada uno de los conjuntos Uy = {A, =B} y Uy = {B, =C'} admite un tablero completo
cerrado, entonces la formula =(A — C') admite un tablero completo cerrado.

2. Si cada uno de los conjuntos Uy = {A, =B, =C}, Uy = {B,~D} y U3 = {C, =D} admite

un tablero completo cerrado, entonces la férmula —=(A — D) también.

Ejercicio 48. ‘ Dadas las férmulas A: (s = p)V (t —¢q) y B: (s — q)V (t = p), se pide

1. Probar que A = B, mediante tableros semanticos.

2. Describir, razonadamente, todos los modelos de A y, a continuacién, probar nuevamente
que A = B, utilizando la definicién de consecuencia légica.

Ejercicio 49. ‘ Se pide:

1. Probar £ — (F — G) |~ (E — F') — G mediante tableros seménticos.
2. Describir todos los modelos de E — (F' — G) que no son modelos de (£ — F) — G.

3. La formula £ — (F — G) — (E — F) — G, jes una tautologia? Razonar la respuesta.

Ejercicio 50. | Alberto, Berta y Carlos son los tres sospechosos de un robo. Se les interroga
por separado y éstas son sus declaraciones.

Alberto: Berta es culpable y Carlos es inocente.
Berta: Si Alberto es culpable, Carlos también.
Carlos: Yo soy inocente, pero al menos uno de los otros dos es culpable.

1. Formaliza las declaraciones de los sospechosos en el lenguaje de la 16gica proposicional.
2. jSon consistentes los testimonios de los tres?

3. El testimonio de un sospechoso se sigue logicamente de los de los otros dos. ;Cual?

Ejercicio 51. | Formaliza los siguientes argumentos y estudia su validez:

1. Si llueve las calles estan vacias. Si las calles estan vacias, los comercios obtienen pérdidas.
Los musicos no podrian sobrevivir si los comerciantes no les contratasen para componer
canciones para publicidad. Los comerciantes invierten en canciones publicitarias cuando
tienen pérdidas. Por tanto, si llueve los musicos pueden sobrevivir.
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2. Si el barco entra en el puerto, habrd una gran fiesta. El barco entra en el puerto sélo si
necesita repostar combustible. El barco no necesita combustible a menos que venga de
muy lejos. Es imposible que no necesite combustible si la comida ya se les ha terminado.
Sabemos que, o bien se le ha terminado la comida, o bien necesita combustible. Por tanto:
habré una gran fiesta.

3. Si f es diferenciable en [a, b], es continua y acotada en [a,b]. Si f no fuese acotada en
[a, b] no podré ser diferenciable en [a, b]. Por tanto: si f es discontinua y acotada en |a, b|
no es diferenciable en [a, b].

4. Si llueve no iré al mercado. Si no iré al mercado, o bien no tendré comida o bien iré al
restaurante. Llueve y tengo comida. Por lo tanto, no iré al restaurante.

Ejercicio 52. | En un texto de Lewis Carroll, el tio Jorge y el tio Jaime discuten acerca de la
barberfa del pueblo, atendida por tres barberos: Alberto, Benito y Carlos. Los dos tios aceptan
las siguientes premisas:

1. Si Carlos no esta en la barberia, entonces ocurrird que si tampoco esta Alberto, Benito
tendra que estar para atender el establecimiento.

2. Si Alberto no estd, tampoco estara Benito.

El tio Jorge concluye de todo esto que Carlos no puede estar ausente, mientras que el tio Jaime
afirma que solo puede concluirse que Carlos y Alberto no pueden estar ausentes a la vez. ;Cual
de los dos tiene razén?

Ejercicio 53. ‘ Las guerras clon han comenzado. Durante el transcurso de una refriega, tres
caballeros Jedi, Anakin, Obi Wan y Yoda, se encuentran con el conde Dooku. Utilizaremos el
lenguaje proposicional A, O,Y para denotar que el correspondiente caballero participa en el
combate, y G para denotar los Jedi han ganado.

1. Formaliza las siguientes afirmaciones:
F} : Para derrotar al conde Dooku deben participar al menos dos caballeros Jedi.
F5 : El Conde Dooku gana cuando sélo participa un caballero.
F3 : Si el Conde Dooku pierde entonces Anakin ha participado en el combate.
F, : Si el Conde Dooku pierde, entonces no han participado los tres caballeros.

2. jEscierto que {Fy, Fy, F3} = G — AANO? Razona formalmente la respuesta (Indicacién:
describe como es el tablero eligiendo adecuadamente las reglas).
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Légica de Primer Orden

’Ejercicio 54. ‘ Decide con tableros semanticos cuales de las siguientes férmulas son logica-

mente validas y cudles insatisfactibles (en cada caso, Py @) de aridad adecuada):

VaVy(P(x) v Qy)) V 33y(=P(z) A -Q(y))
3y P(x,y) Vv =3 P(x, x)

VaeP(z,z) — JaVy(P(z,y) — Py, z))
JxVy(P(z,y) <> ~P(y,y))

—3Jx3IyP(x,y) V IxP(x,x)
VaVy(P(z,y) V - P(y, z))

Ve P(x,z) — VYx3y(P(z,y) — Py, z))
vy (P(z,y) <> ~32(P(y, 2) A P(2,9)))

=N =
X N oo

‘Ejercicio 55. ‘ Decide, utilizando tableros semanticos, cudles de los siguientes conjuntos de

férmulas son consistentes (P, @ y R son predicados de la aridad correcta):

1. {32 Q(z), Vo (Q(z) = R(z)), Va—-R(z)}

2. {3yVzx P(z,y), Vo—-P(z,x)}

3. {VaVy (P(z,y) — P(y,x)), Ya=P(x,x), I3y P(x,y)}
4. {Vz3y P(x,y), Ve-P(x,x)}

’Ejercicio 56. ‘ Decide mediante tableros si son correctas o no las siguientes deducciones (a
simbolo de constante):

—_

AV (P(z) = Q2))} Vo P(z) = Ve Q(x)

2. {Va P(z) = Ve Q(2)} |= Va (P(r) — Q(x))

3. {=Va (P(2) A Q(2))} | Fz—P(z) A 32-Q(x)

4. {Vx (P(z) vV Q(f(2)))} = Ve (P(x) V Q(z))

5. = JzP(xz) = P(a)

6. {va (P(z) = Q(x)), Yy (Qa) V R(y) = S(a))} |= Va (P(x) — S(a))

’Ejercicio 57. ‘ Prueba mediante tableros seméanticos:

Vo (P(x) A Q(x)) = Va P(z) ANVx Q(z) Jx(P(z) V Q(z)) = JxP(x) V JzQ(x)
Vr(P(z) V Q(z)) £ VzP(x) VVrQ(z) Jx(P(z) A Q(x)) £ JxP(x) A JxQ(x)

’Ejercicio 58. ‘ Prueba mediante tableros semanticos que:

L A{V23y (f(y) = 2), Vo (g(f(2)) = 2)} = Vy (f(9(y)) = y).
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2. {Vz=(S(x) = 0), VaVy (S(z) = S(y) = . =y)} E ~(S(S(5(0))) = S(0))
3. Vo (x+0=2x), VaVy (z + S(y) = S(z + 1))} = S0) + S(S(0)) = S(S(S(0)))

’ Ejercicio 59. ‘ Para representar propiedades sobre grafos usaremos el predicado A(x,y) para
denotar que existe una arista entre el nodo x y el nodo y, y el predicado C(z,y) para denotar
que existe un camino entre ellos.

1. Representa en el lenguaje anterior con igualdad las siguientes propiedades:

Fi: No existe una arista que conecte un nodo consigo mismo.

F5: Si existe un camino de un nodo a otro, entonces existe una arista entre ellos o existe
un nodo distinto del segundo que esta conectado por una arista al primero y por un
camino al segundo.

2. Decide si es consecuencia logica de las formulas anteriores el siguiente hecho: St no existe
una arista entre dos nodos pero si un camino, entonces existe un nodo distinto de los dos.

’Ejercicio 60. ‘ Sea U el conjunto de formulas de la LPO con igualdad siguiente:

U={VeVyVz(z*x(y*x2)) =(x*xy)xz), Vedy(zxy=ce), Ve(xxe=axNexx =1)}
Prueba mediante tableros semanticos que:
L. UEVz(Vy(zxy=y) =z =ce).
2. UEVzIy(yxz =e).

’Ejercicio 61. ‘ En el lenguaje con igualdad L = {a, f}, siendo f un simbolo de funcién de
aridad 1 y a una constante, se consideran las siguientes féormulas:

01 Ya(f(x) # a)
20 VaVy(f(z) = fly) =z =y)
@30 Va(r #a— 3y(f(y) =z))

Prueba usando tableros semanticos que ninguna féormula es consecuencia logica de las demés.

Ejercicios para resolver usando Tree Proof Generator___

’Ejercicio 62. ‘ (puede comprobarse con Tree Proof Generator) Un grupo es un conjunto
dotado de una operacién que es asociativa, tiene elemento neutro y todo elemento tiene inverso.
Usemos f(z,y) para denotar la operacién y g(z) para denotar el inverso de x y la constante e
para el elemento neutro.
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1. Formaliza las propiedades de grupo con ese lenguaje.

2. Demuéstrese con tableros que en todo grupo el inverso del elemento neutro es él mismo.

’Ejercicio 63. ‘ Demostrar, usando Tree Proof Generator, que existen grupos no triviales (con

més de un elemento). Indicacién: usa el programa para comprobar que los axiomas de grupo
no implican que el grupo tiene un unico elemento.

’Ejercicio 64. ‘ Usando Tree Proof Generator:

1. Demuestra que existe un grupo de dos elementos. Indicacién: usa una constante para el
elemento distinto de e y usa el programa para comprobar que los axiomas de grupo no
implican que exista un elemento distinto de esos dos.

2. Encuentra un modelo de los axiomas de elemento neutro e inverso de tamano 3. Indicacién:
prueba que esos axiomas, junto con la existencia de {e, a,b} no implican que exista un
cuarto.

.El modelo que ofrece el programa es asociativo?
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