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Resumen— In this paper a computational formalization of
Lipton’s ezperiment about satisfiability problem of Proposi-
tional Logic is presented. We design a program that imple-
ments this experiment within a DNA based molecular model
without memory: the unrestricted model of Adleman. We pro-
pose a formal description of the designed molecular program
as a formal system. The formal verification of the program
is established proving soundness and completeness of formal
systems associated with it, using invariant method and induc-
tive techniques. Finally, an extension of Lipton’s experiment
for arbitrarily expressed formulas is given.
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I. INTRODUCCION

La Computacion Natural es una disciplina inspi-
rada en el funcionamiento de los organismos vivos.
Tiene como objetivo fundamental la simulacion e im-
plementacion de los procesos dinamicos que se dan
en la Naturaleza y que son susceptibles de ser inter-
pretados como procedimientos de calculo.

En la actualidad, la Computacion Natural consta
de tres ramas. La primera estd basada en el fun-
cionamiento del cerebro y tiene como modelo infor-
matico las redes neuronales artificiales, creadas por
McCulloch y Pitts en 1943. La segunda rama esta
basada en las propiedades del ADN. Tiene como
precedentes a los algoritmos genéticos, creados por
Holland en 1975, y al modelo Splicing introducido
por T. Head en 1987; y como modelo propio la Com-
putacion Molecular basada en ADN, creada por L.
Adleman en noviembre de 1994. La tercera rama
de la Computaciéon Natural esta basada en el fun-
cionamiento de las células y tiene como modelo la
Computacion con membranas o P-sistemas, creada
por Gheorghe Paun en octubre de 1998. Como
es bien sabido, tanto las redes neuronales como
los algoritmos genéticos han sido implementados en
ordenadores electrénicos convencionales. La com-
putacién molecular basada en ADN ha sido imple-
mentada en laboratorios de biologia molecular. En
cambio los P—sistemas ain no han sido implementa-
dos en medios electrénicos ni biolégicos.

Hacia finales de la década de los cincuenta, R.P.
Feynman describe los ordenadores sub—microscdpicos
e introduce el concepto tedrico de computacion a
nivel molecular, postulandolo como una innovacién
revolucionaria en la carrera por la miniaturizacion.

Departamento de
teligencia  Artificial,
Mario.Perez@cs.us.es

Ciencias de la Computaciéon e In-
Universidad de Sevilla, Espana

Los organismos vivos, en general, y algunas molécu-
las en particular, son consideradas potencialmente
como maquinas capaces de desarrollar procesos in-
terpretables como operaciones de céalculo.

A principio de la década de los cincuenta comienza,
a ponerse de manifiesto la analogia existente entre al-
gunos procedimientos matemaéticos y ciertos procesos
biolégicos. En noviembre de 1994, L. Adleman [1]
materializ6 esta similitud justificando que es posible
usar procesos biolégicos para atacar la resolubilidad
de ciertos problemas matemaéticos especialmente difi-
ciles: mediante un experimento realizado en el labo-
ratorio resolvi6é una instancia concreta de un proble-
ma computacionalmente intratable (el problema del
camino hamiltoniano, en su version dirigida y con
dos nodos distinguidos), usando técnicas de biologia
molecular para la manipulaciéon del ADN.

Con el experimento de Adleman nace propiamente
la, computacién ADN y se pone de manifiesto las
presumibles ventajas de esta computacion respecto
de los ordenadores electrénicos convencionales, en lo
que respecta a velocidad de célculo, consumo de ener-
gia y densidad de informacion.

De la misma manera que el transistor permitié por
primera vez la manipulacién electrénica del silicio,
el experimento de Adleman puede ser considerado
como el primer paso hacia la construcciéon de un pro-
totipo de ordenador molecular basado en la manipu-
lacién bioquimica del carbono.

En abril de 1995, R.J. Lipton ([5]) resolvi6 una
instancia concreta del problema SAT de la satisfacti-
bilidad de la Logica Proposicional siguiendo las ideas
de Adleman. A lo largo de ese afio, aparecen los
primeros modelos de computacién molecular basados
en ADN, a través de la instanciacién de una serie de
operaciones bioquimicas consideradas como basicas
o primitivas. En 1996, D. Beaver [3] demuestra que
dichos modelos de computacién son universales, en
el sentido de que en ellos se puede simular cualquier
méquina de Turing determinista.

En este trabajo se presenta una formalizacion com-
putacional del experimento de Lipton que resuelve el
problema de la satisfactibilidad de la Légica Proposi-
cional. Para ello, se disefia un programa en un mode-
lo molecular sin memoria basado en ADN (el modelo
no restringido de Adleman [2]) que implementa el ex-
perimento citado en dicho modelo. Se propone una
descripcién del programa molecular disenado como
un sistema formal de tal manera que la verificaciéon
del programa se establece a través de la adecuacion



y completitud del sistema formal asociado. Final-
mente se presenta una extension del experimento de
Lipton a féormulas proposicionales arbitrarias.

II. EL EXPERIMENTO DE LIPTON

El experimento de Lipton propone la resolucién de
una instancia concreta del problema de la satisfacti-
bilidad de la Logica Proposicional siguiendo las ideas
de Adleman, con la peculiaridad de que el tubo de en-
sayo inicial no depende del dato de entrada concreto
sino tnicamente de su “tamafo” (ntimero de variables
de la férmula). De esta manera se tiene una solucién
molecular de cualquier instancia del problema SAT
de tamano prefijado y, en consecuencia, a diferencia
del experimento de Adleman, proporciona realmente
el primer esquema algoritmico molecular.

A. El problema de la satisfactibilidad de la Ldgica
Proposicional

El lenguaje de la Logica Proposicional consta de:

(a) Un conjunto infinito numerable, VP, de varia-
bles (que denominaremos proposicionales).
(b) Dos conectivas logicas: — (negacién) y V
(disyuncion).
“(?7 y “)’7'

(¢) Dos simbolos auxiliares:
A partir de la negacién y disyuncién, se definen de
manera natural las conectivas 16gicas A (conjuncién),
— (implicacién) y +— (doble implicacion).

El conjunto PForm de las férmulas proposi-
cionales se define recursivamente (mediante un pro-
cedimiento generativo) como sigue: es el menor con-
junto I' que verifica, simultdneamente, las condi-
ciones siguientes:

(a) VP CT.

(b) Es cerrado bajo negacién (es decir, si ¢ € T
entonces - € I').

(c) Es cerrado bajo disyuncion (es decir, si ¢, €
T entonces ¢ V¢ € T).

Un literal es una variable proposicional o la negacién
de una variable proposicional. Una cldusula es una
disyuncion de literales. Se dice que una formula
proposicional esté en forma normal conjuntiva si es
una conjunciéon de clausulas; es decir, si es una con-
juncion de disyuncién de literales.

Una valoracion o asignacion de verdad es una apli-
cacion de VP en {0,1}. Toda valoracién se extiende
univocamente de VP al conjunto PForm de manera
natural (de acuerdo con las clasicas tablas de verdad
de las conectivas logicas).

Diremos que una valoracion, o, es relevante para
una férmula proposicional, ¢, si y sblo si ¢ es una
funcién booleana cuyo dominio contiene a Var(yp),
siendo Var(y) el conjunto de las variables proposi-
cionales de ¢. Obsérvese que el nimero de valo-
raciones relevantes para una férmula proposicional

o tal que o(x) = 0 para cada z € VP — Var(y), es
olVar(y)|

Una férmula proposicional se dice que es satis-
factible si existe, al menos, una valoracion que asigna
1 a dicha férmula.

Problema de la satisfactibilidad de la Légica
Proposicional: Dada una férmula proposicional en

forma mormal conjuntiva, determinar si es satis-
factible.

Como es bien sabido, el problema de la satisfacti-
bilidad de la Logica Proposicional es NP—completo

[4].
B. Preparacion del experimento

A continuacién describimos brevemente el experi-
mento que permite resolver cualquier instancia del
problema antes citado, a través de la manipulacién
de moléculas de ADN.

Sea p = ciAN...Acpcon¢; =11 V... Vi, una
formula proposicional en forma normal conjuntiva,
cuyo conjunto de variables es Var(y) = {z1, ..., 2, }.
Asociamos a la férmula ¢ un grafo dirigido, G,, =
(Vu, Ey), definido como sigue:

Vo ={ai,2),anp1: 1<i<n, 0<j <1}

Ep ={(a;, 7)), (],ai41) : 1<i<n, 0<j <1}
El grafo G,,, descrito en la figura 1, verifica las si-
guientes propiedades:

« Existen 2" caminos simples desde a; hasta a1
en G,,.

o Existe una biyecciéon natural entre el conjunto
de los caminos anteriormente citados y las va-
loraciones relevantes para ¢, de acuerdo con el
siguiente criterio: si v = a12]' @273 ... anq1
es un camino desde a; hasta a,+1, entonces se
le asocia la valoracién, o, relevante para ¢, ca-
racterizada por las relaciones o(x;) = j; (1 <
i <n).

n-1

/\/\/\ /\/\
\/\/\/ \/\/

Figura 1. Grafo dirigido asociado a una féormula
proposicional con n variables

Para elaborar el tubo de ensayo inicial, Ty, se pro-
cede de manera similar a la seguida en el experimento
de Adleman. A cada nodo, i € V,,, del grafo se le aso-
cia un oligo (cadena corta de ADN), s;, de longitud
20 mer (en realidad este valor dependera de n). Para



cada i se designa por s} (respectivamente, s}') los diez
primeros (respectivamente, ultimos) caracteres de la
cadena s;. A cada arco, (i,j) € E,, del grafo se le

: P : ol _ =l &l
asocia el siguiente oligo, e;; = 3' — 3} 3.

Se parte de un tubo de ensayo que contiene una
cierta cantidad de disolvente. Se le afiade a la solu-
cién una cierta cantidad de oligos s;, para cada nodo
i € V,, la misma de oligos e;j, para cada arco
(i,j) € En, y la misma de oligos 3' -3, y 3' -3, ..
La solucién se somete a un proceso de renaturali-
zacién, usando la enzima ligasa para empastar los
huecos que pudieran aparecer entre nucleétidos. Fi-
nalmente se seleccionan las cadenas simples con bor-
des 5" — s,4,, para lo cual se somete la solucién a un
proceso de desnaturalizacién similar al seguido en el
experimento de Adleman.

De esta manera, se obtiene una serie de doble-
hebras que codifican caminos del grafo desde a; hasta
an+1- Las cantidades iniciales de oligos que se con-
sideren deben garantizar que cada camino desde a;
hasta a,t1 (y sblo esos) esté codificado en el tubo
inicial. Ademas, debido a la simetria del grafo auxi-
liar considerado todos los caminos aparecen repeti-
dos el mismo numero de veces, aproximadamente.
Por tanto, en el tubo de ensayo inicial se obtiene un
multiconjunto de moléculas que codifican todas las
valoraciones relevantes para la férmula .

Para cada literal, I; ;, que aparece en ¢, notaremos

1
L= { Tm
(¥
'Z.m
1

Es decir, si una molécula contiene I; ; como sub-
cadena, entonces el literal [; ; tiene asignado el valor
1 por la valoracién que codifica dicha molécula.

81 L =12,
, 81 li’j = T,

La idea del experimento de Lipton es la siguiente:
a partir del tubo inicial, Ty, que codifica todas las
valoraciones relevantes para la férmula de entrada,
se procede como sigue:

— Se elabora un nuevo tubo, T7, seleccionando de
Ty todas las valoraciones que hacen verdadera la
clausula ¢;. Para ello:

* Se eligen las que hacen verdadero el literal /; ;.

* De las que hacen falso [; 1, se eligen las que
hacen verdadero el literal [; ».

* De las que hacen falso l; 1 V 11 2, se eligen las
que hacen verdadero el literal [; 3.

* Y asi sucesivamente con todos los literales de
Ci.

— Se elabora un nuevo tubo, T5, seleccionando de
Ty todas las valoraciones que hacen verdadera
la clausula ¢ (asi dichas valoraciones hacen ver-
dadera la formula ¢; A ¢2). Para ello:

* Se eligen las que hacen verdadero el literal Iy ;.

* De las que hacen falso l5 1, se eligen las que
hacen verdadero el literal [ ».

* De las que hacen falso lp 1 V l22, se eligen las
que hacen verdadero el literal I3 3.

* Y asi sucesivamente con todos los literales de
Cy.

— El proceso se reitera p veces hasta obtener el
tubo de salida T}, a partir de T},—1, que contiene
todas las valoraciones que hacen verdadera la
formula ci A ... Acp.

I1I. FORMALIZACION COMPUTACIONAL DEL
EXPERIMENTO DE LIPTON

En esta seccion se presenta un marco formal (un
modelo de computaciéon molecular) en el que el expe-
rimento citado se puede considerar como la ejecucién
de un procedimiento mecdnico (en dicho modelo).

A. Modelo de computacion molecular

Recordemos que un modelo de computacion, M,
esta caracterizado basicamente por: (a) una estruc-
tura de datos, Dys; (b) un conjunto de programas,
Par; y (c) una funcién semantica, Sy, que asigna al
par ordenado (P,n), siendo P un programa y n un
nimero natural mayor o igual que 1, la funcién de
aridad n > 1 que calcula el programa P.

Los datos de un modelo de computacién molecular
van a ser unos objetos, denominados tubos, asociados
a un alfabeto arbitrario prefijado, X. Los elementos
de cada tubo codificaran moléculas de ADN, con tal
de asociar a cada simbolo del alfabeto un oligo veri-
ficando ciertas condiciones.

Las instrucciones béasicas de un modelo de com-
putacién molecular pueden ser de dos tipos:

o Moleculares: operaciones basadas en propieda-
des de las moléculas de ADN.

e Robdticas: operaciones secuenciales estandar
(bucles, condicionales, asignaciones, etc.) que,
béasicamente, proporcionan la secuenciacién de
las operaciones moleculares. Estas operaciones
no actuan directamente sobre la estructura de
las moléculas de ADN.

La funcién semantica del modelo se define de manera
natural: (a) para las instrucciones moleculares, el
resultado correspondiente de la operaciéon molecular
que representa; (b) para las instrucciones roboticas,
la semantica secuencial convencional.

La eleccién de las operaciones moleculares primi-
tivas de los modelos que se estudian se debe, entre
otros motivos, al hecho de que todas ellas son imple-
mentables hoy dia en el laboratorio con las técnicas
actuales de biologia molecular.

B. Modelo no restringido de Adleman

Para introducir un modelo de computacién mole-
cular basta definir el concepto de tubo y explicitar
las operaciones moleculares primitivas del mismo.

Definicion: Un tubo en el modelo no restringido
es un multiconjunto finito de cadenas del alfabeto
Yapn =1{A,C,G,T}.

Las cadenas del alfabeto ¥ apny pueden ser im-



plementadas de manera natural en el laboratorio
a través de moléculas de ADN, gracias al direc-
cionamiento de las mismas. En los modelos mole-
culares que tienen al ADN como substrato computa-
cional, el alfabeto habitual es ¥ 4pnx. No obstante,
con frecuencia y por cuestiones técnicas, usaremos
como alfabeto de esos modelos otro distinto, de tal
manera que cada simbolo del nuevo alfabeto esté co-
dificado por un determinado oligo en X% 5 (con-
junto de todas las cadenas del alfabeto X apn).

Las instrucciones moleculares béasicas del modelo no
restringido de Adleman [2] son las siguientes:

o Extraer(T,v): dado un tubo, 7', y una cadena,
v, de ¥ apn, devuelve dos tubos:

+(T,v) ={{o € T : ~y es subcadena de c}}
—(T,v) ={{oc € T: ~ no es subcadena de o}}

En esta expresion, la doble llave indica que se
trata de un multiconjunto en lugar de un con-
junto.

e Mezclar(T1,T>): dados dos tubos, T1 y T», de-
vuelve un nuevo tubo, 71 U T», que es la unién
de ambos, como multiconjuntos.

e Amplificar (T,{T1,T2}): dado un tubo T, de-
vuelve dos tubos, 71 y T> que son copias exactas
deT.

e Detectar(T): dado un tubo, T, devuelve SI,
en el caso en que T contenga alguna molécula
de ADN, y NO en caso contrario.

Obsérvese que en el modelo no restringido de Adle-
man dnicamente la operacién molecular extraer im-
plementa el paralelismo masivo.

C. Implementacion del experimento de Lipton en el
modelo no restringido

Consideremos el alfabeto ¥ = {ai,wfi,an+1 1 1<

El tubo de entrada, Ty es el siguiente multicon-
junto:

{{o € 2 351 ... F4n[(1, - - -, Jn) € {0,1}7A
o =a1z'axxy ... xirani1]}}
Obsérvese que cada elemento del tubo de ensayo
inicial determina de manera natural un camino en el
grafo G, que va desde el nodo a; al nodo a,, y, por

tanto, estd identificado por una molécula que codifica
una valoracién relevante para la férmula.

La idea del experimento de Lipton descrito en la sec-
cion 2 sugiere el disenio del siguiente programa mo-
lecular que resuelve el problema de la satisfactibi-
lidad de la Loégica Proposicional, en el modelo no
restringido de Adleman:

Entrada: T
Para ¢ < 1 hasta p hacer
Ty + To; To+ ]
Para j <~ 1 hasta r; hacer
T + +(T1,l},j)

Ty« —(Tv,1};)
To <+ ToU T
Fin Para
Fin Para
Detectar (Tp)

El ntimero de operaciones moleculares que se ejecu-
tan en el programa es lineal en el nimero de literales,
k, de la férmula de entrada (en concreto, k opera-
ciones de extraccidn, k operaciones de mezcla y 1
operacion de deteccién). Ademaés, el numero total
de tubos usgdos es

1+ (3+3-1;) =1+3p+3k € O(k)

i=1

IV. VERIFICACION FORMAL DEL PROGRAMA
DISENADO

Para verificar formalmente un programa molecu-
lar disenado para resolver un problema, hay que de-
mostrar dos resultados basicos:

(a) Toda molécula del tubo de salida representa
una solucién correcta del problema (correccion
del programa molecular); es decir, si el tubo de
salida no esta vacio, entonces existe alguna solu-
cién correcta del problema; con otras palabras,
para un problema de decisién, si el programa
devuelve SI, entonces la respuesta del problema,
es SI.

(b) Toda molécula del tubo inicial que codifica
una solucién correcta del problema debe estar
en el tubo de salida (completitud del programa
molecular); es decir, si el tubo de salida estd
vacio, entonces no existe ninguna solucién co-
rrecta del problema; con otras palabras, para un
problema de decisién, si el programa devuelve
NO, entonces la respuesta del problema es NO.

A continuacién, vamos a describir como sistema, for-
mal, el programa P disenado en la seccién ante-
rior para resolver el problema SAT; de tal manera
que demostrar la verificaciéon de dicho programa, sea
equivalente a establecer la adecuacién y completitud
del sistema formal asociado.

Un sistema formal consta, en esencia, de (a) una sin-
taris, obtenida a partir de un alfabeto prefijado y
de una regla de formacion de férmulas del sistema;
(b) una semdntica que proporciona el concepto de
validez; y (c) una deduccién que proporciona el con-
cepto de demostrabilidad de una férmula en el sis-
tema.

Se dice que un sistema formal es adecuado si y
s6lo si toda férmula demostrable es valida, y se dice
que es completo si y sélo si toda féormula valida es
demostrable.

Para cada férmula proposicional ¢ en formal nor-
mal conjuntiva (escribiremos ¢ € EgaT) notaremos
I(P, ¢) el conjunto de tubos iniciales del programa P
relativos a la férmula . Para cada tubo T’ € I(P, ¢)
notaremos P(y,T) el resultado de ejecutar el pro-



grama P con dato de entrada ¢ y tubo de ensayo
inicial T'.

Verificar que el programa P resuelve el problema
SAT consiste en demostrar que para cada férmula
¢ € Esar, y cada tubo inicial, T' € I(P, ), se tiene
que P(p,T) = 1 si y solo si la formula ¢ es satis-
factible. En esta equivalencia, la implicacién directa
recibe el nombre de correccidn del programa P para
el problema SAT, y la implicacién reciproca recibe
el nombre de completitud del programa P para el
problema SAT.

El sistema formal, S(SAT, P), asociado al pro-
grama P que resuelve el problema SAT, consta de:

(a) Un alfabeto, ¥* = X U Egar.

(b) Un conjunto de formulas: una férmula es un
par ordenado (p,T"), en donde ¢ € Egar y T €
I(P, ).

(¢) Un concepto de validez: una férmula (¢, T) es
valida si y sélo si ¢ es satisfactible.

(d) Un concepto de deduccion: una férmula (p, T')
es demostrable si y s6lo si P(p,T) = 1.

Se tiene que el programa molecular P resuelve el
problema SAT si y s6lo si el sistema formal asociado,
S(SAT, P) es adecuado y completo.

Para establecer la verificacién formal del programa
molecular P respecto del problema SAT, en primer
lugar vamos a proceder a re-etiquetar los tubos que
aparecen en el programa disenado, a fin de individua-
lizarlos y poder hacer un seguimiento pormenorizado
de los mismos a lo largo de la ejecucién del programa
(siguiendo [6]).

To (en las condiciones anteriores)
Para ¢ < 1 hasta p hacer
Tio < 0; Tio«Tia
Para j <— 1 hasta r; hacer
Ti”j — (T, 1)

Entrada:

1,j—17%%,7
Tj; + _(Til,lj—lalzl,j)
Ti’j — Ti’j,1 U Tz'l,j
Fin Para
Tz' «— Ti,ri
Fin Para
Detectar (7},)

Para establecer la adecuacién del programa, conside-
remos las siguientes formulas:

o Paracadai (1 <i < p), sedefine p; = c1A...A¢;.
Sea ¢ una tautologia.
e Para cada i,j talesque 1 <i <p, 1 <j <y,
se define L; ; =1;1 V... V1 ;.
e Paracadai,j talesque 1 <i<p, 1 <j <,
se define
¢(l,]) =Vo € Ti,j (U((pz'_l A Li’j) = 1) A
Vo € TZI’IJ (0(301'_1) =1A (T(Lz”j) = 0)
o Para cada i (1 <1 < p), se define
0(1) =Vj (1 <j <r = 9(i,)))

Teorema 1: La formula 8 es un invariante del bucle
principal. Es decir, Vi (1 <i<p— 0(i)).

Prueba: Por induccién sobre i.

En primer lugar veamos, por induccién sobre j, que
se verifica Vj (1 <j <r — 9¥(1,5))-

e La formula 1(1,1) es verdadera, ya que
oeT,,=o0eT]; =+(Toli,)
=o0€ToNo(lii)=1=0(L11) =1
oeT!, = oe—(Toli,)
=0€ToNo(li1)=0=0(L1,1) =0

e Sea j < r; tal que la formula (1, j) es verdadera.
Se tiene que

o€ j1=—=oeh;VoeT];,
= (0(L1,;) =) V(e €TV, Ao(ly,j41) = 1)
= o0(Lij41) =1
oc€T;yy, =0 €T{; No(lij)=0
= 0(L1;) =0=0(l1,j41) = 0(L1,j41) =0
Sea i < p tal que 0(i) es verdadera. Veamos que
Vi (1<j<ri1 —¥(@+1,7)), por induccién sobre
j.
e La formula (i + 1,1) es verdadera, ya que
o0€Tiyig=0€T;No(liy11) =1
= 0(pi) =1A0(Lit11) =1
oc€T,, = 0€TiNo(lit11) =0
= 0(p;) =1AN0(Lit+11) =0

e Sea j < 741 tal que la formula ¢ (i + 1, 5) es ver-
dadera. Se tiene que

0 €Tiy1j41 =0 €Tt Vo €Ty j1y
= (0(pi A Lit1,5) =1) vV
V(0 € Tfiy ;A o(livrjrn) = 1)
= (0(pi A Lit1,j+1) =1) V
V(o(pi) =1 ANo(Lit1,;) =0 A
A o(liy1j41) =1)
= 0(piALiy1,j41) =1
0 €T jp1 = 0 €Tihy j Ao(livrjir) =0
= 0(pi) =1A0(Lit1,;) =0 A
A o(lit1,j41) =0
= 0(p;) =1AN0(Lit1,541) =0
O

Corolario 2 (Correccion): Toda molécula del tubo
de salida codifica una wvaloracion que hace satis-
factible la formula ¢. Es decir, Vo € Tp, (o(p) = 1).

Prueba: Se tiene que T}, = T}, y que la férmula
¥(p,7p) es verdadera (por serlo 6(p)). En conse-
cuencia, para cada ¢ € T, = T,,, se tiene que
o(p) = U(Sop—l A Lp,rp) =1

O



Acabamos de probar que toda molécula del tubo
de salida codifica una asignacion de verdad que hace
satisfactible la formula. Veamos finalmente que si
el tubo de salida es vacio, entonces la féormula no
es satisfactible; es decir, veamos que toda molécula
del tubo inicial que codifique una valoracién que hace
verdadera la férmula, supera todos los filtros del pro-
grama y permanece en el tubo de salida.

Para establecer la completitud del programa, consi-
deramos la siguiente férmula:

0(i)=Vo eIy (o(aaA...N¢cp) =1 >0 €Ty)
para cada i (1 <14 < p)-

Teorema 3: La formula § es un invariante del bucle
principal. Es decir, Vi (1 < i <p — 6(7)).

Prueba: Sea o € Ty tal que o(ci A ... A¢p) = 1.
Entonces paracadai (1 <i < p)existej (1 <j <r;)
tal que o(l;;) = 1. Notemos m; = min{j : 1 < j <
riAo(l;;) = 1}. Probemos por induccién sobre i que
Vi(1<i<p—oeT).

Por definicién se tiene que Vj (1 < j < m; —
o(li,;) = 0). Como o € Ty = T, resulta que
Vi(1<j<m —o€T;). Luegoo € T7,, ;.
Teniendo presente que o(l1,m,) = 1, se deduce que
S +(T1”,m1—1’l%,m1) = Tll,ml g T1,7‘1 = Tl'

La prueba en el paso inductivo es analoga al caso
base, usando la hipétesis de induccion.

O

Corolario 4 (Completitud): Toda molécula del
tubo de ensayo inicial que codifica una valoracion que
hace satisfactible la formula ¢, estd en el tubo de
salida. Es decir, Yo € To(o(p) =1 — 0 € Tp).

Prueba: Basta tener presente que tras la ejecucion
del programa, la formula §(p) es verdadera.

O

V. EXTENSION DEL EXPERIMENTO DE LIPTON

En el experimento de Lipton se proporciona una
solucién molecular del problema de la satisfactibi-
lidad de férmulas proposicionales en forma normal
conjuntiva. Veamos seguidamente como es posible
generalizar dicho experimento a fin de decidir la sa-
tisfactibilidad de una férmula proposicional arbitra-
ria, en el modelo no restringido de Adleman [7].

Proposicién 3.1. Sea ¢ una formula proposicional
con k conectivas ldgicas. Sea T un tubo que contiene
moléculas que codifican valoraciones relevantes para
. Entonces, con O(k) operaciones de extraccion,
union y amplificacion, se pueden generar los tubos
stguientes:

{ TY(T,p) ={{c €T : o(p) =1}}
T°(T,p) ={{o € T: o(y) =0}}

Demostracion: Por induccién fuerte sobre el
numero de conectivas légicas, k, de la formula.

e Sip=ux; y T es un tubo que contiene codifica-

ciones relevantes para ¢, entonces

TY(T,p) = +(T,a}) y T°(T, ¢) = —(T,a?)
Si ¢ =-x; y T es un tubo que contiene codifi-
caciones relevantes para ¢, entonces

TYT,¢) = +(T,2?) y T°(T,¢) = —(T,27)

« Supongamos cierto el resultado para cada r < k

y sea ¢ una férmula con k + 1 conectivas 16gi-
cas. Sea T un tubo que codifica valoraciones
relevantes para .
Si ¢ = -1, entonces por hipotesis de induc-
cion con O(k) operaciones de extraccion, unién
y amplificacion, se pueden obtener los tubos

{ THT,p1) ={{o €T: o(p1) =1}}
TUT, 1) ={{o €T : o(p1) =0}}

Entonces basta devolver los tubos

{ THT,p) =TT, ¢1)
T°(T,¢) = THT, ¢1)

Sea ¢ = 1 Va. Sea s; el numero de conectivas
logicas de ;. Por hipétesis de induccién, con
O(s1) operaciones de extraccion, unién y ampli-
ficacién se pueden obtener los tubos

{ THT, 1) ={{o €T : o(pr) =1}}
TT, 1) ={{o € T: o(p1) =0}}

Amplificamos el tubo T°(T,y;) obteniendo
dos copias. Entonces, por hipétesis de in-
duccion, con O(ss) operaciones de extraccion,
unién y amplificacién obtenemos los tubos
Tl(TO(T7 (Pl),(to2) Yy TO(TO(TJ 901)7902)' En tal
situacién, basta devolver los tubos

Tl(Ta p1V (PQ) = Tl(Ta 901) U Tl(TO(Ta 901);<P2)
TO(Ta p1V (PQ) = TO(TO(TJ (pl)a(p?)

Si ¢ = @1 A 2, entonces el razonamiento es
anélogo al realizado en el caso de la disyuncion.
O

Corolario 3.2. El problema de la satisfactibilidad
para formulas proposicionales se puede resolver rea-
lizando una operacion de detectar y O(k) operaciones
de extraccion, union y amplificacion (en donde k es
el nimero de conectivas légicas de la férmula).

Demostraciéon: Dada una férmula proposicional,
o, con n variables y k conectivas logicas procedemos,
al igual que en la preparacion del experimento de
Lipton, disenando el grafo dirigido asociado, G,,, y
elaborando, a partir de éste, el tubo de ensayo inicial,
To, que contiene cadenas de ADN que codifican todas
las valoraciones relevantes con dominio Var(p). De
la proposicién anterior resulta que realizando O(k)
operaciones de extraccion, uniéon y amplificacion se
obtienen los tubos

{ T (To,p) = {{o € To: oyp) =1}}
T°(To, ) = {{o € To: oly) =0}}

Basta aplicar la operacién detectar(T(Ty, ¢)).
O



VI. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado una formalizacién
computacional del experimento de Lipton que re-
suelve el problema de la satisfactibilidad de la Lo6-
gica Proposicional. El marco formal elegido ha sido
un modelo de computacién molecular sin memoria
basado en ADN: el modelo no restringido de Adle-
man. El experimento de Lipton se ha implementado
en el modelo a través de un programa molecular que,
a su vez, se ha descrito como un sistema formal de
tal manera que la verificaciéon del programa se ha
establecido probando la adecuacién y completitud
del sistema asociado. Finalmente se ha propuesto
una extension del experimento de Lipton a férmulas
proposicionales arbitrarias.

Creemos que la verificacién formal de programas
moleculares es un paso fundamental para su proce-
samiento a través de sistemas de razonamiento au-
tomatico como ACL2 o PVS, con los que estamos
trabajando en la actualidad.
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