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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este trabajo es presentar una introducciéon a la DAO (De-
mostracién Asistida con Ordenador) usando Lean para usarla en las clases
de la asignatura de Razonamiento automatico del Master Universitario en L6-
gica, Computaciéon e Inteligencia Artificial de la Universidad de Sevilla. Por
tanto, el Unico prerrequisito es, como en el Master, cierta madurez matema-
tica como la que deben tener los alumnos de los Grados de Matematica y de
Informatica.

La exposicién se hard mediante una coleccién de ejercicios. En cada ejer-
cicios se mostraran distintas pruebas del mismo resultado y se comentan las
tacticas conforme se van usando y los lemas utilizados en las demostracio-
nes.

Ademas, en cada ejercicio hay un enlace al cédigo y a su lado otro que
al pulsarlo abre el ejercicio en Lean Web (en una sesién del navegador) de
forma que se puede navegar por las pruebas y editar otras alternativas.

El trabajo se presenta en 3 formas:

= Como un libro en PDF
= Como una pagina HTML.
» Como un proyecto en GitHub.

Ademas, los videos correspondientes a cada uno de los ejercicios se encuen-
tran en YouTube.

El trabajo se basa fundamentalmente en el proyecto lean-tutorials de la
Comunidad Lean que, a su vez, se basa en el curso Introduction aux mathé-
matiquesformalisées de Patrick Massot.


https://leanprover.github.io/
https://www.cs.us.es/~jalonso/cursos/m-ra-19/
http://www.cs.us.es/blogs/mulcia/docencia-plan-estudios/
http://www.cs.us.es/blogs/mulcia/docencia-plan-estudios/
https://www.cs.us.es/~jalonso/apuntes/DAO_con_Lean/DAO_con_Lean.pdf
https://www.cs.us.es/~jalonso/apuntes/DAO_con_Lean/README.html
https://github.com/jaalonso/DAO_con_Lean
https://www.youtube.com/playlist?list=PLPIlzBVlfbbE-0_FEblzjmDSjIxQUT4x2
https://github.com/leanprover-community/tutorials
https://leanprover-community.github.io/
https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~pmassot/enseignement/math114/
https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~pmassot/enseignement/math114/
https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~pmassot/index.html
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Capitulo 2
Igualdad

En este capitulos se presenta el razonamiento con igualdades mediante
reescritura.

2.1. Prueba mediante reescritura

» Enlaces al cddigo y a la sesién en Lean Web.

-- En esta relacién se muestra distintas pruebas de la transitividad de
-- la igualdad de los numeros reales: por reescritura, sustitucién, con
-- lemas y automaticas.

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la teoria de los numeros reales.
-- 2. Declarar x, y y z como variables sobre los numeros reales.

import data.real.basic -- 1
variables (x y z : R) -- 2

-- Ejercicio. Demostrar que la igualdad en los reales es transitiva; es
-- decir, si x, y y z son numeros reales tales que x =y ey = z,
-- entonces x = z.

-- 12 demostracion (con reescritura)



./src/1_Igualdad/Transitividad_de_la_igualdad.lean
https://leanprover-community.github.io/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/DAO_con_Lean/master/src/1_Igualdad/Transitividad_de_la_igualdad_SC.lean
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example
(h @ x=1y)
(h* :y = 2)
: z

begin
rw h,
exact h',
end

-- Prueba:
/_
Xy z:R,
h: x=y,
h' : y =2z
FXx =2z
rw h,
Fy =2z
exact h',
no goals
=/

-- Comentarios:

-- + La tactica (rw h) cuando h es una igualdad sustituye en la

-- conclusion el término izquierdo de h por el derecho.

-- + La tdctica (exact h) concluye la demostracién si h es del tipo de

- - la conclusiodn.

-- 22 demostracion (con reescritura inversa)

example
(h : x =1vy)
(h' :y = 2)
DX = Z
begin
rw < h',
exact h,
end

-- Prueba:

/-
xyz:R,
h: x =y,
h' :y=2z
FXx =2z
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rw « h',
FXx=y
exact h,
no goals
=/
-- Comentarios:
-- + La tactica (rw « h) cuando h es una igualdad sustituye en la

-- conclusion el término derecho de h por el izquierdo

-- 32 demostracién (con reescritura en hipétesis)

example
(h : x=y)
(h' 1y = 2)
DX =z =

begin
rw h' at h,
exact h,

end

-- Prueba:

/_
Xy z:R,
h:x=y,
h' 'y =2z
FXx =2z

rw h' at h,
h: x=2z
FXx =2z

exact h,
no goals

=/

-- Comentarios:

-- + La tactica (rw hl at h2) cuando hl es una igualdad sustituye en la
-- hipétesis h2 el término izquierdo de hl por el derecho.

-- 42 demostracién (con reescritura inversa en hipétesis)

example
(h @ x=1y)
(h* :y = 2)
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DX =2z =
begin
rw < hath',
exact h',
end

-- Prueba:
/_
Xy z:R,
h: x=y,
h' : y =12z
FXx =2z
rw « h at h',
h' : x =12z
FXx =2z
exact h',
no goals
=/

-- Comentarios:

-- + La tdctica (rw « hl at h2) cuando hl es una igualdad sustituye en la

-- hipétesis h2 el término derecho de hl por el izquierdo

-- 52 demostracion (con un lema)

example
(h @ x=1y)
(h* :y = 2)
DX =2z =

eg.trans h h'

-- Comentarios:

-- + Se ha usado el lema
- + eq.trans :

-- 62 demostracién (por sustitucidn)

a=b-b=c-a
-- + El lema se puede encontrar con
-- by suggest

example
(h @ x=1y)
(h* :y = 2)
: z
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h' » h
-- Comentario:
-- + Si h es una igualdad entonces h » h' es la expresién obtenida sustituyendo

-- en h' el término izquierdo de h por el derecho.

-- 72 demostracion (automdtica con linarith)

example
(h @ x=y)
(h* :y = 2)
DX =2z =

by linarith

-- Comentarios:

-- + La tactica linarith demuestra la conclusién mediante aritmética
-- lineal.

-- + La sugerencia de usar linarith se puede obtener escrbiendo

-- by hint

-- 82 demostracién (automatica con finish)

example
(h @ x=1y)
(h* 1y =12)
X =7 =

by finish

-- Comentario:

-- + La tactica finish demuestra la conclusidén de forma automdtica.
-- + La sugerencia de usar finish se puede obtener escrbiendo
-- by hint

2.2. Prueba con Ilemas y mediante encadena-
miento de ecuaciones

» Enlaces al cddigo y a la sesién en Lean Web.


./src/1_Igualdad/Propiedades_asociativa_y_conmutativa.lean
https://leanprover-community.github.io/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/DAO_con_Lean/master/src/1_Igualdad/Propiedades_asociativa_y_conmutativa_SC.lean
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-- En esta relacidén se presentan distintas pruebas con Lean de una
-- igualdad con productos de nimeros reales. La primera es por

-- reescritura usando las propiedades asociativa y conmutativa, La
-- segunda es con encadenamiento de ecuaciones. Las restantes son
-- automaticas.

-- Ejercicio. Sean a, b y ¢ numeros reales. Demostrar que
-- (a *b) *c=0b* (a*c)

import data.real.basic

variables (a b c : R)

-- 12 demostracidén (hacia atrés con rw)

example : (a *b) *c=b * (a * ¢c) :=
begin

rw mul comm a b,

rw mul assoc,
end

-- Prueba:
/_

abc:R

F(a*b) *c=b* (a*c)
rw mul comm a b,

(b *a) *c=b* (a*c)
rw mul _assoc,

no goals
-/

-- Comentarios:

-- + Se han usado los lemas

--  +mul comm : Y (ab :R), a*b=>b*a

--  +mul assoc : Y (abc :R), a*b*c=a*(b*c)

-- 22 demostracién (encadenamiento de igualdades)

example : (a * b) *c=b * (a * c) :=
begin
calc (a *b) *c = (b *a) *c: by rw mul comm a b
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=b * (a* c)

end

by rw mul assoc,

-- 32 demostracidén (automatica con linarith)

example : (a * b) *c=b * (a * c) :=

by linarith

-- 42 demostracidon (automatica con finish)
example : (a * b) *c=b * (a * c) :=

by finish

-- 52 demostracién (automdtica con ring)
example : (a * b) *c=b * (a * c) :=

by ring

-- Comentarios:

-- + La tactica ring demuestra la conclusidén normalizando las

-- expresiones con las reglas de los anillos.

2.3. Teorema aritmeético con hipdtesis y uso de

lemas

» Enlaces al cddigo y a la sesién en Lean Web.

-- En esta relacién comentan distintas pruebas con Lean de una igualdad
-- con productos de numeros reales. La primera es por reescritura usando
-- las propiedades asociativa y conmutativa, La segunda es con

-- encadenamiento de ecuaciones.

-- Ejercicio. Sean a, b, ¢ y d numeros reales. Demostrar que si

- - c=d*a+b
-- b=a+d
-- entonces ¢ =2 * a * d.

Las restantes son automaticas.


./src/1_Igualdad/Encadenamiento_de_ecuaciones.lean
https://leanprover-community.github.io/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/DAO_con_Lean/master/src/1_Igualdad/Encadenamiento_de_ecuaciones_SC.lean
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import data.real.basic

variables (a b c d : R)

-- 12 demostracién (reescribiendo las hipdtesis)

example
(h1 : c=d * a + b)
(h2 : b =a * d)
=2 *a*d:=
begin
rw h2 at hl,

rw mul _comm at hl,
rw | two mul (a * d) at hi,
rw | mul_assoc at hl,
exact hl,
end

-- Prueba:

/_
abcd: R,
hl : c=d*a+ b,
h2 : b =a * d
Fc=2%*a*d

rw h2 at hil,
hl : c=d *a+a*d
Fc=2%*a*d

rw mul comm at hl,
hl : c=a*d+a*d
Fc=2%*a*d

rw « two mul (a * d) at hi,
hl : c =2 * (a * d)
Fc=2%*a*d

rw « mul assoc at hl,
hi : c=2 *a * d
Fc=2%*a*d

exact hl,
no goals

=/

-- Comentarios:
-- + Se han usado los siguientes lemas

--  +mul comm : Y (ab :R), a*b=>b*a
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-- + mul assoc : Y (abc :R), a*b*c=a*(b*c)
- - + two mul : 2 *a=a+ a

-- 22 demostracion (encadenamiento de ecuaciones)

example
(h1 : ¢ =d * a + b)
(h2 : b =a * d)
cc=2%*a*d:=
begin
calc
c =d*a+b : by exact hl
d*a+a*d: by rwh2
a*d+a*d: by rwmul comm
2 * (a *d) : by rw two mul (a * d)
=2 *a*d : by rw mul assoc,
end

-- 32 demostracion (encadenamiento de ecuaciones)

example
(h1 : c=d * a + b)
(h2 : b =a *d)
cc=2*ax*d:=
begin
calc
¢c =d*fa+b : by exact hl
. d *a+a*d: by rwh2
. =2 *a*d : by ring,
end

-- 42 demostracion (automdtica con linarith)

example
(h1 : ¢ =d * a + b)
(h2 : b =a *d)
s c=2*a*d:=
by linarith
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2.4. Ejercicios sobre aritmética real

m Enlaces al cddigo y a la (sesién en Lean Web)

-- En esta relacién se comentan distintas pruebas con Lean de ejercicios
-- sobre la aritmética de los numeros reales. La primera es por

-- reescritura, la segunda es con encadenamiento de ecuaciones y las

-- restantes son automdticas.

-- Ejercicio 1. Ejecutar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la teoria de los numeros reales.
-- 2. Declarar a, b, c y d como variables sobre los reales.

import data.real.basic -- 1
variables (a b c d : R) -- 2

-- Ejercicio 2. Demostrar que

- - (c *b) *a=b* (a*c)

-- Indicacién: Para alguna pueba pueden ser Utiles los lemas
-- + mul assoc : (a *b) *c=a* (b * c)

-- +mul comm : a*b=>b*a

-- 12 demostracion

example : (¢ *b) *a=b * (a * ¢) :=
begin

rw mul comm c b,

rw mul assoc,

rw mul comm c a,

end
-- Prueba:
/_
abc:R
F (c *b) *a=b* (a * c)
rw mul comm c b,
(b *c) *a=b* (a * c)

rw mul assoc,


./src/1_Igualdad/Ejercicios_sobre_aritmetica_real.lean
https://leanprover-community.github.io/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/DAO_con_Lean/master/src/1_Igualdad/Ejercicios_sobre_aritmetica_real_SC.lean
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Fb* (c*a)=b*(a*c)
rw mul comm c a,

no goals
=/

-- 22 demostracion

example : (c * b) *a=b * (a * c) :=
begin
calc (c * b) * a

(b *c) *a: by rw mul_comm c b
b * (c * a) : by rw mul assoc
b * (a*c) : by rwmul comm c a,

end

-- 32 demostracion

example : (¢ * b) * a
by linarith

b * (a * c) :=

-- 42 demostracion

example : (¢ * b) * a
by finish

b * (a *c) :=

-- 52 demostracion

example : (c * b) * a b * (a* c) :=

by ring

-- Ejercicio 3. Demostrar que si
-- c=b * - d

- d =a *
-- entonces c

NI o o

0.

-- Indicacién: Para alguna pueba pueden ser Utiles los lemas
-- +mul comm : a *b=>b * a
-- + sub self : a - a=20

example
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(h1 : c=b *a - d)
(h2 : d =a * b)
1 Cc =0 :=
begin
rw h2 at hl,

rw mul_comm b a at hl,
rw sub _self (a * b) at hl,
exact hl,

end

-- Prueba:

/_
abcd: R,
hl1 : c=b*a - d,
h2 : d =a *b

Fc=0

rw h2 at hil,
hi : c=b *a-a*hb
Fc=0

rw mul comm b a at hl,
hi : c=a*b-a*hb
Fc=20

rw sub_self (a * b) at hl,
hl : c =20
Fc=20

exact hl,
no goals

=/

-- 22 demostracion

example
(h1 : ¢ =Db * a - d)
(h2 : d = a * b)
1 Cc =0 :=
begin
calc c=b *a - d : by rw hl
=b*a-a*b: by rwh2
=a*b-a*b: by rwmul commab
= 0
end

-- 32 demostracion

: by rw sub_self (a*b),
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example
(h1 : c=b * a - d)
(h2 : d =a * b)
1 Cc =0 :=
begin
calc c=b *a -d : by rw hl
=b *a-a*b: by rwh2
=0 : by ring,
end

-- Ejercicio 4. Demostrar que

-- (a +b) +a=2*a+b

-- Indicacién: Para alguna pueba pueden ser Utiles los lemas
-- + add assoc : (a+b) +c=a+ (b+c)

-- +add conm : a+b=b+ a

-- + two _mul :2*a=a+a

-- 12 demostracion

example : (a +b) +a=2*a+b :=
begin
calc (a + b) + a

a+ (b+a) : by rw add assoc
a+ (a+b) : by rwadd comm b a
= (a+a) +b: by rwld add assoc
2 f*a+b : by rw two mul,

end

-- 22 demostracion

example : (a +b) +a=2*a+b :=
by ring

-- Ejercicio 5. Demostrar que

== (a + b) * (a - b) =a2- b2

-- Indicacidén: Para alguna pueba pueden ser Utiles los lemas
-- +add mul : (a+b) *c=a*c+b*c

--+add sub :a+ (b-c)=(a+b)-c
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-- +add zero : a + 0 = a

-- +mul comm : a *b =b * a

-- +mul sub : a* (b-c)=a*bhb-a*c
-- + pow two : a*2 =a * a

-- + sub self : a - a=20

-- +subsub : (a-b)-c=a-(b+c)

-- 12 demostracion

example : (a + b) * (a - b)
begin

rw pow two a,

rw pow_two b,

rw mul sub (a + b) a b,

rw add mul a b a,

rw add mul a b b,

rw mul _comm b a,

rw [ sub_sub,

rw [ add_sub,

rw sub self,

rw add zero,

[
o)
L]
N
1
o
L]
N
[

end
-- Prueba:
/-

ab:R

F(a+b) *(a-b)=a”~2-b"2
rw pow two a,

F(a+b) *(a-b)=a*a->b"2
rw pow two b,

F(a+b) *(a-b)=a*a-b*b

rw mul sub (a + b) a b,
F (a+b) *a- (a+b) *>b
rw add mul a b a,
Fa*a+b*a-(a+b) *b=a*a-bx*hb
rw add mul a b b,
Fa*a+b*a-(a*b+b*b)=a*a-b*b>b
rw mul comm b a,
Fa*a+a*b-(a*b+b*b)=a*a-b=x*>b
rw < sub_sub,
Fa*a+a*b-a*b-b*b=a*a-b>b*b>b
rw < add sub,
Fa*a+ (a*b-a*b)-b*b

1l
Q
*
Q
!
o
*
o

]
Q
*
Q
1
o
*
o
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rw sub_self,
Fa*a+0-b*b=a*a-b*b
rw add zero,
no goals
=/

-- 22 demostracion

example : (a + b) * (a - b) = a2 - Y :=
begin
calc (a + b) * (a - b)

=(a+b) *a-(a+b) *b
a*a+b*a- (a+b)*fb
a*a+b*a-(a*b+b*hb)
a*a+a*b- (a*b+b*hb)
a*a+a*b-a*b-b*hb
a*a+(a*b-a*hb)-b*b
a*a+0-b*hb

..=a*a-b*hb
.=aR -b*b

.= a2 - b

end

-- 32 demostracion

example : (a + b) * (a - b) = a2 - bR :=
by ring

: by
: by
: by
: by
: by
: by
: by
: by
: by
: by

rw mul sub (a + b) ab
rw add mul a b a

rw add mul a b b

rw mul comm b a

rw sub sub

rw add sub

rw sub self

rw add zero

rw pow two a

rw pow two b,
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Capitulo 3

Conectivas: implicacion,
equivalencia, conjuncion y
disyuncion)

3.1. Reglas de la implicacidon

3.1.1. Eliminacion de la implicacidon

m Enlaces al cédigo y a la (sesién en Lean Web)

- En este relacion se muestra distintas formas de demostrar un teorema
- con eliminacidén de la implicacidn.

- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones:
- 1. Importar la libreria de tacticas.
- 2. Declarar P y Q como variables sobre proposiciones.

import tactic -- 1
variables (P Q : Prop) -- 2

- 12 demostracion (hacia atrés)

23


./src/2_Conectivas/Eliminacion_de_la_implicacion.lean
https://leanprover-community.github.io/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/DAO_con_Lean/master/src/2_Conectivas/Eliminacion_de_la_implicacion_SC.lean
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example
(h1 : P - Q)
(h2 : P)
1 0 ==
begin
apply hl,
exact h2,
end

-- Prueba:
/_
P Q : Prop,
hl : P - Q,
h2 : P
FOQ
apply hi,
- P
exact h2,
no goals
=/

-- Comentarios:

-- + La tactica (apply h), cuando h es una implicacién, aplica la regla
=c de eliminacién de la implicacidén; es decir, si h es (P - Q) y la
-- conclusién coincide con Q, entonces sustituye la conclusién por P.

-- 22 demostracion (hacia adelante)

example
(h1 : P - Q)
(h2 : P)
1 Q :=
begin
exact hl h2,
end
-- Comentarios:

-- + Si hl es una demostracidén de (P - Q) y h2 es una demostracidn de P,
-- entonces (hl h2) es una demostracidn de Q.

-- 32 demostracién (simplificacié de la 22)
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example
(h1 : P - Q)
(h2 : P)
'Q:=

by exact hl h2

-- 42 demostracion (mediante un término)

example
(h1 : P - Q)
(h2 : P)
:Q =
hl h2

-- 52 demostracion (automdtica con tauto)

example
(h1 : P - Q)
(h2 : P)
1 @ ==
by taut

-- Comentarios:
-- + La tactica tauto demuestra automdticamente las tautologias.

-- 62 demostracion (automdtica con finish)

example
(h1 : P - Q)
(h2 : P)
:Q :=
by finish

-- 62 demostracién (automdtica con solve by elim)

example
(h1 : P - Q)
(h2 : P)
.Q:_

by solve by elim
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-- Comentarios:
-- + La tactica solve by elim intnta demostrar el objetivo aplicandole
-- reglas de eliminacidn.

3.1.2. Introduccion de la implicacion

m Enlaces

-- En este

al cédigo y a la (sesién en Lean Web)

relaciéon se muestra distintas formas de demostrar un teorema

-- con eliminacidén de la implicacidn.

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones:

-- 1. Impo

rtar la libreria de tacticas.

-- 2. Declarar P como variable sobre proposiciones.

import tactic -- 1

variables

(P : Prop) == Z

-~ PP

-- 12 demostracion

example :
begin
intro h,
exact h,
end

-- Prueba:
/_
P : Prop
PP
intro h,
h: P
P
exact h,
no goals

P-P :=
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-/

-- Comentarios:

-- + La tactica (intro h), cuando la conclusidén es una implicacién,

-- aplica la regla de introduccién de la implicacidén; es decir, si la
-- conclusién es (P - Q) entonces afiade la hipdtesis (h : P) y cambia
-- la conclusién a Q.

-- 32 demostracién (por un término)

example : P - P :=
A h, h

-- 42 demostracion (mediante id)

example : P - P :=
id

-- Comentario: Se usa el lema
-- +1d : P> P

-- 52 demostracion (estructurada)

example : P - P :=
begin
assume h : P,
show P, from h,
end

-- 62 demostracion (estructurada)

example : P - P :=
assume h, h

-- 72 demostracion (automdtica con tauto)

example : P - P :=
by tauto

-- 82 demostracion (automdtica con finish)
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example : P - P :=
by finish

-- 92 demostracién (por simplificacidn)

example : P - P :=
by simp

-- Comentarios:
-- + La tactica simp aplica reglas de simplificacién a la conclusién.

3.2. Reglas de la equivalencia

3.2.1. Eliminacidon de la equivalencia

m Enlaces al cddigo y a la (sesién en Lean Web)

-- En este relacién se muestra distintas formas de demostrar un teorema
-- con eliminacién de la equivalencia

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la libreria de tacticas.
-- 2. Declarar P, Q y R como variables sobre proposiciones.

import tactic -- 1
variables (P Q R : Prop) -- 2

-- Ejercicio. Demostrar que si
- PoQ
- Q0 - R
-- entonces
-- P - R

-- 12 demostracion
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example
(h : P+Q)
(hQR : Q -~ R)
: P> R :=

begin
intro hP,
apply hQR,
cases h with hPQ hQP,
apply hPQ,
exact hP,

end

-- Prueba:

/-
P QR : Prop,
h: PeQqQ,
hQrR : Q@ - R
PR

intro hP,
hP : P
F R

apply hQR,
FQ

cases h with hPQ hQP,
hPQ : P - Q,
hQP : Q - P
FQ

apply hPQ,
P

exact hP,
no goals

=/

-- Comentarios:

-- + La tdctica (cases h with hl h2), cuando la hipdtesis h es una

-- equivalencia aplica la regla de eliminacién de la equivalencia; es
-- decir, si h es (P « Q), entonces elimina h y anade las hipdétesis
-- (h1 : P-Q) y (h2 : Q - P).

-- 22 demostracién (simplificando los ultimos pasos de la anterior)

example
(h : P« Q)
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(hQR : Q - R)
: P> R :=
begin
intro hP,
apply hQR,
cases h with hPQ hQP,
exact hPQ hP,
end

-- Prueba:

/_
P QR : Prop,
h:PeQqQ,
hQrR : Q - R
FP->R

intro hP,
hP : P
F R

apply hQR,
FQ

cases h with hPQ hQP,
hPQ : P - Q,
hQP : Q - P
FQ

exact hPQ hP,
no goals

=/

-- 32 demostracién (simplificando los Ultimos pasos de la anterior)

example

(h : P« Q)

(hQR : Q - R)

: P> R :=
begin

intro hP,

exact hQR (h.1 hP),
end

-- Comentarios:
-- + Si h es la equivalencia (P o Q), entonces h.1 es (P - Q) y h.2 es

-- (@~ P).

-- 42 demostracién (por un término)
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example
(h : P+ Q)
(hQR : Q - R)
: P> R :=

A hP, hQR (h.1 hP)

-- 52 demostracién (por reescritura)

example
(h : P «-Q)
(hQR : Q
: P - R :
begin
rw h,
exact hQR,
end

{
o]

-- Prueba:
/_
P QR : Prop,
h: P eQ,
hQrR : Q - R
FP->R
rw h,
FQ-R
exact hQR,
no goals
=/

-- Comentarios:
-- + La tdctica (rw h), cuando h es una equivalencia como (P o Q),
-- sustituye en la conclusién P por Q.

-- 62 demostracién (por reescritura en hipétesis)

example
(h : PoQ)
(hQR : Q - R)
: P> R :=
begin

rw [ h at hoR,
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exact hQR,
end

-- Prueba:

/_
P QR : Prop,
h : P eQ,
hQR : Q - R
FP->R

rw « h at hQR,
hQR : P - R
FP->R

exact hQR,
no goals

=/

-- Comentarios:

-- + La tdctica (rw « h at h'), cuando h es una equivalencia como (P «- Q),

-- sustituye en la hipdtesis h' la férmula Q por P.

-- 72 demostracion (estructurada)

example
(h : P+ Q)
(hQR : Q - R)
P-R :=
begin
assume hP : P,
have hQ : Q, from h.1 hP,
show R, from hQR hQ,
end

-- Comentarios:

-- + La tactica (assume h : P), cuando la conclusién es de la forma

-- (P - Q), afiade la hipétesis P y cambia la conclusién a Q.

-- + La tactica (have h : e) genera dos subojetivos: el primero tiene

-- como conclusién e y el segundo tiene la conclusién actual pero se le
-- anade la hipétesis (h : e).

-- + la tdctica (show P, from h) demuestra la conclusién con la prueba h.

-- 82 demostracion (estructurada)

example
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(h : P Q)
(hQR : Q - R)
: P> R :=
assume hP, hQR (h.1 hP)

-- 92 demostracidon (automatica)

example
(h : P+ Q)
(hQR : Q - R)
: P-R :=
by tauto

3.3. Reglas de la conjuncidn

3.3.1. Eliminacion de la conjuncidn

m Enlaces al cddigo y a la (sesién en Lean Web)

-- En este relacidon se muestra distintas formas de demostrar un teorema
-- con eliminacién de la conjuncion.

import tactic
variables (P Q : Prop)

-- Ejercicio. Demostrar que
-- PAnQ->P

-- 12 demostracién (con intro, cases y exact)

example : P A Q - P :=
begin
intro h,
cases h with hP hQ,
exact hP,
end

-- Prueba:
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/_
P Q : Prop
FPAQ-P

intro h,
h:PnaQ
P

cases h with hP hQ,
WP g 7,
hg : Q
P

exact hP,
no goals

=/

-- Comentarios:

-- + La tdctica (cases h with hl h2), cuando la hipdtesis h es una

-- conjuncién aplica la regla de eliminacién de la conjuncidén; es
-- decir, si h es (P A Q), entonces elimina h y afiade las hipdtesis
-- (h1 : P) y (h2 : Q).

-- 22 demostracién (con rintro y exact)

example : P A Q - P :=
begin
rintro (hP, hQ),
exact hP,
end

-- Prueba:
/-
P Q : Prop
FPAQ-P
rintro (hP, hQ),
WP 3 7,
hQ : Q
P
exact hP,
no goals
=/

-- Comentarios:

-- + La téactica (rintro (hl, h2)), cuando la conclusién es una

-- implicacién cuyo antecedente es una conjuncién, aplica las reglsa

-- de introduccién de la implicacidén y de eliminacidén de la conjuncidn;
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- - es decir, si la conclusidén es (P A Q - R) entonces anade las
-- hipétesis (hl1 : P) y (h2 : Q) y cambia la conclusién a R.

-- 32 demostracién (con rintro y assumption)

example : PA Q - P :=
begin
rintro (hP, hQ),
assumption,
end

-- Comentarios:
-- + la tdctica assumption concluye la demostracién si la conclusion
-- coincide con alguna de las hipétesis.

-- 42 demostracion (estructurada)

example : P A Q > P :=
begin
assume h : P A Q,
show P, from h.1,
end

-- 52 demostracion (estructurada)

example : P A Q - P :=
assume h, h.1

-- 62 demostracién (con término de prueba)

example : PA Q - P :=
A (hP, ), hP

-- 72 demostracién (con lema)

example : P A Q - P :=
and.left

-- Comentarios:
-- + Se usa el lema
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- - and.left : PAQ - P
-- + El lema se encuentra con
- - by library search

-- 82 demostracion (automdtica con auto)

example : P A Q- P :=
by tauto

-- 92 demostracion (automdtica con finish)

example : P A Q - P :=
by finish

3.3.2. Introduccion de la conjuncion

m Enlaces al cédigo y a la (sesién en Lean Web)

-- En este relacidon se muestra distintas formas de demostrar un teorema
-- con introduccién de la conjuncidn.

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la libreria de tacticas.
-- 2. Declarar P y Q como variables sobre proposiciones.

import tactic -- 1
variables (P Q : Prop) -- 2

-- 12 demostracion

example
(hP : P)
(hPQ : P - Q)

PAQ :=
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begin
split,
{ exact hP },
{ apply hPQ,
exact hP },
end

-- Comentario

-- La tdctica split, cuando la conclusién es una conjuncidén, aplica la
-- regla de eliminacidén de la conjuncién; es decir, si la conclusién es
-- (P A Q), entonces crea dos subojetivos: el primero en el que la

-- conclusién es P y el segundo donde es Q.

-- 22 demostracion

example
(hP : P)
(hPQ : P - Q)
:PaAQ :=
begin
split,
{ exact hP 1},
{ exact hPQ hP 1},
end

-- 32 demostracion

example

(hP : P)

(hPQ : P - Q)

P AQ =
begin

have hQ : Q := hPQ hP,

show P A Q, by exact (hP, hQ),
end

-- 42 demostracion

example
(hP : P)
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(hPQ : P - Q)

P aAQ =
begin

show P A Q, by exact (hP, hPQ hP),
end

-- 42 demostracion

example

(hP : P)

(hPQ : P - Q)

P aAQ =
begin

exact (hP, hPQ hP),
end

-- 52 demostracion

example
(hP : P)
(hPQ : P - Q)
P AQ =
by exact (hP, hPQ hP)

-- 62 demostracion

example
(hP : P)
(hPQ : P - Q)
P aAQ ;=
(hP, hPQ hP)

-- 72 demostracion

example

(hP : P)

(hPQ : P - Q)

P AQ =
and.intro hP (hPQ hP)

-- Comentario: Se ha usado el lema
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-- + and.intro : P - Q - P A Q

-- 82 demostracion

example
(hP : P)
(hPQ : P - Q)
PaAQ :=
by tauto

3.4. Reglas de la disyuncion

3.4.1. Eliminacion de la disyuncion

» Enlaces al cédigo y a la (sesién en Lean Web)

-- En este relacidén se muestra distintas formas de demostrar un teorema
-- con eliminacién de la disyuncidn

-- Ejercicio. Realizar las siguientes acciones:
-- 1. Importar la libreria de tacticas.
-- 2. Declarar P, Q y R como variables sobre proposiciones.

import tactic -- 1
variables (P Q R : Prop) -- 2

-- Ejercicio. Demostrar que si
- - P-RYy

- Q0 - R

-- entonces

-- Pva@Q-R

-- 12 demostracion

example
(hPR : P - R)
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(hQR : Q - R)
PvQ-R:=

begin

intro h,

cases h with hP hQ,

{ exact hPR hP },

{ exact hQR hQ },
end

-- Comentario

-- La tdctica (cases h with hl h2), cuando la hipétesis h es una

-- disyuncidn aplica la regla de eliminacién de la disyuncidén; es decir,
-- si hes (Pv Q), entonces elimina h y crea dos casos: uno afiadiendo

-- la hipétesis (hl : P) y otro afiadiendo la hipdtesis (h2 : Q).

-- 22 demostracion

example
(hPR : P - R)
(hQR : Q - R)
PvQ-R:=
begin

rintro (hP | hQ),

{ exact hPR hP },

{ exact hQR hQ 1},
end

-- Comentario

-- La tactica (rintro (hl | h2)), cuando la conclusién es una

-- Implicacién cuyo antecedente es una disyuncidén, aplica las regla des
-- introduccién de la implicacién y de eliminacidn de la disyuncidén; es
-- decir, si la conclusién es (P v Q - R) entonces crea dos casos: en el
-- primero anade la hipdétesis (hl : P) y cambia a conclusién a R; en el
-- segundo afiade la hipdtesis (h2 : Q) y cambia la conclusidn a R.

-- 32 demostracion

example
(hPR : P - R)
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(hQR : Q - R)
:PvQ-R:=
A h, or.elim h hPR hQR

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- + or.elim : Pv Q- (P->R) > (Q~R) >R

-- 32 demostracion

example
(hPR : P - R)
(hQR : Q - R)
PvQ-R:=

or.rec hPR hQR

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- + or.rec : (P-R) - (Q-R)-PvVvaQ-R

-- 42 demostracion

example
(hPR : P - R)
(hQR : Q - R)
:PvQ-R:=
by tauto

3.5. Ejercicios

3.5.1. Monotonia de la suma por la izquierda

m Enlaces al cédigo y a la (sesién en Lean Web)

-- Ejercicio. Demostrar que si a, b y ¢ son numeros reles tales que
-- as>b, entonces c + a = c + b.

-- Indicacién: Se puede usar el lema

- - sub nonneg : @ =a - b e b =<a
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import data.real.basic
variables {a b c : R}

-- 12 demostracion

example
(hab : a = b)
c+asc+b:=
begin
rw | sub_nonneg,
have h : (c +b) - (c+a) =b - a,
{ ring, 1},
{ rw h,
rw sub nonneg,
exact hab, },
end

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- + sub nonneg : 0 =a -beb=a

-- 22 demostracion

example

(hab : a = b)

s c+as=sc+b:=
begin

rw | sub_nonneg,

calc © =b - a : by exact sub _nonneg.mpr hab

=Cc+b - (c+a): by exact (add sub add left eq sub b a c).symm,

end

-- Comentario: Se usa el lema
-- + add sub add left eq sub : c +a - (c+b) =a - b

-- 32 demostracion

example
(hab : a = b)
:c+a=sc+b:=
begin
rw | sub_nonneg,
calc © =b - a : sub_nonneg.mpr hab
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.=Cc+b - (c +a) : (add sub add left eq sub b a c).symm,
end

-- 42 demostracion

example
(hab : a = b)
cc+as=sc+b:=
begin
rw [ sub_nonneg,
calc © =b - a : sub_nonneg.mpr hab
=c+b - (c+a): ring
end

-- 52 demostracion

example
(hab : a = b)
:C+asc+b:=
begin
rw [ sub_nonneg,
simp,
exact hab,
end

-- 62 demostracion

example
(hab : a = b)
cc+as=sc+b:=
begin
rw | sub_nonneg,
simp [hab],
end

-- Comentario:
-- + La tactica (simp [h]) aplica reglas de simplificacidén, ampliadas con

- - h, a la conclusion.

-- 72 demostracion
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example

(hab : a = b)

s c+as=sc+b:=
begin

simp [hab],
end

-- 82 demostracion

example
(hab : a = b)
C+as=sc+b:=
by simp [hab]

-- 92 demostracion

example
(hab : a = b)
c+as=sc+b:=
add le add left hab c

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- + add le add left : a<b -V (c :R), c+as=sc+b

-- 102 demostracion

example

(hab : a = b)

s c+as=sc+b:=
by linarith

-- 112 demostracion

example

(hab : a = b)

s c+asc+b:=
by finish
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3.5.2. Monotonia de la suma por la derecha

m Enlaces al cédigo y a la (sesién en Lean Web)

-- Ejercicio. Demostrar que si a, b y c son numeros reles tales que
-- a=>b, entonces a + c = b + c.

import data.real.basic

variables {a b c :

-- 12 demostracion

example
(hab : a=b

)
ta+Cc=sb+c:

begin
rw | sub_nonneg,
have h : (b + ¢)
{ ring, },
{ rw h,
rw sub _nonneg,
exact hab, },
end

-- 22 demostracion

example
(hab : a =b

)
ta+cCc=sb+c:

begin
rw | sub_nonneg,
calc 0 b - a

1A

end

b+ c -

: by exact sub_nonneg.mpr hab
(a + c) : by exact (add sub add right eq sub b a c).symm,

-- Comentario: Se usa el lema
-- + add_sub_add right eq sub : a + ¢ - (b +c) =a - b

-- 32 demostracion
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example

(hab : a = b)

ta+c=sb+c:=
begin

rw [ sub_nonneg,

calc © =b - a : sub_nonneg.mpr hab

=b+c- (a+c): (add sub add right eq sub b a c).symm,

end

-- 42 demostracion

example
(hab : a = b)
ta+c=sb+c:=
begin
rw [ sub_nonneg,
calc O =b - a : sub_nonneg.mpr hab
.=b+c - (a+c) : by ring,
end

-- 52 demostracion

example
(hab : a = b)
ta+c=b+c:=
begin
rw | sub_nonneg,
simp,
exact hab,
end

-- 62 demostracion

example
(hab : a = b)
ca+c=sb+c:=
begin
rw [ sub_nonneg,
simp [hab],
end

-- 72 demostracion
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example
(hab : a = b)
ca+c=sb+c:=
begin
simp [hab],
end

-- 82 demostracion

example
(hab : a = b)
ta+c=b+c:=
by simp [hab]

-- 92 demostracion

example
(hab : a = b)
ca+c=sb+c:=
add le add right hab c

-- Comentario: Se ha usado el lema

-- + add le add right

-- 102 demostracion

example
(hab : a = b)
ca+c=sb+c:=
by linarith

-- 112 demostracion

example
(hab : a = b)
ca+c=sb+c:=
by finish

:asb-VY (c:

R),

a+cs>b+c
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3.5.3. La suma de no negativos es expansiva
m Enlaces al cédigo y a la (sesién en Lean Web)

-- Ejercicio 1.. Demostrar si a y b son numeros naturales y a es no
-- negativo, entonces b = a + b

import data.real.basic
variables {a b : R}

-- 12 demostracion

example
(ha : 0 = a)
:b=a+b:=
begin
calc b =0 + b : by rw zero_add
= a + b : by exact add le add right ha b,
end

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- + zero add : 0 + a = a

-- 22 demostracion

example
(ha : 0 = a)
cb=a+b:=
begin
calc b =0 + b (zero_add b).symm
<= a + b : add le add right ha b,
end

-- 32 demostracion

example
(ha : O
:b=a

begin
calc b = 0 + b : by ring

)

= a
+ b :=


./src/2_Conectivas/La_suma_de_no_negativos_es_expansiva.lean
https://leanprover-community.github.io/lean-web-editor/#url=https://raw.githubusercontent.com/jaalonso/DAO_con_Lean/master/src/2_Conectivas/La_suma_de_no_negativos_es_expansiva.lean
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. =a+b : by exact add le add right ha b,
end

-- 42 demostracion

example
(ha : 0 = a)
:b=a+b:=
by simp [hal

-- 52 demostracion

example
(ha : 0 = a)
cb=a+b:=
by linarith

-- 62 demostracion

example
(ha : ©
:b=a

by finish

)

< a
+ b :=

-- 72 demostracion

example
(ha : 0 = a)
:b=sa+b:=

le _add _of nonneg left ha

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- + le add of nonneg left : @ = b ->a<b + a

-- Ejercicio 2. Demostrar si a y b son numeros naturales y b es no
-- negativo, entonces a <= a + b

-- 12 demostracion
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example
(hb : 0 = b)
ca=<sa+b:=
begin
calc a = a + 0 : by rw add zero
<= a + b : by exact add le add left hb a,
end

-- Comentario: Se ha usado el lema
-- + add le add left : a<b -V (c :R), c+a=sc+b

-- 22 demostracion

example
(hb : 0 = b)
ca=a+b =
begin
calc a=a + 0 (add_zero a).symm
=a + b : add le add left hb a,
end

-- 32 demostracion

example
(hb : 0 = b)
ca=a+b =
begin
calc a=a + 0 : by ring
=a+ b : add le add left hb a,
end

-- 42 demostracion

example
(hb : 0 =
fa<a+
by simp [hb]

)

-- 52 demostracion
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example
(hb : 0 = b)
ta=sa+b:=
by linarith

-- 62 demostracion

example
(hb : ©
ta<a

by finish

)

b
b

=
o

-- 72 demostracion

example
(hb : 0 = b)
Ta=s=a+b:=

le add of nonneg right hb

-- Comentario: Se usa el lema
-- + le _add of nonneg right

:0=sb-as=sa+b
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Capitulo 4

Apéndices

4.1. Resumen de tacticas usadas

(apply h), cuando h es una implicacién, aplica la regla de eliminacién de la
implicacién; es decir, sihes (P - Q) y la conclusién coincide con Q, entonces
sustituye la conclusion por P.

assumption concluye la demostracion si la conclusién coincide con alguna
de las hipodtesis.

exact h concluye la demostracién si h es del tipo de la conclusion.

(cases h with hl h2), cuando la hipétesis h es una equivalencia aplica la
regla de eliminaciéon de la equivalencia; es decir, sih es (P « Q), entonces
elimina h y afade las hipétesis (h1 : P - Q) y (h2 : Q - P).

(cases h with hl h2), cuando la hipdtesis h es una conjuncién aplica la
regla de eliminacién de la conjuncién; es decir, si h es (P A Q), entonces
elimina h y afade las hipétesis (h1 : P)y (h2 : Q).

(cases h with hl h2), cuando la hipétesis h es una disyuncién aplica la
regla de eliminacién de la disyuncién; es decir, si h es (P v Q), entonces
elimina h y crea dos casos: uno anadiendo la hipétesis (h1 : P) y otro afa-
diendo la hipdtesis (h2 : Q).

intro h, cuando la conclusién es una implicacion, aplica la regla de intro-
duccién de la implicacién; es decir, si la conclusién es (P - Q) entonces
afade la hipétesis (h : P) y cambia la conclusién a Q.

finish demuestra la conclusion de forma automéatica.

linarith demuestra la conclusion mediante aritmética lineal.

53
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» ring demuestra la conclusién normalizando las expresiones con las regrilas
de los anillos.

m rintro (hl, h2), cuando la conclusién es una implicacién cuyo anteceden-
te es una conjuncion, aplica las regla de introduccién de la implicacion y
de eliminacién de la conjuncién; es decir, si la conclusiéon es (P A Q - R)
entonces afade las hipdtesis (h1 : P) y (h2 : Q) y cambia la conclusién a
R.

m rintro (hl | h2), cuando la conclusidon es una implicacién cuyo antece-
dente es una disyuncion, aplica las regla des introduccién de la implicacién
y de eliminacién de la disyuncién; es decir, si la conclusién es (P v Q - R)
entonces crea dos casos: en el primero afiade la hipétesis (h1l : P) y cam-
bia a conclusion a R; en el segundo afnade la hipétesis (h2 : Q) y cambia
la conclusidon a R.

m» rw h cuando h es una igualdad sustituye en la conclusion el término izquier-
do de h por el derecho.

= rw h, cuando h es una equivalencia como (P « Q), sustituye en la conclu-
sién P por Q.

m rw « h cuando h es una igualdad sustituye en la conclusién el término de-
recho de h por el izquierdo

» rw h at h’ cuando h es una igualdad sustituye en la hipétesis h’ el término
izquierdo de h por el derecho.

= rw h at h’ cuando h es una equivalencia como (P « Q) sustituye en la hi-
potesis h’ la formula P por Q.

m rw « h at h’ cuando h es una igualdad sustituye en la hipétesis h’ el tér-
mino derecho de h por el izquierdo

"= rw « h at h’ cuando h es una equivalencia como (P « Q) sustituye en la
hipétesis h’ la férmula Q por P.

m simp aplica reglas de simplificaciéon a la conclusion.
m simp [h] aplica reglas de simplificacién, ampliadas con h, a la conclusion.

= solve by elim intenta demostrar el objetivo aplicandole reglas de elimina-
cioén.



4.2. Resumen de teoremas usados 55

m split, cuando la conclusién es una conjuncién, aplica la regla de elimina-
cién de la conjuncién; es decir, si la conclusién es (P a Q), entonces crea
dos subojetivos: el primero en el que la conclusion es P y el segundo donde
es Q.

» tauto demuestra automaticamente las tautologias.

4.1.1. Demostraciones estructuradas

m (assume h : P), cuando la conclusién es de la forma (P - Q), anade la hi-
potesis P y cambia la conclusién a Q.

m (have h : e) genera dos subojetivos: el primero tiene como conclusién ey
el segundo tiene la conclusidn actual pero se le afade la hipétesis (h : e).

m show P, from h demuestra la conclusiéon con la prueba h.

4.1.2. Composiciones y descomposiciones

= Si hl es una demostracién de (P - Q) y h2 es una demostracién de P, en-
tonces (hl h2) es una demostracién de Q.

Si h es la conjuncion (P A Q), entoncesh.1esPyh.2es\q.

Si h es la equivalencia (P « Q), entoncesh.1les (P - Q) yh.2es (Q » P).

Si h es unaigualdad entonces h » h’ esla expresién obtenida sustituyendo
en h’ el término izquierdo de h por el derecho.

4.2. Resumen de teoremas usados

Los teoremas utilizados son los siguientes:

add assoc : (a + b) + c=a+ (b + )

add comm : a + b=b + a

add le add left : a=b->V (c :R), c+a=sc+b
add le add left : a<b-V (c: R), c+a=c+b
add le add right : a=b -V (c : R), a+c=b+c
add mul : (a +b) *c=a*c+b*c

add sub : a+ (b - ¢c) = (a+b) -c

add sub add left eq sub : c +a - (c+b) =a -b
add sub add right eq sub : a + c - (b+c) =a - b

+ + + + + + + + +
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+ add zero : a + 0 = a

+ and.intro : P->Q - P A Q

+ and.left : PA Q- P

+ eq.trans : a=b-b=c-a=c

+1id : P> P

+ le add of nonneg left : O =b->a=<=b + a
+ le add of nonneg right : 6 =b-a=<a+b
+ mul assoc : (a * b) *c=a * (b * c)

+ mul comm : a *b=Db * a

+ mul sub : a * (b -c)=a*b-a*c

+ or.elim : Pv Q- (P-R) - (Q-R) - R
+ or.rec : (P-R) - (Q-R)->PvQ-R

+ pow two : @2 = a * a

+ sub nonneg : O =a - beob=<a

+ sub self : a - a=20

+ sub sub : (a - b) - c=a - (b + )

+ two mul : 2 * a=a + a

+

zero add : 0 + a = a

4.3. Estilos de demostracion

Demostracion Demostracién Término de prueba
con tacticas estructurada en bruto

intro x, fix x, A X,
intro h, assume h, Ah,
have k := _, have k := _, have k := _,
let x := _, let x := _in let x := _in
exact (_: P) show P, from _ P

®m intro x equivalea A x,

m apply f equivaleaf

m refine el (e2 ) (e3 ) equivaleael (e2 ) (e3 )

m exact e equivale a e

= change e equivalea (_ : e)

» rw h equivale aeq.rec on h _

m induction e equivale a T.rec on foo = donde T es el tipo dee

m cases e equivaleaT.cases on e  donde Tes el tipodee
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split equivale a and.intro

have x : t= equivalea (A x, ) t

let x : t= equivalea let x : tin_=

revert x equivalea x
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