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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
LProgramacién dindmica

LIntroduccién a la programacién dinamica

Divide y venceras vs programacion dinamica

> Inconveniente de la técnica divide y venceras: la posibilidad de
crear idénticos supbroblemas y repeticién del trabajo.

> Idea de la programacién dinamica: resolver primero los
subproblemas menores, guardar los resultados y usar los
resultados de los subproblemas intermedios para resolver los
mayores.
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
LProgramacién dindmica

LIntroduccio’n a la programacién dinamica

Calculo de Fibonacci por divide y venceras

> Definicion de Fibonacci por divide y venceras.

fib 0 =0
fib 1 =1
fib n = fib (n-1) + fib (n-2)

» Calculo de (fib 4) por divide y venceras

fib 4
/ \
ER— o+
| I
fib 3 fib 2
/ \ / \
fib 2 fib 1 fib 1 fib 0
/ \
fib 1 fib 0

Calcula 2 veces (fib 2) y 3 veces (fib 1) y (fib 0).
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|—Plrogramacic’)n dindmica

Llntroduccién a la programacién dinamica

Calculo de Fibonacci por programacion dinamica

» Calculo de (fib 4) por programacién dindmica

fib 0O
| fib 1
I I
+-———-+=== fib 2
I I
+-—ec—t=== fib 3
I I
to————t=== fib 4
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Tema 24: Técnicas de diseio ascendente de algoritmos

1. Programacién dindmica

El patrén de la programacién dindmica
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LProgramacic’)n dindmica

LEI patrén de la programacién dindamica

El patron de la programacion dindmica

» Cabecera del médulo:

module Dinamica (module Tabla, dinamica) where

» Librerias auxiliares

-- Hay que elegir una implementacién de TAD Tabla
-- import TablaConFunciones as Tabla

import TablaConListasDeAsociacion as Tabla

-- import TablaConMatrices as Tabla

import Data.Array
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LProgramacic’)n dindmica

LEI patrén de la programacién dindamica

El patron de la programacion dindmica

> El patrén de la programacion dindmica

dinamica :: Ix i => (Tabla i v -> i -> v) -> (i,1)
-> Tabla i v
dinamica calcula cotas =t
where t = tabla [(i,calcula t i) | i <- range cotas]

» (calcula t i) es el valor del indice i calculado a partir de los
anteriores que ya se encuentran en la tabla t.

» cotas son las cotas de la matriz t en la que se almacenan los
valores calculados.
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LFibonacci como ejemplo de programacién dindmica

LDefini(:ién de Fibonacci mediante programacién dindmica

Definicién de Fibonacci mediante programacion dinamica

> Importacion del patrén de programacién dinamica

import Dinamica

> (fib n) es el n-ésimo término de la sucesién de Fibonacci,
calculado mediante programacién dindmica. Por ejemplo,

|fib 8 ~ 21

fib :: Int -> Int
fib n = valor t n
where t = dinamica calculaFib (cotasFib n)
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LFibcnacci como ejemplo de programacién dindmica

LDefinicio’n de Fibonacci mediante programacién dindmica

Definicién de Fibonacci mediante programacion dinamica

» (calculaFib t i) es el valor de i-ésimo término de la sucesidon
de Fibonacci calculado mediante la tabla t que contiene los
anteriores. Por ejemplo,

calculaFib (tabla []) O ~ 0
calculaFib (tabla [(0,0),(1,1),(2,1),(3,2)] 4 ~ 3
Adem3s,

ghci> dinamica calculaFib (0,6)
Tbl [(0,0),(1,1),(2,1),(3,2),(4,3),(5,5),(6,8)]

12 / 66



IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
LFibcnacci como ejemplo de programacién dindmica

LDefinicio’n de Fibonacci mediante programacién dindmica

Definicién de Fibonacci mediante programacion dinamica

» (calculaFib t i) es el valor de i-ésimo término de la sucesidon
de Fibonacci calculado mediante la tabla t que contiene los
anteriores. Por ejemplo,

calculaFib (tabla []) O ~ 0
calculaFib (tabla [(0,0),(1,1),(2,1),(3,2)] 4 ~ 3
Adem3s,

ghci> dinamica calculaFib (0,6)
Tbl [(0,0),(1,1),(2,1),(3,2),(4,3),(5,5),(6,8)]

calculaFib :: Tabla Int Int -> Int -> Int
calculaFib t i

| 1 <=1 =1

| otherwise = valor t (i-1) + valor t (i-2)
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
LFibonacci como ejemplo de programacién dindmica

LDefinicién de Fibonacci mediante programacién dindmica

Definicién de Fibonacci mediante programacion dinamica
» (cotasFib n) son las cotas del vector que se necesita para

calcular el n-ésimo término de la sucesion de Fibonacci mediante
programacién dinadmica.
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LFibonacci como ejemplo de programacién dindmica
LDefinicién de Fibonacci mediante programacién dindmica
;

Definicién de Fibonacci mediante programacion dinamica

» (cotasFib n) son las cotas del vector que se necesita para
calcular el n-ésimo término de la sucesion de Fibonacci mediante

programacién dinadmica.

cotasFib :: Int -> (Int,Int)
cotasFib n = (0,n)
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LFibonacci como ejemplo de programacién dindmica

LDefini(:ién de Fibonacci mediante programacién dindmica

Definicién de Fibonacci mediante divide y venceras

» (fibR n) es el n—ésimo término de la sucesién de Fibonacci
calculado mediante divide y venceras.

fibR :: Int -> Int

fibR 0 = O
fibR 1 =1
fibR n = fibR (n-1) + fibR (n-2)

» Comparacién:

ghci> £ib 30

832040

(0.01 secs, O bytes)

ghci> fibR 30

832040

(6.46 secs, 222602404 bytes)
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
LFibonacci como ejemplo de programacién dindmica

LDefini(:ién de Fibonacci mediante programacién dindmica

Definicién de Fibonacci mediante evaluacién perezosa

» fibs es la lista de los términos de la sucesién de Fibonacci. Por
ejemplo,
take 10 fibs ~ [0,1,1,2,3,5,8,13,21,34]

fibs :: [Int]
fibs = 0:1:[x+y | (x,y) <- zip fibs (tail fibs)]

> (fib’ n) es el n-ésimo término de la sucesién de Fibonacci,
calculado a partir de fibs. Por ejemplo,

|fib’ 8 ~ 21

fib’? :: Int -> Int
fib’> n = fibs!!n
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
LFibonacci como ejemplo de programacién dindmica

LDefini(:ién de Fibonacci mediante programacién dindmica

Definicién de Fibonacci mediante evaluacién perezosa

» Comparaciones:

ghci> fib 30

832040

(0.02 secs, 524808 bytes)
ghci> fib’ 30

832040

(0.01 secs, 542384 bytes)
ghci> £ibR 30

832040

(6.46 secs, 222602404 bytes)

16 / 66



IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
L Producto de cadenas de matrices (PCM)
|—Descripcién del problema PCM

Tema 24: Técnicas de diseio ascendente de algoritmos

3. Producto de cadenas de matrices (PCM)
Descripcién del problema PCM

17 / 66



IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos

L Producto de cadenas de matrices (PCM)
LDescripcién del problema PCM

Descripcion del problema

>

Para multiplicar una matriz de orden m* p y otra de orden p *x n
se necesitan mnp multiplicaciones de elementos.
El problema del producto de una cadena de matrices (en inglés,
“matrix chain multiplication”) consiste en dada una sucesién de
matrices encontrar la manera de multiplicarlas usando el menor
nimero de productos de elementos.

Ejemplo: Dada la sucesién de matrices

A(30x1), B(1x40), C(40x10), D(10x25)

las productos necesarios en las posibles asociaciones son

((AB)C)D
A(B(CD))
(AB)(CD)
A((BC)D)
(A(BC))D

30x1x40
40x10x25
30x1x40
1x40x10
1x40x10

_l’_

+
+
+
+

30x40x10
1x40x25
40x10x25
1x10x25
30x1x10

+

+
+
_|._
+

30x10x25
30x1x25
30x40x25
30x1x25
30x10x25

20700
11750
41200
1400
8200
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)
LDescripcién del problema PCM

El algoritmo del PCM

» El PCM correspondiente a la sucesion d, ..., d, consiste en
encontrar la manera de multiplicar una sucesiéon de matrices
A1,..., A, (tal que el orden de A; es dj_1 x d;) usando el menor
nimero de productos de elementos.

» Sea ¢;j el minimo ndmero de multiplicaciones necesarias para

multiplicar la cadena A;,...,A; (1 <i<j<n).
> Relacién de recurrencia de ¢; ;:
¢Gi =0

Gij = minimo{c,-,k + Cky1 + d,'_ldkdj‘i <k <J}
> La solucién del problema es ¢ .
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)
LDescripcién del problema PCM

El algoritmo del PCM

C 1.2 23 / \’ 34

41200 | 400 | 1000

Cy =minimumi(c, +c, , +dod,d,)]
Cia 24

I
c, 'a-minlmutn[(c 11%%3 +dyd,d;),

(6, 54C 5 5+dg0ydy)]
d, =30
’ d1 =1
4.d,) d, =40
¢, g=minimium((c, | +c, , +d,d,d,), d =10
(€ 4.3+ 4 +0o,9,). % =10
(¢,3%¢4 4 +dg939y)] 4
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|—Solucién del PCM mediante programacién dinamica

Tema 24: Técnicas de diseio ascendente de algoritmos

3. Producto de cadenas de matrices (PCM)

Solucién del PCM mediante programacién dindmica
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)

LSolucién del PCM mediante programacién dinamica

Solucién del PCM mediante programacion dinamica

» Importacién de librerias auxiliares:

import Dinamica

» Cadena representa el producto de una cadena de matrices. Por
ejemplo,
P (A1) (P (A2) (A3)) ~ (ALx(A2%A3))
PP (A1) (A2)) (A3) ~ ((A1%A2)%*A3)

data Cadena = A Int
| P Cadena Cadena

instance Show Cadena where
show (A x) = "A" ++ show x
show (P pl p2)

concat ["(",show p1,"*",show p2,")"]
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)

LSolucién del PCM mediante programacién dinamica

Solucién del PCM mediante programacion dinamica

> Los indices de la matriz de calculo son de la forma (i,j) y sus
valores (v,k) donde v es el minimo niimero de multiplicaciones
necesarias para multiplicar la cadena A;,..., A; y k es la posicién
donde dividir la cadena de forma éptima.

(Int,Int)
(Int,Int)

type IndicePCM
type ValorPCM
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)
LSolucién del PCM mediante programacién dinamica
;

Solucién del PCM mediante programacion dinamica

> (pcm ds) es el par formado por el minimo niimero de
multiplicaciones elementales para multiplicar una sucesién de
matrices Ai, ..., A (tal que el orden de A; es di_1 X d; y
ds = [do, ..., dp]). Por ejemplo,
|pem [30,1,40,10,25] ~» (1400, (A1*((A2%A3)*A4)))
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)

LSolucién del PCM mediante programacién dinamica

Solucién del PCM mediante programacion dinamica

> (pcm ds) es el par formado por el minimo nimero de
multiplicaciones elementales para multiplicar una sucesién de
matrices A, ..., An (tal que el orden de A; es di_1 x d; y
ds = [do, ..., dp]). Por ejemplo,
|pem [30,1,40,10,25]  ~~ (1400, (A1x((A2%A3)*A4)))

pcm :: [Int] -> (Int, Cadena)
pcm ds = (v, cadena t 1 n)

where n = length ds - 1
t = dinamica (calculaPCM ds) (cotasPCM n)
(v,_) = valor t (1,n)
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)

LSolucién del PCM mediante programacién dinamica

Solucién del PCM mediante programacioén dinamica
» (calculaPCM ds t (i,j)) es el valor del indice (i,j)

calculado a partir de la lista ds de dimensiones de las matrices y
la tabla t de valores previamente calculados.
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)

LSolucién del PCM mediante programacién dindmica

Solucién del PCM mediante programacion dinamica

» (calculaPCM ds t (i,j)) es el valor del indice (i,j)
calculado a partir de la lista ds de dimensiones de las matrices y
la tabla t de valores previamente calculados.

calculaPCM :: [Int] -> Tabla IndicePCM ValorPCM
-> IndicePCM -> ValorPCM
calculaPCM ds t (i,j)
| 1 == j = (0,1)
| otherwise
minimum [(fst(valor t (i,k))
+ fst(valor t (k+1,3))
+ ds!!(i-1) * ds!tk x ds!!j, k)
| & <- [i..j-11]
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LSolucién del PCM mediante programacién dinamica

Solucién del PCM mediante programacion dinamica

» (cotasPCM n) son las cotas de los indices para el producto de
una cadena de n matrices.
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)
LSolucién del PCM mediante programacién dinamica
;

Solucién del PCM mediante programacion dinamica

> (cotasPCM n) son las cotas de los indices para el producto de
una cadena de n matrices.

cotasPCM :: Int -> (IndicePCM,IndicePCM)
cotasPCM n = ((1,1),(n,n))

> (cadena t i j) es la cadena que resultar de agrupar las
matrices A;, ..., A; segln los valores de la tabla t.
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LSolucién del PCM mediante programacién dinamica

Solucién del PCM mediante programacion dinamica

> (cotasPCM n) son las cotas de los indices para el producto de
una cadena de n matrices.

cotasPCM :: Int -> (IndicePCM,IndicePCM)
cotasPCM n = ((1,1),(n,n))

> (cadena t i j) es la cadena que resultar de agrupar las
matrices A;, ..., A; segln los valores de la tabla t.

cadena :: Tabla IndicePCM ValorPCM -> Int -> Int -> Cadena
cadena t 1 j

| i ==3j-1 =P (Ai) (A3

| k == 1 =P (A i) (cadena t (i+l) j)

| k == j-1 =P (cadena t i (j-1)) (4 j)

| otherwise = P (cadena t i (k-1)) (cadena t k j)
where (_,k) = valor t (i,j) 26 / 66
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)

LSolucién del PCM mediante programacién dindmica

Solucién del PCM mediante programacion dinamica

> (pcm’ ds) es la lista de los indices y valores usados en el calculo del
minimo nGmero de multiplicaciones necesarias para multiplicar una
sucesién de matrices A, ..., A, (tal que el orden de A; es di_1 X d; y
ds = [do, ..., ds]). Por ejemplo,
ghci> pem’ [30,1,40,10,25]
[((1,1),(0,1)),((1,2),(1200,1)),((1,3),(700,1)),((1,4),(1400,1))
((2,2),(0,2)),((2,3),(400,2)),((2,4),(650,3)),
((3,3),(0,3)),((3,4),(10000,3)),
((4,4),(0,4))]
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)

LSolucién del PCM mediante programacién dindmica

Solucién del PCM mediante programacion dinamica

> (pcm’ ds) es la lista de los indices y valores usados en el calculo del
minimo nGmero de multiplicaciones necesarias para multiplicar una
sucesién de matrices A, ..., A, (tal que el orden de A; es di_1 X d; y
ds = [do, ..., ds]). Por ejemplo,
ghci> pem’ [30,1,40,10,25]
[((1,1),(0,1)),((1,2),(1200,1)),((1,3),(700,1)),((1,4),(1400,1))
((2,2),(0,2)),((2,3),(400,2)),((2,4),(650,3)),
((3,3,(0,3)),((3,4),(10000,3)),
((4,4),(0,4))]

pem’ :: [Int] -> [((Int, Int), ValorPCM)]
pem’ ds = [((i,j),valor t (i,j)) | i <- [1..n], j <- [i..n]]
where n = length ds - 1
t = dinamica (calculaPCM ds) (cotasPCM n)
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LSolucién del PCM mediante divide y venceras

Solucién del PCM mediante divide y venceras

> (pcmDyV ds) es la solucién del PCM correspondiente a ds
mediante divide y venceras. Por ejemplo,

|pcmDyV [30,1,40,10,25] ~» (1040, (A1*((A2%A3)*A4)))
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Solucién del PCM mediante divide y venceras

> (pcmDyV ds) es la solucién del PCM correspondiente a ds

mediante divide y venceras. Por ejemplo,
|pcmDyV [30,1,40,10,25] ~~ (1040, (A1*((A2*A3)*A4)))

pcmDyV :: [Int] -> (Int, Cadena)
pcmDyV ds = cadenaDyV ds 1 n
where n = length ds - 1
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)

LSolucién del PCM mediante divide y vencerds

Solucién del PCM mediante divide y venceras

» cadenaDyV ds i j) es la solucién del PCM correspondiente a
[di, ..., dj]. Por ejemplo,
cadenaDyV [30,1,40,10,25] 1 4 ~- (1040, (A1x((A2*%A3)*A4)))
cadenaDyV [30,1,40,10,25] 2 4 ~» (650, ((A2%A3)*A4))
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)

LSolucién del PCM mediante divide y venceras

Solucién del PCM mediante divide y venceras

» cadenaDyV ds i j) es la solucién del PCM correspondiente a
[di, ..., dj]. Por ejemplo,
cadenaDyV [30,1,40,10,25] 1 4 ~- (1040, (A1x((A2*%A3)*A4)))
cadenaDyV [30,1,40,10,25] 2 4 ~» (650, ((A2%A3)*A4))

cadenaDyV :: [Int] -> Int -> Int -> (Int, Cadena)
cadenaDyV ds i j

li==3 = (0, A i)
| i ==3-1 = (ds!!(i-1)*ds!!ixds!!j, P (A i) (4 j))
| k ==1 = (v, P (A i) (subcadena (i+1) j))

| k == j-1 = (v, P (subcadena i (j-1)) (4 j))
| otherwise = (v, P (subcadena i (k-1)) (subcadena k j))
where (v,k) = minimum [((valor i k)
+ (valor (k+1) j)
+ ds!!(i-1) * ds!!k * ds!!j, k)
I 'k <- [i..3-1]1]
valor p q fst (cadenaDyV ds p q)
subcadena p q = snd (cadenaDyV ds p q)
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L Producto de cadenas de matrices (PCM)

LSolucién del PCM mediante divide y venceras

Comparacion de las métodos de solucionar el PCM
ghci> :set +s

ghci> fst (pem [1..20])
2658

(0.04 secs, 4144552 bytes)

ghci> fst (pemDyV [1..20])
2658

(1582.60 secs, 340414297896 bytes)
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Descripcién del problema de ABBO
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L Arboles binarios de bisqueda optimales (ABBO)
LDescripcic’m del problema de ABBO

Descripcién del problema de ABBO

» Para cada clave ¢;, sea p; la probabilidad de acceso a ¢;.

» Un éarbol binario de bisqueda es optimal (ABBO) si la media del
nimero de comparaciones para todas las claves

a( T) = Zd,'p,'

donde d; es la distancia de la clave ¢; a la raiz (es decir, el

niimero de comparaciones necesarias para llegar a ¢;), es minima.
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L Arboles binarios de bisqueda optimales (ABBO)
LDescripcic’)n del problema de ABBO

El algoritmo del ABBO

» Sea ¢;j el minimo valor a(T) cuando el arbol T contiene las
claves ¢, ..., ;.

» Relacién de recurrencia para calcular ¢;;:

>
>
>

Si i>j, Cij— 0.
Si II_/, Ci,j = Pi-

Sii<]
I=k—1 I=j
cij = mini<k<j((Cik—1+ Z pi) + (Chy1j + Z pi) + px)
=i I=k+1

El tercer caso puede simplificarse
I=j
Cij = minj<<j(Cik—1+ Ch1;) + Z p(/)

I=i
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L Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

Tema 24: Técnicas de diseio ascendente de algoritmos

4. Arboles binarios de blsqueda optimales (ABBO)

Solucién del ABBO mediante programacién dindmica
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
L Arboles binarios de bisqueda optimales (ABBO)

LSolucién del ABBO mediante programacién dinamica

Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

» En la matriz de calculo del ABBO el valor (v,k) correspondiente
al indice (i, j) indica que v es el minimo valor a(T) cuando el
arbol T contiene las claves ¢;, ..., ¢; y que la divisién éptima se
obtiene dividiendo las claves en dos mediante c.

(Int,Int)
(Float,Int)

type Indice
type Valor

> (ABB a) es el tipo de los arboles binarios de bisqueda sobre a.

data ABB a = Vacio
| Nodo a (ABB a) (ABB a)
deriving Show
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L Arboles binarios de bisqueda optimales (ABBO)

LSolucio’n del ABBO mediante programacién dinamica

Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

> (abbo cs ps) es el par formado por un ABBO correspondiente
a la lista de claves cs cuyas correspondientes probabilidades de
acceso son los elementos de la lista ps y por su valor. Por
ejemplo,
ghci> abbo ejProblema
(Nodo 4 (Nodo 1 Vacio
(Nodo 3 Vacio Vacio))
(Nodo 10
(Nodo 8 Vacio Vacio)
(Nodo 15
(Nodo 11 Vacio Vacio)
Vacio)),
2.15)
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L Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

» Definicién de abbo:
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LSolucién del ABBO mediante programacién dinamica

Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

» Definicién de abbo:

abbo :: Problema -> (ABB Int,Float)
abbo pb = (solucion ¢ t (1,n) , fst (valor t (1,n)))

where (cs,ps) = pb
= length ps
c = listArray (1,n) cs
p = listArray (1,n) ps
t = dinamica (calcula p) (cotas n)
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LSolucién del ABBO mediante programacién dinamica

Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

» (calcula p t (i,j)) es el valor del indice (i, j) donde p es
el vector de probabilidades y t es la tabla calculada hasta el
momento.
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L Arboles binarios de bisqueda optimales (ABBO)

LSolucién del ABBO mediante programacién dinamica

Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

» (calcula p t (i,j)) es el valor del indice (i, j) donde p es
el vector de probabilidades y t es la tabla calculada hasta el
momento

calcula :: Array Int Float -> Tabla Indice Valor
-> Indice -> Valor
calcula p t (i,j)

[ 1> = (0.0,0)
| 1 == = (p!'i,1)
| otherwise = sumal (minimum [(fst(valor t (i,k-1))

+ fst(valor t (k+1,j)),
| k <- [1..31])
(sumaSegmento i j p)
where sumal (x,y) z = (x+z,y)
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L Arboles binarios de bisqueda optimales (ABBO)

LSolucién del ABBO mediante programacién dinamica

Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

> (sumaSegmento i j p) es la suma de los valores de los elementos del
vector p desde la posicién i a la j. Por ejemplo,
> sumaSegmento 2 4 (array (1,5)
[(i,fromIntegral i/2) | i <- [1..5]])
4.5
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L Arboles binarios de bisqueda optimales (ABBO)

LSolucién del ABBO mediante programacién dinamica

Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

> (sumaSegmento i j p) es la suma de los valores de los elementos del
vector p desde la posicién i a la j. Por ejemplo,

> sumaSegmento 2 4 (array (1,5)
[(i,fromIntegral i/2) | i <- [1..5]])

4.5

sumaSegmento :: Int -> Int -> Array Int Float -> Float
sumaSegmento i j p = sum [p!l | 1 <- [i..j]]

» (cotas n) son las cotas de la matriz revesaria para resolver el problema
del arbol de bisqueda minimal 6ptimo con n claves.
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L Arboles binarios de bisqueda optimales (ABBO)

LSolucién del ABBO mediante programacién dinamica

Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

> (sumaSegmento i j p) es la suma de los valores de los elementos del
vector p desde la posicién i a la j. Por ejemplo,
> sumaSegmento 2 4 (array (1,5)
[(i,fromIntegral i/2) | i <- [1..5]])
4.5

sumaSegmento :: Int -> Int -> Array Int Float -> Float
sumaSegmento i j p = sum [p!l | 1 <- [i..j]]

» (cotas n) son las cotas de la matriz revesaria para resolver el problema
del arbol de bisqueda minimal 6ptimo con n claves.

cotas :: Int -> ((Int,Int),(Int,Int))
cotas n = ((1,0),(n+1,n))

40 / 66
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L Arboles binarios de bisqueda optimales (ABBO)

LSolucién del ABBO mediante programacién dinamica

Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

» (solucion cs c (i,j)) es el ABBO correspondiente a las
claves c(i),...,c(j) a partir de la tabla de célculo t.
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos

LArboIes binarios de biisqueda optimales (ABBO)

LSolucién del ABBO mediante programacién dinamica

Solucién del ABBO mediante programacién dindmica

» (solucion cs ¢ (i,j))

es el ABBO correspondiente a las

claves c(i),...,c(j) a partir de la tabla de célculo t.

solucion :: Array Int
-> Indice

solucion cs t (i,])
[ i> 3 =
| i==3 =
| otherwise =

where (_,k) =
C =

Int -> Tabla Indice Valor
-> ABB Int

Vacio

Nodo c¢ Vacio Vacio

Nodo ¢ (solucion cs t (i,k-1))
(solucion cs t (k+1,3))

valor t (i,j)

cs t k
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L Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)

[ Descripcién del problema

Tema 24: Técnicas de diseio ascendente de algoritmos

5. Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)
Descripcién del problema
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
LCaminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)

LDescripdén del problema

Descripcion del problema

» Calculo de los caminos de coste minimo entre todos los pares de

nodos de un grafo no dirigido.

» Notacion:
> ¢ es el minimo coste del camino del vértice i al j.
0, sii=j
> pij= peso del arco entre iy j, sii## jyhayarcodeiaj
en otro caso

Oo7
> Gk €s el minimo coste del camino del vértice i al j, usando los

vértices 1,..., k.
» Relacién de recurrencia para calcular ¢; :

> Cijo = Pij
> Cijk = mln{C;,j,kq), Ciokok—1+ Chjk—1}

» El algoritmo se conoce como el algoritmo de Floyd.
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L Solucién del problema de los caminos minimos (CM)

Tema 24: Técnicas de diseio ascendente de algoritmos

5. Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)

Solucién del problema de los caminos minimos (CM)
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
L Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)

L Solucion del problema de los caminos minimos (CM)

Solucién del CM mediante programacion dinamica

» Importacion de librerias auxiliares:

import Dinamica

-- Nota: Elegir una implementacidén de los grafos.
import GrafoConVectorDeAdyacencia
-- import GrafoConMatrizDeAdyacencia

45 / 66



IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
L Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)

L Solucion del problema de los caminos minimos (CM)

Solucién del CM mediante programacion dinamica

» Ejemplos de grafos para el problema:

ejlGrafo :: Grafo Int Int
ejlGrafo = creaGrafo True (1,6)
Cd,j, (vt (i-1 (-1
| 1 <- [1..6], j <- [1..6]]

v::[[Int]]

v=1[[ o0, 4, 1, 6,100,100],
[ 4, 0, 1,100, 5,100],
[ 1, 1, 0,100, 8, 2],
[ 6,100,100, 0,100, 2],
[100, 5, 8,100, 0, 5],
[100,100, 2, 2, 5, 0]]
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
L Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)

L Solucion del problema de los caminos minimos (CM)

Solucién del CM mediante programacion dinamica

» Ejemplos de grafos para el problema:

ej2Grafo :: Grafo Int Int
ej2Grafo = creaGrafo True (1,6)
[(1,], (w2t (@-1)1(G-1))
| i <- [1..6], j <- [1..6]]

v?::[[Int]]

v’ =[[ 0, 4,100,100,100, 2],
[ 1, 0, 3, 4,100,100],
[ 6, 3, 0, 7,100,100],
[ 6,100,100, 0, 2,100],
[100,100,100, 5, 0,100],
[100,100,100, 2, 3, 0]]
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
L Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)

L Solucion del problema de los caminos minimos (CM)

Solucién del CM mediante programacion dinamica

» En la matriz del calculo del camino minimo, los indices son de la
forma (i, j,k) y los valores de la forma (v,xs) representando
que el camino minimo desde el vértice i al j usando los vértices
1, ..., k tiene un coste v y estd fomado por los vértices xs.

(Int,Int,Int)
(Int, [Int])

type IndiceCM
type ValorCM
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
L Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)

L Solucion del problema de los caminos minimos (CM)

Solucién del CM mediante programacion dinamica

> (caminosMinimos g) es la lista de los caminos minimos entre todos los
nodos del grafo g junto con sus costes. Por ejemplo,

ghci> caminosMinimos ejlGrafo

[((1,2),(2,01,3,21)), ((1,3),(1,[1,31)), ((1,4),(5,[1,3,6,4]))
(1,5),(7,I01,8,2,51)),((1,6),(3,[1,3,61)),((2,3),(1,[2,3])),
((2,4),(5,[2,3,6,41)),((2,5),(5,[2,581)), ((2,6),(3,[2,3,61)),
((3,4),(4,[3,6,41)), ((8,5),(6,[3,2,51)),((3,6),(2,[3,6])),
((4,5),(7,[4,6,51)), ((4,6),(2,[4,61)), ((5,6),(5,[5,6]1))]
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
LCaminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)

L Solucion del problema de los caminos minimos (CM)

Solucién del CM mediante programacion dinamica

> (caminosMinimos g) es la lista de los caminos minimos entre todos los
nodos del grafo g junto con sus costes. Por ejemplo,

ghci> caminosMinimos ejlGrafo

[((1,2),(2,01,3,21)), ((1,3),(1,[1,31)), ((1,4),(5,[1,3,6,4]))
(1,5),(7,I01,8,2,51)),((1,6),(3,[1,3,61)),((2,3),(1,[2,3])),
((2,4,(,I[2,3,6,41)),((2,5),(5,[2,51)), ((2,6),(3,[2,3,61)),
((3,4),(4,[3,6,41)), ((8,5),(6,[3,2,51)),((3,6),(2,[3,6])),
((4,5),(7,[4,6,51)), ((4,6),(2,[4,61)), ((5,6),(5,[5,6]1))]

caminosMinimos :: (Grafo Int Int) -> [((Int,Int), ValorCM)]
caminosMinimos g =
[((1,7), valor t (i,j,n)) | i <- [1..n], j <- [i+1..n]]
where n = length (nodos g)
t = dinamica (calculaCM g) (cotasCM n)
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
L Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)

L Solucion del problema de los caminos minimos (CM)

Solucién del CM mediante programacion dinamica
» (calculaCM g t (i,j,k)) es el valor del camino minimo desde

el vértice i al j usando los vértices 1, ..., k del grafo gy la
tabla t de los valores anteriores al indice (i, j,k).

50 / 66



IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
LCaminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)

LSolucién del problema de los caminos minimos (CM)

Solucién del CM mediante programacion dinamica

» (calculaCM g t (i,j,k)) es el valor del camino minimo desde
el vértice i al j usando los vértices 1, ..., k del grafo gy la
tabla t de los valores anteriores al indice (i, j,k).

calculaCM :: (Grafo Int Int) -> Tabla IndiceCM ValorCM
-> IndiceCM -> ValorCM
calculaCM g t (i,j,k)

| k==0 = (peso 1 j g, if i==j then [i] else [i,jI)
| vi<=v2 = (vi,p)
| otherwise = (v2,pl++p2)
where (vl,p) = valor t (i,j,k-1)
(a,pl) = valor t (i,k,k-1)
(b,_:p2) = valor t (k,j,k-1)
v2 = atb
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L Solucion del problema de los caminos minimos (CM)

Solucién del CM mediante programacion dinamica

> (cotasCM n) son las cotas de la matriz para resolver el problema
de los caminos minimos en un grafo con n nodos.
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
L Caminos minimos entre todos los pares de nodos de un grafo(CM)

L Solucion del problema de los caminos minimos (CM)
:

Solucién del CM mediante programacion dinamica

> (cotasCM n) son las cotas de la matriz para resolver el problema
de los caminos minimos en un grafo con n nodos.

cotasCM :: Int -> ((Int,Int,Int),(Int,Int,Int))
cotasCM n = ((1,1,0),(n,n,n))
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6. Problema del viajante (PV)
Descripcién del problema
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
L Problema del viajante (PV)

LDescripcién del problema

Descripcion del problema

>

Dado un grafo no dirigido con pesos encontrar una camino en el
grafo que visite todos los nodos exactamente una vez y cuyo
coste sea minimo.

Notacién:
» Los vértices del grafo son 1,2,... n.
0, sii=j
» pjj =14 pesodelarcoentreiyj, sii#jyhayarcodeiaj
00 en otro caso

)

> El vértice inicial y final es el n.
» ¢; s es el camino mas corto que comienza en /, termina en ny pasa
exactamente una vez por cada uno de los vértices del conjunto S.
Relacién de recurrencia de ¢; s:
> Cig = Pin Sii#n.
> Cis=min{pij+cs_(y:jESHsii#En i¢gS.
La solucién es ¢, (1. n—1}-
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6. Problema del viajante (PV)
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
LProblema del viajante (PV)
LSolucién del problema del viajante (PV)

Solucién del PV mediante programacién dinamica

> Importacién de librerias auxiliares

import Dinamica

-- Nota: Elegir una implementacidén de los grafos.
import GrafoConVectorDeAdyacencia
-- import GrafoConMatrizDeAdyacencia

» Nota: Para el PV se usara la representacién de los de conjuntos

de enteros como nimeros enteros que se describe a continuacién.

» Los conjuntos se representan por nimeros enteros.

type Conj = Int
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L Problema del viajante (PV)
L Solucion del problema del viajante (PV)

Solucién del PV mediante programacién dinamica

» (conj2Lista c) es la lista de los elementos del conjunto c. Por

ejemplo,

conj2Lista 24 ~~» [3,4]
conj2Lista 30 ~» [1,2,3,4]
conj2Lista 22 ~» [1,2,4]
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L Problema del viajante (PV)
L Solucion del problema del viajante (PV)

Solucién del PV mediante programacién dinamica

» (conj2Lista c) es la lista de los elementos del conjunto c. Por
ejemplo,
conj2Lista 24 ~~» [3,4]
conj2Lista 30 ~» [1,2,3,4]
conj2Lista 22 ~» [1,2,4]

conj2Lista :: Conj -> [Int]
conj2Lista s = ¢21 s O

where
c21 0 _ = []
c2lni | odd n =1 : ¢21 (n “‘div‘ 2) (i+1)

c2l (n ‘div‘¢ 2) (i+l)

| otherwise
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LProblema del viajante (PV)
L Solucion del problema del viajante (PV)

Solucién del PV mediante programacién dinamica

» maxConj es el maximo nimero que puede pertenecer al conjunto.
Depende de la implementacién de Haskell.
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L Solucion del problema del viajante (PV)

Solucién del PV mediante programacién dinamica

» maxConj es el maximo nimero que puede pertenecer al conjunto.
Depende de la implementacién de Haskell.

maxConj :: Int

maxConj =
truncate (logBase 2 (fromIntegral maxInt)) - 1
where maxInt = maxBound::Int

» vacio es el conjunto vacio.
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L Problema del viajante (PV)
L Solucion del problema del viajante (PV)

Solucién del PV mediante programacién dinamica

» maxConj es el maximo nimero que puede pertenecer al conjunto.
Depende de la implementacién de Haskell.

maxConj :: Int

maxConj =
truncate (logBase 2 (fromIntegral maxInt)) - 1
where maxInt = maxBound::Int

» vacio es el conjunto vacio.

vacio :: Conj
vacio = 0
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L Solucién del problema del viajante (PV)

Solucién del PV mediante programacién dinamica

» (esVacio c¢) se verifica si ¢ es el conjunto vacio.

58 / 66



IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
LProblema del viajante (PV)
L Solucion del problema del viajante (PV)

Solucién del PV mediante programacién dinamica

» (esVacio c¢) se verifica si ¢ es el conjunto vacio.

esVacio :: Conj -> Bool
esVacio n = n==0

> (conjCompleto n) es el conjunto de los nimeros desde 1 hasta
n.
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L Solucion del problema del viajante (PV)

Solucién del PV mediante programacién dinamica

» (esVacio c¢) se verifica si ¢ es el conjunto vacio.

esVacio :: Conj -> Bool
esVacio n = n==0

> (conjCompleto n) es el conjunto de los nimeros desde 1 hasta
n.

conjCompleto :: Int -> Conj
conjCompleto n
| (n>=0) &% (n<=maxConj) = 2~ (n+1)-2
| otherwise = error ("conjCompleto:'" ++ show n)
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Solucién del PV mediante programacién dinamica

> (inserta x c) es el conjunto obtenido afiadiendo el elemento x
al conjunto c.
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L Problema del viajante (PV)
L Solucion del problema del viajante (PV)

Solucién del PV mediante programacién dinamica

> (inserta x c) es el conjunto obtenido afiadiendo el elemento x
al conjunto c.

inserta :: Int -> Conj -> Conj
inserta i s
| i>=0 && i<=maxConj = d’*e+m

| otherwise = error ("inserta:" ++ show i)
where (d,m) = divMod s e

e =271

d’ = if odd d then d else d+1
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LProblema del viajante (PV)
L Solucion del problema del viajante (PV)

Solucién del PV mediante programacién dinamica

» (elimina x c) es el conjunto obtenido eliminando el elemento
x del conjunto c.
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L Solucion del problema del viajante (PV)
;

Solucién del PV mediante programacién dinamica

» (elimina x c) es el conjunto obtenido eliminando el elemento

x del conjunto c.

elimina :: Int -> Conj -> Conj
elimina i s = d’*e+m
where (d,m) = divMod s e
e =271
d’ = if odd d then d-1 else d
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IM Tema 24: Técnicas de disefio ascendente de algoritmos
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Solucién del PV mediante programacién dinamica

» Ejemplo de grafo para el problema:
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Solucién del PV mediante programacién dinamica

> La definicién del grafo anterior es

ejl :: Grafo Int Int
ejl = creaGrafo True (1,6)
[(1,],(vitt(@E-1)) 1 (-1))
| i <- [1..6], j <- [1..6]]
vi::[[Int]]
vi=[[ o0, 4, 1, 6,100,100],
[ 4, o0, 1,100, 5,100],
L ¢, 1, 0,100, 8, 2],
[ 6,100,100, 0,100, 21,
(too, 5, 8,100, 0, 5],
(100,100, 2, 2, 5, 0]]
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Solucién del PV mediante programacién dinamica

> Los indices de la matriz de célculo son de la forma (i,S) y sus
valores (v,xs) donde xs es el camino minimo desde i hasta n
visitando cada vértice de S exactamente una vez y v es el coste
de xs.

(Int,Conj)
(Int, [Int])

type IndicePV
type ValorPV
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Solucién del PV mediante programacién dinamica

» (viajante g) es el par (v,xs) donde xs es el camino de menor
coste que pasa exactamente una vez por todos los nodos del grafo
g empezando en su Ultimo nodo y v es su coste. Por ejemplo,
ghci> viajante ejl
(20,[6,4,1,3,2,5,6]1)
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Solucién del PV mediante programacién dinamica

» (viajante g) es el par (v,xs) donde xs es el camino de menor
coste que pasa exactamente una vez por todos los nodos del grafo
g empezando en su Ultimo nodo y v es su coste. Por ejemplo,
ghci> viajante ejl
(20,[6,4,1,3,2,5,6]1)

viajante :: Grafo Int Int -> (Int, [Int])
viajante g = valor t (n,conjCompleto (n-1))
where n = length (nodos g)
t = dinamica (calculaPV g n) (cotasPV n)
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Solucién del PV mediante programacién dinamica

» (calculaPV g n t (i,k)) es el valor del camino minimo en el grafo
g desde i hasta n, calculado usando la tabla t, visitando cada nodo
del conjunto k exactamente una vez.
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Solucién del PV mediante programacién dinamica

» (calculaPV g n t (i,k)) es el valor del camino minimo en el grafo
g desde i hasta n, calculado usando la tabla t, visitando cada nodo
del conjunto k exactamente una vez.

calculaPV :: Grafo Int Int -> Int -> Tabla IndicePV ValorPV
-> IndicePV -> ValorPV
calculaPV g n t (i,k)
| esVacio k = (peso i n g,[i,n])
| otherwise = minimum [sumaPrim (valor t (j, elimina j k))
(peso i j g
j <- conj2Lista k]

|
where sumaPrim (v,xs) v’ (v+v?,i:xs)
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» (cotasPV n) son las cotas de la matriz de célculo del problema
del viajante en un grafo con n nodos.
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;

Solucién del PV mediante programacién dinamica

» (cotasPV n) son las cotas de la matriz de célculo del problema
del viajante en un grafo con n nodos.

cotasPV :: Int -> ((Int,Conj),(Int,Conj))
cotasPV n = ((1,vacio),(n,conjCompleto n))
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