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Examen deL ogica informéatica (28 de Septiembre de 2004)

Ejercicio 1 (2 puntos)En un texto de Lewis Carroll, eid Jorge y el o Jaime discuten acerca de la bar-
beria del pueblo, atendida por tres barberos: Alberto, Benito y Carlos. Losidesateptan las siguientes
premisas:

1. Si Carlos no est en la barbera, entonces ocurra que si tampoco estAlberto, Benito tendr que
estar para atender el establecimiento.
2. Si Alberto no est, tampoco estar Benito.

El tio Jorge concluye de todo esto que Carlos no puede estar ausente, mientrasigueiehe afirma que
sblo puede concluirse que Carlos y Alberto no pueden estar ausentes a la vez. Decide etodeldhe los
tableros seranticos c@l de los dos tiene ram.

Solucion: En la representagn del problema usaremos los siguienfiest®los proposicionales
a representa que Alberto éstn la barbéa
b representa que Benito &stn la barbéa
¢ representa que Carlos asin la barbéa
Luego,
—a representa que Alberto éstusente
—b representa que Benito éstusente
—c representa que Carlos astusente
Con dicha notaéin, la representagn de la primera premisa es
-c — (ma —b)
y la de la segunda es
—a — —b
La representadin de la conclugin del {o Jorge es-—c. Por tanto, elib Jorge tiene ram si
{=¢— (ma —b),~a — —b} E ——c
0, equivalentemente, $i-c — (—a — b), ma — —b, =——c} es inconsistente. Puesto queagol

—C — (—\CL — b)7 —qQ — —|b7 ——/C

—C — <_‘CL — b%ﬁ@—) —|b’ —|C‘

’ —\—\(j’ -qQ — —|b’ —\(‘ ’ —qQ — [)7 -aqQ — —\b7 —C

Cerrada

‘ —|—|a7 —Qq — —|b’ —|C‘

‘a, —a — b, ﬁc‘

b7 —aQ — —\b7 —\C‘

b, 7—a, ﬂc‘ b, —b, —|c‘

|
a,=b,—c| [ba,~c|  Cerrada
| | |

Abierta Abierta

|
Abierta
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no es cerrado, el conjunfo-c — (-a — b),~a — —b, ~c} es consistente (por ejemplo, es posible que
Alberto esé en la barbéa y Carlos no e&f. Por tanto, elib Jorge no tiene ram.
La representadn de la conclugin del fo Jaime es(—c A —a). Por tanto, elib Jaime tiene ram si
{—¢ — (ma — b),—a — —b} = =(—c A —-a)
0, equivalentemente, $i-c — (—a — b), 7a — —b, 7= (—c A —a)} es inconsistente. Puesto quésdol

—C — (_‘CL — b)7 —qQ — —|b7 —|—|(—|C /\ —\a)

_|C—>(—|a/—>b)7—|a—>—|b7—|(j/\—\a‘

—C — (—\(1 — b)7 —aqQ — —|b7 —\C7 —qQ

—\—|(§7 —1aQ — ﬂb) ﬁ(j7 —|a‘ ’ﬁa — b7 —1aQ — ﬂb) —|C7 ﬁa‘

Cerrada

’_|_\(]/’ —1aQ — —|b7 —|C7 ﬁ(],‘ b’ —-qQ — —\b’ —\C’ _‘CL‘

Cerrada

b, b, —c, ~a ‘

Cerrada Cerrada

b, =—a, —c, —a ‘

es cerrado, el conjuntp-¢ — (—a — b), ~a — —b, == (—c A —a)} es inconsistente. Por tanto, & aime

tiene raodn.

Ejercicio 2 (2 puntos)Prueba que la6rmula(E — (FAG)) — (E — F)V (E — @) es una tautolot

(a) Mediante deducéin natural.

(b) Usando formas normales.

(c) Por tableros ser@nticos.

Solucion del apartado (a): Deduccén natural:

1:| E=(FAG) supuesto
2 E supuesto
3 FAG —e 12
4 F Ne 3

5:1 E—F —i 24
6:| (E>F)V(E>G) Vi 5

7: (E=(FAG))—=(E—=F)V(E—G) —i 1-6
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Solucion del apartado (b): Forma normal conjuntiva:

(F— (FANG)— (E—=F)V(E—G)
—(=EV(FAG)V(-EVF)V(-EVQG) [por (2)]
(-—EAN-(FNG)V(-EVFE)V(-EVG) [por (4)]
(EN(-FV-G)V(-EVF)V(-EVQG) [por (3) y (5)]
(EN(RFV-G)V(-EVEVG)
(EV(-EVFVG)AN(=FV-G)V(=EVFVG)) [por(7)]
(EV-EVFVG)A(—-FV-GV-EVFVGQG)

Puesto que en cada una de las dos conjunciones hay un par de literales complementamogldaé una

tautologa.
Solucion del apartado (c): Tablero serantico:

(B—= (FAG) = (E=F)V(E—=G)

E— (FAG),~((E— F)V(E - G))

E— (FAG),~(E— F),~(E — G)
E— (FAG),E,~F,~(E — G)

|
E— (FANG),E,~F, -G

|~E,E,~F,-G| |[F AG,E,~F,~G|

Cerrada |F.G,E,~F,~G|
|

Cerrada

Ejercicio 3 (2 puntos)Prueba la inconsistencia del conjunto derhulas:
U={-E—-FVG, F—-FVG G—F, F—E E—-F}
(a) Demostrando que no tiene modelos.

(b) Por resolucon

Solucion del apartado (a): Calculo de modelos d&

F F|G|-F—-FVG|EFE—-FVG|G—F|F—-FE|E—-F
11111 0
11110 0
11011 0

11010 0

01111 0

0110 0

01011 0

0010 0
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Puesto que cada una de las 8 interpretaciones falsifica algimalf del/, el conjuntol/ no tiene modelos.
Solucion del apartado (b): Las formas clausales de lawulas dd/ son

-F—-FVG
-—EV FVG [por(2)]
EVFVG [por (5)]

{{£ F.G}}
EFE—FVv{d
= -EVFVG |[por(2)]
= {{-E,F,G}}
G—F
= ~GVF [por (2)]
= {{=G, F}}
F—FE
= -FVE [por (2)]
= {{-~FE}}
E — -F
= ~EV-F [por (2)]
= {~E,~F}}
Una refutaddn delU por resoludbn es
1 {E,F,G}
2 {-E,F G}
3 {-G,F}
4 {-F E}
5 {-E,~F}
6 {-F} Resolvente de 4y 5
7 {—-G} Resolvente de 6y 3
8 {E,G} Resolvente de 1y 6
9 {FE} Resolvente de 8y 7
10 {F,G} Resolvente de 2y 10
11 {G} Resolvente de 10y 6
12 O Resolvente de 11y 7

Ejercicio 4 (2 puntos)Seal un lenguaje de primer orden con uhrgbolo de predicadd de aridad 2. Se
consideran lasGrmulas

(a) Probar que las®rmulas(Vz)(3y)P(z,y) y (3z)(Vy) P(z,y) no son equivalentes dando una estruc-
tura que sea modelo de la primera pero no de la segunda.

(b) En la estructuraM cuyo universo efM| = {a,b,c} y PM = {(a,a), (a,b), (a,c)}, (cliles de las
siguientes@rmulas se satisfacen y &@les no?

1. (Vo)(3y) P(z,y) — (B)(vy) P(z,y)
2. (F)(vy)P(z,y) — (Vo) (Fy) Pz, y)
3. =[(Va)(Fy) P(x, y) A (Fz)(Vy) P(z,y)]
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Solucion del apartado (a): Basta encontrar un modelo de Herbrand de

S = {(Vz)(3y)P(z,y), ~(3x)(Vy) P(z,y)}
Para ello calculamos una forma clausal del conjunto anterior

(Vz)(3y) P(z,y)
sat  (V2)P(z, f(x)) [f funcidon de Skolem]

{P(z, f(x)}}

—(32)(Yy) P(z,y)
(Vz)(Jy)~P(z,y)
sat  (Vx)=P(z,g(x)) [g¢funcibn de Skolem]
)

{=P(z,9(x)}}

Una forma clausal d8 es{{P(z, f(x)},{=P(z,g(z)}}.
El universo de Herbrand d& es UHS) = {a, f(a), f(f(a)),..., g(a),g(g(a)),...}. Un modelo de
Herbrand de5 esZ = {P(z, f(z)) : x € UH(S)}.

Solucion del apartado (b.1):
M((V2)(Fy) P(z,y) — (F2)(Vy) Pz, y)) = H (M(

M((Vz)(Fy)P(z,y)) =V <=  Mpu((Fy)P(z,y) =Vy
Mz ((By)P(z,y)) =Vy ()
Mzs((By) P(z,y)) =V
M[x/b]((fly)P(x, y)) =V — M[x/b,y/a}(P(xa y)) =Vo
Moy (P(z,y)) =V o 3)
Mizspyse(Plx,y)) =V
Miajoyfa)(P(2,y)) = PY(b,a) = F (4)
Miaspy(P(z,y)) = P (b,b) = F (5)
Muzspyq(P(2,y)) = PY(b,c) = F (6)
De (3), (4), (5) y (6) se tiene
Mz ((Fy)P(z,y)) = F @)
De (7) y (2) se tiene
M((Vz)(3y)P(z,y)) = F (8)

De (8) y (1) se tiene
M((Vz)(Fy) P(z, y) — (Fz)(Vy) Pz, y)) =V

Solucion del apartado (b.2):
M((Bz)(Vy) P(z,y) — (Vo) Fy) P2, y)) = H(M(Fx)(Vy) P(z,y)), M((Vz)(3y) P(x,y))) (9)
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M((Br)(Vy)P(z,y)) =V <= Mpua((Vy)P(z,y)) =V o
M ((Vy) Pz, y)) =V 0 (10)
Mg (V) Pz, y)) =V
Mpa(V)P(2,y)) =V <= Mpyjaya(P(@,y))=Vy
/) (P(2,y) =Vy (11)
w/ay/e(P(z,y)) =V
M[m/a,y/a](P(x,y)) = PM(av a) =V (12)
Mz/aym (P(2,y)) = PY(a,b) =V (13)
Mzfaya(P(z,y)) = PY(a,c) =V (14)
De (11), (12), (13) y (14) se tiene
Mpesa(Vy) P(z,y)) =V (15)
De (10) y (15) se tiene
M((3z)(Vy)P(z,y)) =V (16)
De (9), (16) y (8) se tiene
M((Bz)(Vy)P(z,y) — (Vz)(Fy) Pz, y)) = H.(V,F) =
Solucion del apartado (b.3):
M(=[(Va)(3y) Pz, y) A (z)(Vy) Pz, y)])
= H (M((Vz)(3y)P(z,y) A (Fz)(Vy)P(z,y)))
= H (H\(M((Vz)(3y)P(z,y)), M((32)(Vy) P(z,y))))
= H.(HA(F,V)) [por (8) y (16)]
= H.(F)
=V

Ejercicio 5 (2 puntos)Decide ciéles de las siguientes consecuenciagidas son &lidas. Para ello, da
una prueba por deducoh natural y otra por resoluén de las @lidas y calcula un modelo de Herbrand
en el que no se verifique las que no sahdas.

L (Vo) P(z) v (V2)Q(z) = (Vo)[P(r) V Q(x)]
2. (Vo) [P(x) v Q(x)] |= (Vo) P(z) v (Vo) Q(z)
3. (3)[P(x) A Q)] = (Fr)P(x) A (Fr)Q(x)

Solucion del apartado (1): Para decidir siVz) P(z) V (Vx)Q(x) = (Vz)[P(z) V Q(z)], basta compro-
bar siS = {(Vz)P(z)V(Vz)Q(z), ~(Vz)[P(z)VQ(z)]} esinconsistente. Comprobaremos la inconsistencia
de S por resoluaddn. Para ello, comenzamos calculando una forma clausgal de
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(Vz)P(x) V (V2)Q(x)
= (Vx)P(z) V (Yy)Q(y)
= (")(W)[P) vV Qy)

sat " P(a) A =Q(a

11 [
—~
LLI
S
i
3
8
~

Una demostradin por resolu@n desS es

1 {P(z),Qy)}

2 {-P(a)}

3 {-Q(a)}

4 {Q(a)} Resolventede 1y 2
5 0O Resolvente de 3y 4

Demostradn por deducd@n natural:
1: Vx.P(x)VWx.Q(x) premisa

2| ¥x.P(x) supuesto
3:]| actual i supuesto
41| PG) Ve 23
5:11 P()vQ(i) Vi 4
6 :| Vx.(P(x)vQ(x)) Vi 3-5
7] Yx.Q(x) supuesto
actual il supuesto
1| Q(i1) Ve 78
10 .| | P(i1)vQ(i1) Vi 9
11 .| Vx.(P(x)VvQ(x)) Vi 8-10
12 : ¥x.(P(x)vQ(x)) Ve 12-6,7-11

Solucion del apartado (2): Para decidir s{Vz)[P(x)vVQ(x)] = (Vx)P(z)V(Vx)Q(x) basta comprobar
siS = {(Va)[P(x)VvQ(z)],~((Vz)P(z)V (Vx)Q(z))} es inconsistente. Comprobaremos la inconsistencia
de S por resoluddn. Para ello, comenzamos calculando una forma clausgl de

(V2)[P(z) V Q(x)]
= {P(x),Qx)}}
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va)

a —P(a) AN =Q(D) [a y b constantes de Skolem]

Las chusulas de la forma clausal §eson:

1 {P(x), Q(x)}

2 {-P(a)}

3 {-Q(®)}

Veamos el proceso de satur@tipor resoludén:
Al resolver 2 con 2 no se obtiene resolvente.
Al resolver 3 con 2y 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 2, 3y 1 se obtiene
4{Q(a)} (resolvente de 1y 2)

5{P(b)} (resolvente de 1y 3)
Al resolver 4 con 2, 3, 1y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5 con 2, 3, 1, 4 y 5 no se obtiene resolvente.

Al no obtenerse la @usula vam, se tiene qué es consistente y, por tanto,

(Vo) [P(z) v Q(x)] # (V) P(x) V (Vo)Q(x).
Ademas, un modelo de Herbrand deesZ = (U, I) conU = {a,b}, P! = {b} y Qf = {a}.

Solucion del apartado (3): Para decidir s{3z)[P(x) AQ(x)] = (3x)P(z)A(3x)Q(x) basta comprobar
siS = {(Jz)[P(x) A Q(x)], ~((Fx)P(x) A (Fz)Q(x)) es inconsistente. Comprobaremos la inconsistencia
de S por resoluddn. Para ello, comenzamos calculando una forma clausél de

(3x)[P(z) A Q(x)]
sat ( )/\Q( )

{P(a)},{Qa)}}
~(Bz) P(x) A (Fr)Q(x))
~(Bz)P(z) A By)Q(y))
~(3r)P(x) v ~(3y)Q(y)
(V)= P(x) V (Vy)=Q(y)
(V) (Vy) [P () V =Q(y)]
{~P(2), ~Q(y )}}

Una demostradin por resolu@n desS es

1 {P(a)}

2 {Qa)}

3 {=P(z),~Qy)}

4 {-Q(y)} Resolvente de 1y 3
5 0O Resolvente de 2y 4

Demostradn por deducd@n natural:
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1: X (PX)AQ(x)) premisa

21| actual i, P(i)AQ(i) supuestos
3:| P(i) Ne 22
411 3Ix.P(x) Ji 3,21
5:1 Qi) Ne 2.2

6:| Xx.Q(x) Ji 52.1
7| X.P(x)AZX.Q(x) A 4,6

8 ;.P(x)AIX.Q(x) Je 12-7



