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Loégica clausal: sintaxis

e Sintaxis de la légica clausal

e Un atomo es una variable proposicional.
Variables sobre atomos: p,q,r,...,p1, P2y ...

e Un literal es un atomo (p) o la negacién de un atomo (—p).

Variables sobre literales: L, Lq, Lo,....

e Una clausula es un conjunto finito de literales.
Variables sobre clausulas: C, C, Cs,....

e La clausula vacia es el conjunto vacio de literales.

La clausula vacia se representa por L.

e Conjuntos finitos de clausulas.
Variables sobre conjuntos finitos de clausulas

. S, Sl, Sg,....

LI 2003—04 Ccla

Légica clausal. Resolucién

4.2



Loégica clausal: semantica

e Semantica de la légica clausal
e Def.: Una valoracion de verdad es una aplicacién v : VP — B.
e Def.: El valor de un literal positivo p en una valoracién v es v(p).

e Def.: El valor de un literal negativo —p en una valoracién v es
1, siwv = 0;
w(=p) = { b sivP) =0;

0, si v(p) = 1.

e Def.: El valor de una clausula C en una valoracién v es
1, si existe un L € C tal que v(L) = 1;
v(C) = :
0, en caso contrario.
e Def.: El valor de un conjunto de clausulas S en una valoracién v es
v(8) = { 1, si paratoda C € S, v(C) =1

0, en caso contrario.

e Prop.: En cualquier valoracion v, v([J) = 0.
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Clausulas y féormulas

e Equivalencias entre clausulas y férmulas

e Def.: Una clausula C y una férmula F son equivalentes si v(C) = v(F) para
cualquier valoracién v.

e Def.: Un conjunto de clausulas S y una férmula F' son equivalentes si v(S) = v(F)
para cualquier valoraciéon v.

e Def.: Un conjunto de clausulas S y un conjunto de férmulas {F}, ..., F,} son equiva-

lentes si, para cualquier valoracion v, v(S) = 1 syss v es un modelo de {Fi,..., F,}.

e De clausulas a formulas
e Prop.: La clausula {Ly, Ls,...,L,} es equivalente a la férmula L, V Ly VvV ...V L,.

e Prop.: El conjunto de clausulas {{L1,1,.--sLin}s-++9s{Lmis--+sLmn,, }} €s equi-
valente a la féormula (L1; V...VLiz )A . . A(Lnai V...V Ly, ).
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Clausulas y féormulas

e De férmulas a clausulas (forma clausal)

e Def.: Una forma clausal de una formula F' es un conjunto de clausulas equivalente

a F.

e Prop.: Si (LijuV...VLipg)AN...N(Ljy1V ...V Ly, ) e una forma nor-
mal conjuntiva de la férmula F. Entonces, una forma clausal de F' es
{{L1,17 s Ll,n1}7 s {Lm,la ey Lm,nm}}-

e Ejemplos:

* Una forma clausal de —(p A (q — 7)) es {{—p, g}, {—p, ~7r}}.
* Una forma clausal de p — q es {{—p,q}}.
* La clausula {{—p,q},{r}} es una forma clausal de las férmulas (p — q) Ar y
—r A (—lq — —lp).
e Def.: Una forma clausal de un conjunto de férmulas S es un conjunto de clausulas
equivalente a S.

e Prop.: Si S4,...,S, son formas clausales de Fj,...,F,, entonces S;U...U S, es
una forma clausal de {Fy,..., F,}.
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Modelos, consistencia y consecuencia

e Modelos, consistencia y consecuencia
e Def.: Una valoracion v es modelo de un conjunto de clausulas S si v(S) = 1.
e Ej.: La valoracién v tal que v(p) = v(q) = 1 es un modelo de {{—-p, q}, {p, 7q}}.

e Def.: Un conjunto de clausulas es consistente si tiene modelos e inconsistente, en
caso contrario.

e Ejemplos:
* {{_'p7 Q}v {pa _‘Q}} es consistente.
* {{-p,a}, {p, —a},{p, a}, {—p, ~q}} es inconsistente.

e Si [l € S, entonces S es inconsistente.

e Def.: S = C si para todo modelo v de S, v(C) = 1.
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Reduccion de consecuencia a inconsistencia de clausulas

e Reduccion de consecuencia a inconsistencia de clausulas:

e Prop: Sean Si,...,S,, formas clausales de las férmulas F},..., F,.
*{Fy,...,F,} es consistente syss S; U...U S, es consistente.

* Si S es una forma clausal de =G, entonces son equivalentes
1. {F,...,F,} FG.
2. {Fy,...,F,nG} es inconsistente.

3. S;U...US,, US es inconsistente.

e Ejemplo: {p — q,q — r} = p — 7 syss
{{—-p,q},{—aq,r},{p}, {—-r}} es inconsistente.
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Regla de resolucion

e Reglas de inferencia:

e Reglas habituales:

Modus Ponens: 2 — 3’ p

Modus Tollens: P—49 ™4
—p

Encadenamiento: — 4 47T
D—T

e Regla de resoluciéon proposicional:

{—-p,q}, {p}

{aq}
{_‘p7 Q}a {_'Q}

{—p}

{_'p7 Q}v {_'Q9 T}

{_'pa T‘}

{p]_, L) r, o o o ,pm}, {q]_, LECEC ) _',r‘, L IR qn}
{ph"‘apmaqln"'aqn}
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Regla de resolucion

e Resolventes

e Def.: Sean C una clausula, L un literal de C; y C5 una clausula que contiene el
complementario de L. La resolvente de C y C, respecto de L es

Resr(C1,C2) = (C1 ~ {L}) U (C2 \ {L°})

¢ Ejemplos: ReSq({p, q}7 {_'Q9 T}) — {p9 T}
Res,({q, 7p}, {p, ~q}) = {p, —p}
Res,({q, 7p}, {p, q}) = {q,—q}
Resy({g, 7p},{a,p}) = {q}
Res,({p}, {—p}) =[O

® Resolventes de dos clausulas:

e Def.: Res(C1,C5) es el conjunto de las resolventes entre C; y C-

e Ejemplos: Res({—p,q}, {p,—q}) = {{p,pr}. {a,q}}
Res({-p,q},{pr,q}) = {{q}}
Res({—p,q},{q,7}) =0

e Nota: [J € Res({p, q}, {—p, 7q})

LI 2003—-04 Ccla Légica clausal. Resolucion 4.9




Demostraciones por resolucion

e Ejemplo de refutacion por resolucion:

e Refutacién de {{p, q},{—-p, q},{p, 7q}, {—Pp, —q}} :

1 {p,q} Hipétesis
{—p,q} Hipdtesis
{p,~q} Hipbtesis
{-p, —q} Hipétesis
{q} Resolvente de 1 y 2
{—q} Resolvente de 3 y 4
[] Resolvente de 5 y 6

NN O Ok W N
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Demostraciones por resolucion

® Definiciones

e Sea S un conjunto de clausulas.

e La sucesién (Cq,...,C,) es una demostracién por resolucién de la cldusula C a
partir de S si C = C,, y para todo ¢ € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

*C; €S,

* existen j,k < ¢ tales que C; es una resolvente de C; y Cj

e La clausula C es demostrable por resolucién a partir de S si existe una demostracion
por resolucion de C' a partir de S.

e Una refutacion por resolucion de S es una demostracién por resolucion de la clausula
vacia a partir de S.

e Se dice que S es refutable por resolucion si existe una refutacion por resolucién a
partir de S.

LI 2003—-04 Ccla Légica clausal. Resolucion  4.11



Demostraciones por resolucion

e Demostraciones por resolucion

e Def.: Sean S,,...,85, formas clausales de las féormulas Fy,..., F, y
S una forma clausal de —F
Una demostracién por resolucion de F' a partir de {Fi,..., F,} es una refutacion

por resolucion de S; U...U S, US.

e Def.: La férmula F es demostrable por resolucién a partir de {Fi, ..., F,} si existe
una demostracién por resolucién de F' a partir de {F},..., F,}.
Se representa por {Fi,..., F,} FRes F.

e Ejemplo: Demostracion por resolucion de p A g a partir de {p V q,p < q}

1 {p,q} Hipétesis
{—p,q} Hipdtesis
{p,—q} Hipdtesis
{—p, ~q} Hipdtesis
{q} Resolvente de 1 y 2
{—q} Resolvente de 3 y 4
L] Resolvente de 5 y 6

N O O W N
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Adecuacion y completitud de la resolucion

e Propiedades:
e Si C es una resolvente de C; y C,, entonces {C1,C>} = C.
e Si [l € S, entonces S es inconsistente.
e Si el conjunto de clausulas S es refutable, entonces S es inconsistente.

e Teor.: El calculo de resolucién es adecuado y completo; es decir,

Adecuado: Stres F — SEF
Completo: S = F —> S tRes F
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Argumentacion y resoluciéon

e Problema de los animales: Se sabe que
1. Los animales con pelo y los que dan leche son mamiferos.
2. Los mamiferos que tienen pezunas o que rumian son ungulados.
3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.
4. Los ungulados con rayas negras son cebras.

Se observa un animal que tiene pelos, pezunas y rayas negras. Por consiguiente, se
concluye que el animal es una cebra.

e Formalizacion:

{ tiene pelos V da leche — es mamifero,
es_mamifero A (tiene pezunas V rumia) — es_ungulado,
es_ungulado A tiene_cuello_largo — es_jirafa,
es_ungulado A tiene rayas negras — es_cebra,
tiene_pelos A tiene pezunas A tiene rayas negras } - Rres €s_cebra

LI 2003—-04 Ccla Légica clausal. Resolucion  4.14



Argumentacion y resoluciéon

e Resolucion:

1 {— tiene pelos, es_ mamifero} Hipdétesis

2 {— da leche, es mamifero} Hipdtesis

3 {—es_mamifero, —tiene pezunas, es ungulado} Hipdtesis

4 {—es mamifero, ~rumia, es ungulado} Hipoétesis

5 {—es ungulado, —tiene cuello largo, es jirafa} Hipdtesis

6 {—es ungulado, —tiene rayas negras, es cebra} Hipdtesis

7 {tiene pelos} Hipdtesis

8 {tiene pezunas} Hipdtesis

9 {tiene rayas negras} Hipétesis
10 {—es cebra} Hipotesis
11 {es mamifero} Resolvente de 1 y 7
12 {—tiene pezunas, es ungulado} Resolvente de 11 y 3
13 {es ungulado} Resolvente de 12 y 8
14 {—tiene rayas negras, es cebra} Resolvente de 13 y 6
15 {es cebra} Resolvente de 14 y 9
16 [ Resolvente de 15 y 10
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