LI 2003-04 Tema 9: Formas normales. Modelos de Herbrand. Resolucion. 9.1

Ejercicio 9.1. Examen de Septiembre 2003 (Ejercicio 3.1):

Hallar las formas prenexa, de Skolem y clausal de la formula:

=(Fz)(V2)[P(x) — =Q(2)] V ((32)A(y, 2) — (Fu) B(y,u))

1.~ Forma prenexa:

=(32)(V2)[P(z) — =Q(2)] vV ((32) Ay, 2) — (Fu)B(y,u))
= ~(32)(v2)[P(x) — ﬁQ(Z)] V ((F0)Aly,v) — Bu)B(y,u))  [por (2)]
= —(G2)(V2)[-P(x) v -Q(2)] vV (=(Fv)Aly,v) V (Bu)B(y,u))  [por (4)]
= (v2)(@2)~(~P(2) V~Q(2) V (F0)=A(y,v) V (3u)B(y, ) [por (8) y (9)]
= (Vo)(3) [ P(2) A==Q()]V (Vo) = Ay, v) V (3u) By, w))  [por (5)]
= (Vo)(3)[P(x) A Q)] V ((Vu)~Aly, v) V (3u) B(y, u)) [por (7)]
= (Qu)(vVr)(32)(Vo)[(P(x) A Q(2)) V (-A(y, v) V B(y, u))] [por (11)~(18)]
2.— Forma de Skolem:
(Fu) (V) (32) (Vo) [(P(z) AQ(2)) V (=A(y, v) V By, u))]
=t (Jy)(Fu)(Vx)(32)(Vo)[(P(x) A Q(2)) V (mA(y,v) V B(y,u))] [cierre existencial]
=t (u)(V2)(32)(V0)[(P(x) A Q(2)) V (mA(c,v) V B(c,u))] [c constante de Skolem]
=t (V2)(32)(V0)[(P(x) A Q(2)) V (mA(c,v) V B(c,d))] [d constante de Skolem]
=t (V2)(V0)[(P(z) N Q(f(x))) V (mA(c,v) V B(c,d))] [f funcién de Skolem)]

3.— Forma clausual:

(V) (Vo) [(P(2) A Q(f(x))) V (mA(c, v) v
(V) (Vo) [(P(z) V = A(c,

v) V B(e,
{(P(z), = A(c,0), B(e,d)}{Q(f (« )) Afe,v

Examen de Septiembre 2003 (Ejercicio 3.2):

VvV =A(c,v) V B(e,d))]  [por (20)]
(c;d)}}
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Consideremos el lenguaje Ly = {P, f,a,b} y el conjunto de férmulas:

S = {(vz)[P(a,z) — P(b, f(x))], Ve)[P(f(x), ) — (V2)P(2,0)], P(a, f(a)) A P(f(b),b)}
Pruébese, proporcionando un modelo de Herbrand, que S [~ (3x)[P(x,a) A P(f(z),b)].

Las formas clausales de las formulas del problema son:

= de (Vz)[P(a,z) — P(b, f(2))], 51 —{{ﬁP(a x), P(b, f(2))}};

= de (Vo)[P(f(z),x) = (V2)P(2,0)], 52 = {{-P(f(x), x), P(2,b)} };
= de P(a, f(a)) A P(f(b),D), Ss—{{P(a F(@)}, {P(f(0),0)}};

= de =(32)[P(z,a) A P(f(x),b), Sy = {{=P(z,a), ~P(f(2),b)}}.

Vamos a calcular la saturacién, por resolucién y factorizacion, de S; U Sy U S3 U Sy. Las clausulas
iniciales son

1 {~P(a,x),

2 {=P(f(x),

3 {P(a, f(a))

5 {~Plr,a),~P(f(x).b)}



LI 2003-04 Tema 9: Formas normales. Modelos de Herbrand. Resolucion. 9.2

Al resolver 3 con 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 4 con 3 y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 3, 4 y 1 se obtiene
6 {P(b, f(f(a)))} (resolvente de 1y 3).
Al resolver 6 con 3, 4, 1 y 6 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 3, 4, 1, 6 y 2 se obtiene
7 {P(z,b)} (resolvente de 2y 4) y
8 {—P(f(z),z),P(b, f(b))} (resolvente de 2 y 1).
La cldusula 7 subsume a la 2 y a la 4.
Al resolver 7 con 3, 1, 6 y 7 se obtiene
9 {P(b, f(b))} (resolvente de 7y 1)
La clausula 9 subsume a la 8
Al resolver 9 con 3, 1, 6, 7 y 9 no se obtiene resolventes.
Al resolver 5 con 3, 1, 6, 7, 9 y 5 se obtiene
10 {—=P(z,a)} (resolvente de 5y 7)
La clausula 10 subsume a la 5

Por tanto, el saturado es
{=P(a,z), P(b, f(x))}
{P(a, f(a))}

{P(b, f(f(a)}
{P(z,b)}

{P(b, f(b)}
{=P(z,a)}

El universo de Herbrand es UH = {a, f(a), f(f(a)),...,b, f(b), f(f(D)),...} y un modelo de
Herbrand es I = {P(a, f(a)), P(b, f(f(a))), P(b, f(b)), P(2,b) : z € UH}

Ejercicio 9.2. Examen de Septiembre 2003 (Ejercicio 4):
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Consideremos los siguientes hechos acerca de la sucesiéon de los integrantes de la monarquia
inglesa:

1. El primogénito de un rey hereda la corona de dicho rey.
2. Si alguien derrota a un rey entonces hereda su corona.
3. Si alguien hereda la corona de un rey entonces se convierte en rey.
4.  Enrique VIII era el primogénito de Enrique VII.
5. Ricardo III era rey y Enrique VII derroté a Ricardo III.
Se pide:

(a) Formalizar los enunciados anteriores en un lenguaje de primer orden usando los simbolos de
predicado: D(z,y): « derrota a y, H(x,y): x hereda la corona de y, R(x): x es rey, P(x,y): x es
el primogénito de y. Las constantes a, b, c denotaran, respectivamente, a Ricardo III, Enrique
VII y Enrique VIII.

(b) A partir de la informacién anterior, probar, mediante resolucién, que Enrique VIII fue rey.

(a) La formalizacién del problema es:

1. El primogénito de un rey hereda la corona de dicho rey:
(Vo) (Vy)[R(y) A P(z,y) — H(z,y)].

2. Si alguien derrota a un rey entonces hereda su corona:
(Vo(vy)[D(x,y) A R(y) — H(z,y)].

3. Si alguien hereda la corona de un rey entonces se convierte en rey :
(Vo) [(3y)[B(y) A H(z,y)] — R(x)].

4. Enrique VIII era el primogénito de Enrique VII:
P(c,b).

5. Ricardo III era rey y Enrique VII derroté a Ricardo III:
R(a) A D(b,a).

(b) Resolucién:
Para realizar la refutacion tenemos que formalizar la negacién de la conclusion y obtener las
correspondientes formas clausales.
La formalizacién de la negacién de la conclusion es —R(c).
Las clasulas correspondientes a los hechos y a la negacién de la conclusion son
L {=R(y), ~P(z,y), H(z,y)}
{=D(x,y), 7R(y), H(z, y)}
{_'R(y)> —|H(ZL‘, y)v R($)}
{P(c,b)}
{R(a)}
{D(b,a)}
{=R(c)}
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Una refutacién es

1
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9
10
11
12
13
14
15

{=R(y), ~P(z,y), H(x,y)}
{=D(z,y),~R(y), H(z,y)}
{=R(y), ~H(z,y), R(z)}
{P(c,b)}

{R(a)}

{D(b,a)}

{=R(c)}
{=R(y),~H(c,y)}
{=R(y),=P(c,y)}
{=R(b)}
{=R(y),~H(b,y)}
{~H(b,a)}

{=D(b,a), ~R(a)}
{=R(a)}

0.

Resolvente 7.1y 3.3
Resolvente 8.2 y 1.3
Resolvente 9.2 y 4.1
Resolvente 10.1 y 3.3
Resolvente 11.1 y 5.1
Resolvente 12.1 y 2.3
Resolvente 13.1 y 6.1
Resolvente 14.1 y 5.1

Ejercicio 9.3. Examen de Junio de 2003 (Ejercicio 4.1):

Consideramos el lenguaje Ly = {P, f,a,b,c} y el conjunto de férmulas:

S ={P(c,a) —

(V2)P(2,0), (Vo)[P(f (), ) —

Pruébese, proporcionando un modelo de Herbrand, que S [~ P(f(a),

(V2)P(z,

l’)], _'P(b7 C)}
a) VvV —P(f(b),b).

Las formas clausales de las formulas del problema son:

= de P(c,a) —

(V2) P(z,

= de =P(b,c), Sy = {{~P(b,c)}};

= de ~(P(f(a),

(V2)P(z,b), S1 = {{—P(c,a),

= de (Vz)[P(f(x),2) — )],

a)V =P(f(b),0)), S = {{-P(f(a),

P(z,0)}};
Sy = {{=P(f(2),

a)}, {P(f(0),

x), P(z,7)}};

b))}

Vamos a calcular la saturacién, por resolucién y factorizaciéon, de S; U Sy U S3U Sy, Las clausulas
iniciales son

5 {P(f(b),b)}
Al resolver 3 con 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 4 con 3 y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5 con 3, 4 y 5 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 3, 4, 5 y 1 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 3, 4, 5, 1 v 2 se obtiene

6 {P(z,b)} (resolvente de 2y 5) y

7{=P(f(c),c)} (resolvente de 2y 3)

La clausula 6 subsume a la 1 y ala 5
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Al resolver 6 con 3, 4, 2 y 6 no se obtiene resolvente.
Al resolver 7 con 3, 4, 2, 6 y 7 no se obtiene resolvente.

Por tanto, el saturado es
{=P(f(z),z),P(z,2)}
{_'P<b7 C)}
{—~P(f(a),a)}
{P(z,0)}
{=P(f(c),c)}

El universo de Herbrand es UH = {a, f(a), f(f(a)),...,b, f(b), f(f(D)),... ¢, f(c), f(f(c)),...}
y un modelo de Herbrand es I = {P(z,b): z € UH}.

Ejercicio 9.4. Examen de Junio de 2003 (Ejercicio 2):
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Supongamos conocidos los siguientes hechos acerca del nimero de aprobados de dos asignaturas
Ay B:

1. Si todos los alumnos aprueban la asignatura A, entonces todos aprueban la asignatura B.
2. Si algin delegado de la clase aprueba A y B, entonces todos los alumnos aprueban A.
3. Sinadie aprueba B, entonces ningun delegado aprueba A.
4. Si Manuel no aprueba B, entonces nadie aprueba B.
Se pide:

(a) Formalizar los enunciados anteriores en un lenguaje de primer orden usando los siguientes
simbolos de predicado: D(z): = es un delegado, Ap(z,y): z aprueba la asignatura y. Las cons-
tantes a, b, m denotaran la asignatura A, la asignatura B y a Manuel, respectivamente.

(b) Obtener una forma clausal para el conjunto de férmulas del apartado anterior.

(c¢) Probar, mediante resolucién, que si Manuel es un delegado y aprueba la asignatura A, entonces
todos los alumnos aprueban las asignaturas A y B.

(a) Formalizacién:

1. Si todos los alumnos aprueban la asignatura A, entonces todos aprueban la asignatura B.

(Vo) Ap(z, a) — (Vy)Ap(y, b).

2. Si algtin delegado de la clase aprueba A y B, entonces todos los alumnos aprueban A.

(3z)[D(x) A Ap(z, a) A Ap(z,b)] — (Yy)Ap(y, a).

3. Sinadie aprueba B, entonces ningun delegado aprueba A.
—(3z)Ap(z,b) — ~(3y)[D(y) A Ap(y, a)].

4. Si Manuel no aprueba B, entonces nadie aprueba B.
—Ap(m,b) — —(3x)Ap(z,b).

(b) Formas clausales:
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{~Ap(c,a), Ap(y, )}

{_'D(I)’ —\Ap(:L‘, a)? ﬁAp(I, b)7 Ap(ya a)}
{Ap(d, ), ~D(y), ~Ap(y, a)}

{Ap(m, b)7 —|Ap<£lj', b)}

donde ¢, d y e son constantes de Skolem.
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(c) Resolucion:
Antes de hacer la resolucién se formaliza la negacién de la conclusién (Si Manuel es un delegado
y aprueba la asignatura A, entonces todos los alumnos aprueban las asignaturas A y B):

—(D(m) A Ap(m, a) — (Vz)[Ap(z, a) A Ap(z,b)])
y se calcula las clausulas correspondientes:
5 {D(m)}

6 {Ap(m,a)}
7 {—-Ap(e,a),~Ap(e,b)}

La resolucion es

1 {=Ap(c,a), Ap(y,b)}
2 {ﬂD(x),—Ap(x,a),ﬂAp(x,b),Ap(y,a)}
3 {Ap(d,b),~D(y), ~Ap(y,a)}

4 {Ap(m,b), = Ap(x,b)}

5 {D(m)}

6 {Ap(m,a)}

7 {—~Ap(e,a),~Ap(e,b)}

8

{Ap(d,b),~Ap(m,a)} Resolvente de 5.1 y 3.2
9 {Ap(d,b)} Resolvente de 8.2 y 6.1
10 {Ap(m,b)} Resolvente de 9.1 y 4.2
11 {=D(m),—~Ap(m,a), Ap(y,a)} Resolvente de 10.1 y 2.3
12 {=Ap(m,a), Ap(y,a)} Resolvente de 11.1 y 5.1
13 {Ap(y,a)} Resolvente de 12.1 y 6.1
14 {Ap(y,b)} Resolvente de 13.1 y 1.1
15 {=Ap(e,b)} Resolvente de 7.1 y 13.1
16 O Resolvente de 15.1 y 14.1

Ejercicio 9.5.[Ex. Septiembre 2002] Consideramos el lenguaje de primer orden L = {a, P,Q}. Sea
v la féormula:

Vo (P(x) — (Q(x) V Q(a)) — [Bx P(r) — 3z (Q(z) vV Q(a))]
1. Obténgase formas clausales para ¢ y —.
2. Pruébese, usando resolucién bésica, que ¢ es légicamente valida.

3. Describase un modelo de Herbrand de ¢.



