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4 Examen de Diciembre de 2000

Examen de Diciembre de 2000

Ejercicio 1 El ejercicio consta de dos apartados.
(a) Probar que la siguientedfmula es una tautoldg: (p — g A7) — (p — (¢ — 1))

(a.1) Utilizando tableros seanticos.
(a.2) Mediante forma normal conjuntiva.

(b) SeaU - {_\Al V _\Bl V 02, _‘Al vV Bl, _|A2 V BQ,Al,AQ}

(b.1) Probar queU es consistente y describir razonadamente todos los modelds de
(b.2) Probar queU = C; mediante resoluéin lineal.

Solucion:
Solucion del apartado (a.1):Un tablero serantico de—((p — —g¢ A7) — (p — (¢ — 1))) €s

=((p— (ngAT) = (= (g— 1))
p— (g AT), ﬁ‘(p — (g —r))
p— (=g A T)‘,p, —(q— )
p— (g AIT‘),p,% -

=D, 0, ¢ ] | =g AT p g, ]
| |

Cerrada
|

Cerrada

Como todas las hojas son cerradas,~ —¢ A1) — (p — (¢ — r)) es una tautolag.

Solucion del apartado (a.2):Calculo de una forma normal conjuntiva de:

(p——gAr)—(p—(¢g—71))

= (pV(gAT))V(=pV(~gVrT)) [por (2)]

= (v pAA(gAT))V(=pV g V) [por (3)]

= (pA(~qV =)V (=pV-gVr) [por (3) y (5)]
= (pA(gV 1)V (=pV=gVr) [por (5)]

= (pV-pV-ogVr)AN(gV—rV-pV-ogVr) [por(7)]

= VAV

=V

Por ser ladrmula equivalente ®, es una tautoldg.

Solucion del apartado (b.1): Vamos a ver gé condiciones tiene que cumplir una valotaci para ser
modelo del/. Para verificar las dagltimas Hrmulas ddJ se tiene que
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v(Ag) =1 (2)
Para verificar-A; vV By, teniendo en cuenta (1), se tiene que

v(By) =1 3)
Para verificarA; V By, teniendo en cuenta (2), se tiene que

v(By) =1 (4)
Para verificarA; vV =B, V (5, teniendo en cuenta (1) y (3), se tiene que

En definitiva, cualquier valora@n v tal quev(A;) = v(A42) = v(B;) = v(Bs2) = v(Cy) = 1 es un modelo
deU.

Solucion del apartado (b.2): Una resoludn lineal es

{_'Ah - By, C2}

{—A1, B}

{—A2, B>}

{A1}

{Aq}

{—C2}

{—-A1,-B1} Resolvente dé y 1
{=B1} Resolvente d& y 4
{—AL} Resolvente d8 y 2
O Resolvente dé vy 4

O O 00 7O Ul Wi~

—_

Ejercicio 2 (a) Hallar las formas nomal prenexa conjuntiva, de Skolem y clausal darhaula:
((F2)A(y, 2) — (Bu)B(y,u)) — (3z)(V2)[P(z) — —Q(2)]
(b) SeaS el conjunto formado por lafmulas

Fy: (Vo) (YY) (2, y) — Iy, )] A (Vo) (Vy) (Vo)L (2, y) A (y, 2) — 1(z, 2)]
Fy: P(e) A\ (Vx)[P(x) — S(d, z)]
Fy o (Vo) (Vy1) (Vy2) [P(2) A =1y, y2) — = (S(y1,2) A S(y2, @))]

Decidir, mediante resoluén o construyendo un modelo de Herbrand, si:

(b.1) S = (V) (y, d) — (Vo) [P(z) — S(y, )]
(b.2) S E —(3x)[S(z,e) AN —I(z,d)]

Solucion:
Solucion del apartado (a):
1.— Forma normal conjuntiva:
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[por cierre]
[Skolema]
[Skolemb]
[Skolemc]
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Examen de Junio de 2001

Ejercicio 3 Este ejercicio tiene 3 apartados.

1. Decide, utilizando el &todo que se indica, si cada una de lasmulas siguientes es insatisfactible
0 una tautologga.
A:(pAge=pVag) — (p—q)
B:(p——lg—-r)A(r——q)
C:(g—=pAr)A=(p=pVa)
Los neétodos que deben usarse son: tableroséa#inos parad, formas normales par& y resolucon
paraC'.

2. Describe, razonadamente, todos los modelos de cada una dafaslas anteriores.

3. Consideremos el conjuntd = {pV ¢ — rVs,r ANt — s,r ANt — —u}. Decide, mediante tableros
senanticos, siU = p — sV —u.

Solucion:
Solucion del apartado (1.a):La formulaA es una tautold@ ya que el tablero seantico de{—A}

~((prhg—pVe) = (p—9)
l
pAg—DpVg-(p—q)
l
pPANqg—=pVqgpVqg—=pANqg-(p—q)

|
PAg—pVa,pVqg—pAgp g

pAg—pVa-(pVq),p—q| [PAI—=PVapAgp
| |
‘p/\q—>p\/q,ﬁp,p,ﬁq‘ ‘PAq—>qu,q,}77ﬁ(1‘
| |

Cerrada Cerrada

tiene todas las hojas cerradas.
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Solucion del apartado (1.b): Vamos a calcular una forma normal disyuntivaiie
(p — =g — —r)) A(r— —q)

= (=pVa(-qV-r)A(-rV-g) [por (2)]
= (pV (=g A=) A (=1 V 2q) [por (4)]
= (=pVI(gAT))A(=rV q) [por (5)]
= (pA(r V=)V ((gAT)A(mrV g)) [por (7)]
= (((pA-T)V(7pA—=q)V((gAT)A(=rV —q)) [por (6)]
= ((pA-1r)V(mpA=q)V((gAT A=)V (g AT A=q)) [por(6)]
= ((rpA=r)V(=pA—q))V (FVF)

(=p A=)V (=p A )
Por tanto, ladrmula B es satisfacible (por ejemplo, sfp) = v(r) = 0, entonces(B) = 1), pero no es
una tautologa (por ejemplo, si(p) = 1, entonces(B) = 0).

Solucion del apartado (1.c):En primer lugar, se calcula una forma clausatde

~((g—=pAr)A=(p=pVQ)

“((g—=pAT)A=((p—pVgAN(PVaqg—Dp))) [por (1)]

(g V(pAT)A=((—pV(PV Q) A ( pVaq)Vp))) [por(2)]

(=g V(pAT)V-o((—pV (V) A(=(Vae Vp))) [por(3)]

=g A=(pAT))V((=pV (V@) A(=(Vae Vp))) [por(4)y(5)]

A(=pV-r)V((=pV(pVag)A(=(Vae) Vp))) [por (3) y (5)]
Vv

A(=pV-r)V(VA(=(pVq) Vp)))
A(=pV-r))V(=(pVq)Vp)

A(=pV 1))V ((=pA—q)VDp) [por (4)]
A(=pV 1))V ((=pVp)A(2qVDp)) [por (7)]
A(=pV 1))V (VA(=gVDp))

A(=pV =r))V(~qVp)

V(=g Vp)A((=pV 1)V (=g Vp)) [por (7)]
AV

L 1 1 1 11
NN N N N N N N
KL _R_ R R

<<

Puesto que-C' es una tautoldg, C' es insatisfacible.

Solucion del apartado (2): Puesto quel es una tautold@, todas las valoraciones son modeloAle
Los modelos d&3 son las valoracionestales ques(p) = v(r) = 0 0 bienv(p) = v(q) = 0. Puesto qué’
es insatisfacible, no tiene modelos.
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Solucion del apartado (3): Un tablero serantico delU/ U {—(p — sV —u)} es

pVqg—rVs,rAt—srA-t— -u—(p—sV-ou)
l
pVqg—rVs,rAt—srA-t— -up —(sV-ou)

l

‘p\/q—>r\/s,r/\t—>s,r/\—|t—>ﬂu,p,ﬂs,ﬂ—'u‘

‘p\/q—>7‘\/5,7'/\1%—>5,7“/\ﬁt—>—|u,p,—|s,u‘

pVqg—rVs,a(rAt),r Aot — —u,p, s, ul |8, 08U
|
Cerrada
“(pVq),=(rAt),r Nt — —u,p, s, u rV s, a(r At),r ANt — —u,p, s, u

—p,q,2(r At),r At — —u,p, s, u

Cerrada

r,=(rANt),r N\t — —u,p, s, u Sye.., TS, U
b ) ) ) )

Cerrada

r,or,r At — L p, ﬂs,u‘

Cerrada

r,ot,r A\t — —u, p, s, u‘

r, =t U, p, TS, U ‘

Cerrada

r,=t, =(r A =t), p,—s,u

’/r7 _‘t7 _\/r7p7 _\S’u‘

r, =t ==t p, 28, u

Cerrada Cerrada

Como todas las hojas son cerradds= p — s V —w.

Ejercicio 4 Las relaciones de parentesco verifican la siguientes propiedades generales:
e Siz es hermano dg, entonceg es hermano de.
e Todo el mundo es hijo de alguien.

e Nadie es hijo del hermano de su padre.
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e Cualquier padre de una persona es tadibpadre de todos los hermanos de esa persona.
e Nadie es hijo ni hermano dé siismo.

Tenemos los siguientes miembros de la familiéa®el Don Antonio, Don Luis, Anidto y Manolito y
sabemos que Don Antonio y Don Luis son hermanos,f#totg Manolito son hermanos, y Atitibo es hijo
de Don Antonio. Se pide:

1. Formalizar los conocimientos anteriores en un lenguaje de primer orden usando tan solo:

e A, L,a, m como constantes para D. Antonio, D. Luis, Aiito y Manolito, respectivamente.

e Los predicadosHer(z,y) = “x es hermano dg”, Hijo(x,y) ="z es hijo dey”.
2. Obtener una forma clausal para el conjunto derfiulas obtenido en el apartado 1.

3. Decidir mediante resoludn si Don Luis es el padre de Manolito o no.

Solucion:
Solucion del apartado (1): Formalizacon:

e Siz es hermano dg, entonceg es hermano de.
(Vz)(Vy)[Her(z,y) — Her(y, z)].

Todo el mundo es hijo de alguien.
(V) (Jy)Hijo(z, ).
Nadie es hijo del hermano de su padre.
(V) (Vy)(Vz)[Hijo(z,y) A Her(z,y) — —Hijo(z, 2)].

Cualquier padre de una persona es t@nlgadre de todos los hermanos de esa persona.
(V) (Vy)[Hijo(x, y) — (Vz)[Her(z, z) — Hijo(z,y)]].

Nadie es hijo ni hermano dé mismo.
(Va)[—Hijo(z, z) A =Her(z, z)].

Don Antonio y Don Luis son hermanos.
Her(A, L).

Antoiiito y Manolito son hermanos.

Her(a, m).

Antonito es hijo de Don Antonio.
Hijo(a, A).

Solucion del apartado (2): Calculo de formas clausales:

(Vz)(Vy)[Her(z,y) — Her(y,z)]
(Va)(Vy)[-Her(x,y) V Her(y, z)] [por (4)]
{{—Her(z,y),Her(y,z)}}
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(V) (3y)Hijo(x, y)
=t (Vx)Hijo(x, f(x)) [Skolem f]
= {{Hijo(z, f(fr))}}

(Vz)(Vy)(V2)[Hijo(x,y) A Her(z,y) — —Hijo(x, 2)]
= (Vz)(Vy)(Vz)[~(Hijo(z,y) A Her(z,y)) V —Hijo(x, 2)] [por (4)]
= (Vz)(Vy)(Vz)[-Hijo(x,y) V ~Her(z,y) V =Hijo(x, 2)] [por (5)]
= {{~Hijo(z,y), ~Her(z,y), ~Hijo(x, 2) } }

(Vz)(Vy)[Hijo(z,y) — (Vz)[Her(z,z) — Hijo(z,y)]]
= (Vo)(Vy)[- H'JO(I y) V (Vz)[~Her(z,x) V Hijo(z,y)]] [por (4)]
= (Va)(Vy)(Vz)[-Hijo(z,y) V —Her(z,z) V Hijo(z,y)]  [por (16)]
= {{—-Hijo(z,y), ~Her(z, ), Hijo(z,y)}}

(Vz)[—Hijo(z, z) A —=Her(z, z)]
{{~Hijo(z, 2)}, {~Her(z, z)}}
Her(A, L)

{{Her(4, L)}}

Her(a,m)

{{Her(a,m)}}

Hijo(a, A)

= {{Hijo(a, A)}}

Solucion del apartado (3): Vamos a demostrar que Don Luis no es el padre de Manolito. Para ello
suponemos lo contrario lo que da lugar a Eudula{ Hijo(m, L)}. Una demostradin por resoludn de las

clausulas obtennidas es

1 {—Her(z,y),Her(y,z)}
2 {Hijo(z, f(z))}

3 {—Hijo(z,y), =Her(z,y), ~Hijo(x, 2)}
4 {=Hijo(z,y), ~Her(z, x), Hijo(z,y)}
5 {=Hijo(z,z)}

6 {—-Her(z,z)}

7 {Her(A, L)}

8 {Her(a,m)}

9 {Hijo(a, A)}

10 {Hijo(m, L)}

11 {—Hijo(a, y), ~Her(A,y)}

12 {=Her(z,m),Hijo(z, L)}

13 {Hijo(a, L)}

14 {—Her(A, L)}

15 O

Resolvente d8'y 9 cono = [z/a, z/A]
Resolvente deé y 10 cono = [z/m,y/L]
Resolvente dé2y 8 cono = [z/a]
Resolvente dé3y 11 cono = [y/L]
Resolvente deé4y 7 cono = ¢

Ejercicio 5 Este ejercicio tiene dos apartados.

1. Obtenganse formas prenexa conjuntiva, de Skolem y clausal de la siguemidd:

(32)(Vu)[(By) P(u, f(y), a) —

— (Qu, z) —

(F[Q(y, 2) A P(u,y, 2)])]

siendoa un smbolo de constante § un mbolo de fund@n de aridad 1.
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2. Dada una érmula proposicional’, seal'(F') = {G € PROP : F = G}. Pruébese que, para cada
A,B € PROP,

(a) A — Bestautolofp <= T(B)CT(A).
(b)) A=B <« T(B)=T(A).

Solucion:
Solucion del apartado (1):
1.— Forma normal prenexa conjuntiva:

() (Vu)[(3y) P(u, f(y),a) — (Q(u, x) — (Fy)[Q(y, 2) A Plu,y,2)])] 3
= (3)(Yu)(By) P(u, f(y), a) — (Qu, z) — (3v)[Q(v, 2) A P(u,v, 2)])]  [por rectificacon]
= (3)(Vu)[~(3y)Plu, f(y).0) V (~Q(u.2) V (30)[Q(v, 2) A Plu,v,2)])]  [por ()]
= (@)(vw)[(Vy)~P(u, f(y),a) V (=Q(u, x) V (I0)[Q(v, 2) A P(u,v,2)])]  [por (9)]
= (3z)(Vu)(30)[(Vy)~P(u, f(y),a) V (-Q(u, ) V (Q(v, z) A P(u,v,2)))] [por (18)]
= (3z)(Vu)(30)(Vy)[~P(u, f(y),a) V (-Q(u, ) V (Q(v, 2) A P(u, v, 2)))] [por (12)]
= (F)(Vu)(F0) (V) [(=P(u, f(y),a) V ~Q(u, z) V Q(v, 2)) A

(=P(u, f(y), a) V =Q(u, z) V P(u,v, 2))] [por (19)]

2.— Forma de Skolem:

(32) (Vu)[(3y) P(u, f(y), a) — (Q(u, x) — (Fy)[Q(y, 2) A P(u, y, 2)])]

= (3z)(Vu)B0)(YYI(=P(u, f(y),a) V =Q(u,z) V Q(v, 2)) A
(_'P(u7 f(y)’ a) \ ﬁCk?(“? :L“) \% P(u’ v, Z))]
=sar (32)(F2) (Vu) (30)(Vy) (=P (u, f(y),a) V =Q(u,z) V Q(v,2)) A
(=P(u, f(y),a) V =Q(u, ) V P(u, v, 2))] [por cierre]
=t (32)(Vu)(30) (YY) [(=P(u, f(y),a) V =Q(u, 2) V Q(v,b)) A
(=P (u, f(y),a) V =Q(u,z) V P(u,v,b))] [Skolemb]
=t (Vu)(30)(Vy)[(=P(u, f(y),a) V =Q(u,c) V Q(v,b)) A
(=P(u, f(y),a) V-Q(u,c) V P(u,v,b))] [Skolemc]
=t (YVu)(VY)[(=P(u, f(y),a) V =Q(u, c) V Q(g(u),b)) A
(=P(u, f(y),a) V =Q(u, c) V P(u, g(u),b))] [Skolemg]
3.— Forma clausal:
(F2)(Vu)[(3y) P(u, f(y),a) — (Qu,2) — (Fy)[Q(y, 2) A P(u,y, 2)])]
=sat (V) (VY)[(=P(u, f(y),a) V =Q(u, c) V Q(g(u),b)) A
(=P(u, f(y),a) V =Q(u, c) V P(u, g(u),b))] [Skolemg]
=  {{-Pu, f(y);a),7Q(u,c),Q(g(u),b)},
{=P(u, f(y),a), ~Q(u, c), P(u, g(u),b)}}
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Solucion del apartado (2a):
1.— Demostraéin de que si= A — B, entonced’(B) C T(A): Supongamos que
FA—B (2)
SeaG € T'(P). Tenemos que demostrar qtec T'(A). Por la elecdn deG y la definicbn deT'(P), se
tiene que

G € PROP 2)

BEG 3)
Para probar qud = G, consideremos una valoréciv tal que

v(A) =1 (4)
Entonces, por (4) y (1)

v(B) =1 (5)
Por (5) y (3)

v(G) =1 (6)
Luego,

AEG (7)

Por (2), (7) y la definidin deT'(A), se tiene qué € T'(A).

2.— Demostradin de que si’'(B) C T'(A), entonces= A — B: Supongamos que
T(B) C T(A) ®)
Puesto queB = B, se tiene qué3 € T(B) Y, por (8),B € T(A). Luego, por la definién deT(A),
A E By, portanto)= A — B.

Solucion del apartado (2b):

A=B A=BYBEA
FA—>By ):B—>A

T(B) S T(A)yT(A) € T(B)
7(A)=T1(B)

1euy

Ejercicio 6 Seas$ el conjunto formado por las siguientegmulas
(@) (Vz)P(x,x).
(0) (V) (Vy)[P(x,y) vV P(y, z)].
(va)[P(z, f(x)) A—~P(f(z),2) A P(a,2)]
(d) (V2)=(3y)[P(z,y) A Py, f(z)) A =P(y,z) A =P(f(x),y)].
Probar mediante resoluéin basica o construyendo un modelo de Herbrand, que
1. S (Vz)3y)[P(z,y) A Py, z)].
2. S W (Va)[~P(z,a) — (3y)P(y, ).
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Examen de Septiembre de 2001

Ejercicio 7 Este ejercicio tiene dos apartados.

(a) Pruébese que la siguientérimula es una tautoldg:

p—r)—=(g—r)—=(@PVg—r))
Primero utilizando tableros sefnticos y despes mediante resolu@n proposicional.

(b) Pruébese que:

(b.1) SiU es un conjunto de tautoloas y A es una drmula proposicional tal qué& = A, entonces
A es una tautolom.
(b.2) Si Ay B son dos dusulas proposicionales¥ es la brmula—(A A B), entonces

F es insatisfactible sys4 y B contienen ambas un par complementario.

Solucion:
Solucion del apartado (a.1):Un tablero serantico de{—((p — ) — ((¢ = r) = (pV ¢ —7)))} es

((p—r)—((g—7r)—=(pVg—r)))
|
p—r-(g—=r)—=(@PVg—r))
|
p—r,qg—r,~(pVqg—r)

p—r.q—rpVg ]

pa— 7PV |

rq—r,pVg |

Cerrada

|-, —q,pV g, | [=p.r.pVa, ]
|

Cerrada

| =P, ¢, p, | [ 2P, 24, q, T
|

Cerrada Cerrada

Como todas sus hojas son cerradasptanila es una tautolaag,.

Solucion del apartado (a.2):En primer lugar, se calcula una forma clausal de

~((p—=r)=(g—=r)=@Va—1):
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((p—r)—={(g—=7)—=(Vg—r))
2(=(=pVr)V(=(=gVr)V(=(pVq) Vr))) [por(2)]
—=(=p V1) A=(=(=gVr)V(=(pVae) Vr)) [por(4)]

(p V1) A==(=gVr)A=(=(pVaq)Vr) [por (5) y (4)]
(=pVr)A (=g Vr)A(==(pVag) A=) [por (5) y (4)]
(=pVr)A(=gVT)A(PVq) A-r [por (5)]

= r}{~q. v} {p, a}, {—r}}

Una demostradin por resoludn es

{-p,7}

{=q,7}

{p,q}

{-r}

{-p}  Resolvente déy 4
{—¢}  Resolvente dey 4
{¢} Resolvente d8y 5
O Resolvente d&y 6

CO 1O Ul Wi

Solucion del apartado (b.1): Seav una valoradn. Entoncesy = U (por ser los elementos dé
tautologas), yv = A (porquelU = A). Por tanto,A es una tautoldg.

Solucion del apartado (b.2):

F es insatisfacible

—(A A B) es insatisfacible

para toda valoradnv, v(—(AA B)) =0

para toda valoradnv, v(AA B) =1

para toda valorabnv, v(A) = v(B) = 1

Ay B contienen ambas un par de literales complementarios [pot g8 clausulas]

rrees

Ejercicio 8 Sea
S =A{(Vz)=P(z,x), (Vz)(Vy)[P(z,y) V Py, x)], (Vo) P(z, f(x))}
y seal’ la formula
(Vo) (Vy)[P(z,y) — (32)[P(x, 2) A P(z,y)]].
(a) Hallese una forma clausal d€ y otra de—F'.

(b) Pruébese, utilizando un modelo de Herbrand, gug- F'.

Solucion:
Solucion del apartado (a.1):Calculo de una forma clausal de
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(Vo) (Vy)[P(z,y) — (32)[P(z,2) A P(z,y)]]
= (Vo)(Vy)[-P(z,y) vV (F2)[P(z,2) A P(2,y)]] [por (4)]
= (Vo)(Vy)(F2)[=P(x,y) vV (P(z,2) A P(2,y))] [por (18)]
= (Vo) (Wy)(3)[(~P(a,y) V Pz, 2)) A (<P(z,y) V P(z,9) [por (19)]
=t (V2)(VY)[(=P(z,y) V Pz, f(z,y))) N (=P(x,y) V P(f(z,y),y))] [Skolemf]
= {=P,y), P(z, f(z,9))}, {=P(z,y), P(f(z,9),y)}}

Solucion del apartado (a.2):Calculo de una forma clausal de":

(V) (Vy)[P(x,y) — (32)[P(z,2) A P(z,y)]]

=(Va)(Vy)(F2) [P (2, y) V (P(z,2) A P(z,y))]  [por(a.1)]

J2)(3y) (V2)~(=P(z,y) V (P(z,2) A P(z,y))) [por (8)y (9)]

2)(Jy)(V2) [P (x,y) A~ (P(z,z) A P(z,y))] [por (6)]

z)(Jy) (V2)[P(z,y) A (—P(z,2) V-P(z,y))]  [por (7)y (5)]
(a,b) A (ﬂP(a z) V =P(z,b))] [Skolema y 0]

2)[P
{P(a.)}, {~P(a,2).~P(=.D)}}

at

va)

(
(3
(3
(¥
{

Ejercicio 9 Se conocen los siguientes hechos:
1. Todos los ordenadores soranguinas.
El TX-150 es un ordenador.
Félix puede arreglar, o bien estropear, cualquieaquina.
Cada cosa puede ser arreglada por alguien.
Las cosas solamente desesperan a quienes no son capaces de arreglarlas.

El TX-150 desespera &kx.

N o M w Dd

Ninguna nadquina puede ser arreglada por misma.
Se pide:

(a) Formalizar los hechos anteriores utilizando los siguientesib®los de predicadoO(x): “ x es un
ordenador”, M (z): “ x es una raquina”, A(z,y): “ x puede arreglay”, E(x,y): “ = estropeay” y
D(z,y): “ x desesperag”. Y a, b como constantes para TX-150 &I, respectivamente.

(b) Utilizando resoluddbn responder a las siguientes preguntas: ¢ Puede arregdtixlel TX-150? ¢ Es-
tropea Felix el TX-1507?

Solucion:
Solucion del apartado (a): Formalizacon:

1. Todos los ordenadores soraquinas.
(Vo)[O(x) — M(x)].

2. EI TX-150 es un ordenador.
O(a).
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3. Félix puede arreglar, o bien estropear, cualquiagaina.
(Vx)[M(x) — A(b,x) V E(b, x)].
4. Cada cosa puede ser arreglada por alguien.
(V) (y) A(y, x).
5. Las cosas solamente desesperan a quienes no son capaces de arreglarlas.
(Vo) (Vy)[D(z,y) — —Aly, z)].
6. El TX-150 desespera &hx.
D(a,b).

7. Ninguna naquina puede ser arreglada pbnssma.
—(3x)[M(z) A A(z, ).

Solucion del apartado (b): En primer lugar, se calculan formas clausales dedasitilas anteriores.

(V2)[O(x) — M(x)]
(V2)[=O(z) vV M (z)] [por (4)]
{{-O(z), M(z)}}
O(a)
{{O(a)}}
(Va)[M(z) —
(V) [~ M (x) V
{{-~M(z), A(b,
(Va)(3y)A
sat ( ) (f(ZL‘ I’)
{{A(f(z),2)}}
(Vz)(Vy)[D(z, y) — —A(y, z)]
(V2)(Vy)[~D(z,y) V ~A(y,z)]  [por (4)]
{{-D(z, )ﬁA(y T)}}
D(a,b)
{{D(a,b)}}
—(3x)[M (z) N Az, x)]
() A A

(V) =(M (x) A Az, x)) [por (8)]
(V) [=M (z) V - A(z, z)] [por (5)]

{~M(z), ~A(z, 2)}}

Las chusulas obtenidas son

A(b,x) V E(b, x)]
A(b,x) vV E(b,x)] [por (4)]
), E(b,x)}}

z)

(v,
), [Skolem f]
i



18 Examen de Septiembre de 2001

{—O(x), M(x)}

{O(a)}

{~M(z), A(b, z), E(b, x)}
{A(f(2), )}

{_‘D(xvy 7_‘A( )}
{D(a,b)}

{~M(z), ~A(z, z)}

N O Ol W N~

Vamos a demostrar queskx no puede arreglar el TX-150. Para ello, suponemos lo contrario, lo que da
lugar a la chusula

8 A(b,a)
Una refutaddn por resoludn de las @usulas anteriores es
5 {=D(z,y),~Aly,x)}

6 {D(a,b)}

8 {A(ba)}

9 {-A(b,a)} Resolvente déy 5
10 O Resolvente déy 8

Vamos a demostrar queekx estropea el TX-150. Para ello, suponemos lo contrario, lo que da lugar a
la clausula
11 =E(b,a)
Una refutaddn por resoludn de la chusulal 1 junto conl-7 es
1 {=O(x), M(x)}

2 {O(a)}
3 {=M(z), A(b,z), E(b,z)}

5 {=D(z,y),~A(y,z)}

6 {D(a,b)}
10 {=E(b,a)}
11 {M(a)} Resolvente dé y 2
12 {-A(b,a)} Resolvente dé y 6
13 {A(b,a),E(b,a)} Resolvente d8 y 11
14 {E(b,a)} Resolvente dé3y 12

15 O Resolvente dé4y 10
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Ejercicio 10 SeaA la formula proposicional
(pVqge 1)A(=p—3s)A(=t —q)A(sAt— u).

(a) Pruébese quel es satisfactible.
(b) Demuéstrese por el gtodo de tableros sémticos qued = r — w.

(c) Pruébese por resoludn proposicional que

{pVqge— —r,—p—s,—t—qgsANt—ulEr—u

Solucion:
Solucion del apartado (a): Vamos a demostrar la satisfacibildad denostrando un modelo dé. Sea
v una valoradn. Para que verifique las implicaciones dé basta que no verifique sus consecuentes; es
decir,v(s) = 0,v(q) = 0y v(u) = 0. Siv(g) = 0, para que verifique(pVq < —r), basta que(p) # v(r)
(por ejemploy(p) = 1y v(r) = 0). Por tanto, la valorabn v tal que

v(p) =1,v(q) =0,v(r) =0,v(s) =0y v(u) =0.
es un modelo del.

Solucion del apartado (b): Un tablero serantico de{ A, —(r — u} se muestra en la Figura 1§gina
20). Puesto que todas sus hojas son cerradas, se tient [gue — u.

Solucion del apartado (c): En primer lugar, se calcula formas clausales dedamitilas de las hiftesis
y de la negadin de la conclugin:

pVqe

(pVg—-r)A(=r—pVq) [por (1)]
(=(pVq@)V-r)A(==rVpVq) [por (2)]
(FpA=g)Vor)A(rVpVa) [por (3) y (5)]

(mpV =) A(=gV=r))A(rVpVag) [por(7)]

H=p,—~r} =g, ~r}, {r,p, q}}

—\p — S
—~=p Vs [por(2)]
pVs  [por(5)]
{{p,s}}

-t —q
-t Vq [por(2)]
tvg  [por(5)]
{{t.a}}

SNt —u
—(sAt)Vu [por(2)]
(msV —t)Vu [por(3)]

{{=s, 7, u}}



20 Examen de Diciembre de 2001

(PVa = ) A (D= 5) At = g) A5 AT — ), ~(r — )
pVCJHﬁf',(ﬁp%S)A(ﬂtLq)/\(s/\tHU)ﬁ(r—W)
p\/q—>ﬂr,—m—>p\/q,(ﬁp—>s)/l\(ﬁt—>q)/\(s/\t—>u),ﬂ(r—wu)
p\/q—>ﬂr,ﬁr—>p\/q,—|p—>s,‘(—|t—>q)/\(s/\t—>u),ﬂ(r—>u)

l

pVq— —r,—r—pVqg-p—st—qsANt—u-(r—u)

l

pVq— —r,or —pVg,p— st —qs AN —uroul

“(pVq), r—pVg-p—st—qsANt—ur u ]_‘7’7---a7”a_‘u\

1 |

[=p.~q,r > pVg p—s t—gsAt—uru| - Cerada

7P, -] P, g, = pV g, s, t =g s ANt —u, U
|
Cerrada
—p, =g, —pV g, s, -t — g, (s At),r,u
|
Cerrada
’...,5,...,—|5,...‘ ‘—\p,ﬁq,—\r—>p\/q,s,—\tﬂq,—|t,r7—|u‘
|
Cerrada
’...,—\ﬂt,—\t,...‘ ’...,ﬁq,...,q,...‘
| |
Cerrada Cerrada

Figura 1:Arbol seméntico
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~(r — u)
=(=r Vou) [por (2)]
——=r A —u [por (4)]
rA-u [por (5)]

{Hri {-ut}

Una resoludn de las dusulas obtenidas es

1 {-p,—r}

2 {~q, v}

3 {rpq}

4 {p,s}

5 {t,q}

6 {-s,—t,u}

7 {r}

8 {-u}

9 {—q} Resolvente d& y 2
10 {-p} Resolvente d& y 1
11 {-s,-t}  Resolvented8y 6
12 {t} Resolvente déy 5
13 {s} Resolvente dé0 y 4
14 {-t} Resolvente dély 13
15 O Resolvente de4 y 12

Ejercicio 11 SeasS el conjunto formado por las siguientésinulas:

Fyz Pla) A (Vo) [P(z) — Q(f (x), x)]

Fy = (Vo) (Vy)[Q(z,y) — (B(f(x)) A —R(f(f(2))))]
Fy - (Vz)[P(z) V R(z)]
Fy o (Vo)=(P(z) A R(x))
Se pide:

(a) Probar mediante resoluén queS = P(f(f(f(a)))).

T

(b) Probar, utilizando un modelo de Herbrand, qtig= (Vx)[Q(f(x),z) — P(z)].

Solucion:
Solucion del apartado (a): En primer lugar, se calculan formas clausales de laétégis y de la
negaobn de la conclugin:

Fy 2 Pla) A (Vo) [P(x) = Q(f(x), ©)]

= Pla) A (Vo)[~P(z) VQ(f(z),x)]  [por (2)]

= (vVo)[P(a) A (=P(z) V Q(f(x),2))] [por (15)]

= {P@)} {=P@),Q(f(2),2)}}

By (Vo) (vy)[Q(z,y) — (R(f(x)) A =R(f(f(2))))]

= (V2)(Yy)[-Q(z,y) V (R(f(2)) A ~R(f(f(2))))] [por (2)]
= (V) ("W)[(-Qx,y) V R(f(2))) A (=Q(z,y) V ~R(f(f(x))))] [por (19)]
= {{=Q(,y), R(f ()}, {~Q(z,y), ~R(f(f(x)))}}
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[

=

. (Vx)[P(z) V R(x)]

{P(z), B(z)}}

. (Vx)=(P(z) A R(x))

(Va)[~P(x) v = R(x)]
{=P(z), ~R(x)}}

—P(f(f(f(a))))
{=P(f(f(f(a))))}}

[por (5)]

Una resoludn de las dusulas obtenidas es

1 {P(a)}

2 {~P(x),Q(f(x),)}

3 {~Q(z,y), R(f(2))}

4 {=Q(x,y), ~R(f(f(z)))}

5 {P(x),R(x)}

6 {-P(x), ~R(x)}

7 A{=P(f(f(f(a))))}

8 {R(f(f(f(a))))} Resolvente d&y 5

9 {-Q(f(a),y)} Resolvente d8y 4
10 {=P(a)} Resolvente d8y 2
11 O Resolvente dé0y 1

Solucion del apartado (b): Vamos a obtener consecuencias que nos permitan contruir el modelo de
Herbrand.

1 (Vo)[P(z) — R(f(f(x)))] [por Iy F]

2 (Vo) (Vy)[Q(z,y) — P(f(f(x)))] [porFyy Fy

3 (Vz)[R(z) vV R(f(f(z)))] [porly 3]

4 P(a) [por Fi]

5 Q(f(a),a) [pordy 1]

6 —R(f(f(f(a)))) [por5y F3]

7 R(f(a)) [por 6y 3]

8 R(f(f(a))) [por1y 4]

9 P(f(f(f(a)))) [por2y 5]
10 Q(f(f(f(f(a))), F(f(f(a))))  [poOr9y Fi]
11 =R(fF(FFFf(f(a))))))) [por10y F3]
12 R(f(f(f(f(a))))) [por11y 3]
13 R(f(f(f(f(f(a)))))) [por1y 9]

Se observa que la ley de formanies
P(a),Q(f(a),a), R(f(a)), R(f(f(a))),
P(f(f(f(a)))), QUF(Ff(f(a))), F(f(f(a))), RUF(f(f(f(a)), ROF(F(F(F(f(a)))))), -

Sea

]’1 — {P(f3n(a>)’ Q(f3n+1(a)7 f3n<(l)), R(f3n+1(a))’ R(f3n+2(a)) = N}
Se comprueb&kilmente qud;, = S el | (V2)[Q(f(x),x) — P(z)]. Para extendef, a un modelo de
S en el que no se verifique'x)[Q(f(z), z) — P(z)], introducimos una nueva varialllg suponemos que
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Q(f(b),b). De manera aloga a la anterior, se obtiene
Q(f(b), b)
R(f(f(b)))
P(f(f(f(D))))
QU (f(f(f(0)))), F(F(f(B))))
R(f(f(F(F(f(B))))))
R(f(b))
PO
QU (SN, S D)))))))
PSS SSSE@N))
R(f(f(F(f(D)))))
RS @)N)))

Sea

I = 1 U (PP (1), QU™ 0). £ (0)), RO (). R(™2(0)) s m € N},
Se compruebaakilmente qud, = S el |~ (Vx)[Q(f(z),z) — P(x)].

Ejercicio 12 Este ejercicio tiene dos apartados.

(a) Hallense las formas prenexa conjuntiva, de Skolem y clausal derfaufa:
(32)(Fy) (V2)[(V0)[Q(x,v) V R(z, y)] = —(Fv)~(Fu)[Q(z, v) A =R(z, u)]].

(b) SeanAy B formulas proposicionales ' una tautologa. Pruebese que son equivalentes:

1) A= (BANQO).
(2) Para cada valoradnv, siv = A A C entonces = B.

Solucion del apartado (a):
1.— Forma prenexa conjuntiva:

(3m>(3y)(VZ [(Y0)[Q(z,v) V R(z,y)] — —=(30)=(Fu)[Q(x,v) A ~R(z, u)]]
2)[(V0)[Q(z,v) V R(z,y)] — =(Fw)=(Fu)[Q(z, w) A ~R(x, u)]]
( 0)[Q(z,v) V R(x,y)] V =(3w)=(Fu)[Q(x,w) A = R(z,u)|]
~(Q(z,v) V R(z,y)) V (Yw)==(Tu) [Q(w, w) A =R(z,u)]|
—Q(z,v) AN =R(z,y)) V (Yw)(Fu)[Q(z, w) A ~R(x, u)]]
—Q(z,v) A ~R(z,y)) V (Fu)[Q(z,w) A ~R(z,u)]]
N(=Q(x,v) A =R(z,y)) V w) A —~R(z,u))]
u)[ (=Q(z,v) V Q(x,w)) A v) V =R(7,u)) A
(=R(x,y) vV Q(z,w)) A y )

)
Fy)(Vz)
y)(V2)
y)(¥2)[(3
y)(V2)[(3
y)(Vz)
y)(V2)
y)(V2)

/\/\/‘\/\/-\/‘\/‘\

(2,
Qe
R

(x7

(
(-
(= )V —R(z, u))]

[por rectificacon]
[por (4)]

[por (8) y (9)]
[por (6) y (7)]
[por (16)]

[por (18)]

[por (19) y (20)]

[Skolema]

[Skolemb]
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—Q(a, f(2)) V-R(a,u)) A [Skolem f]
a,b) V- R(a,u))]

a, f(2)) V=R(a,g(z,w))) A [Skolemg]
—R(a,b) V -R(a,g(z,w)))]

>
T
D~

{—R(a,b),~R(a,g(z,w))} }
Solucion del apartado (b): [(1) = (2)] Seav una valoradn. Entonces,
vEAANC
— vEA
— vEBAC [por(1)]
— vEB
[(2) = (1)] Seav una valoradn. Entonces,
vEA
— v AANC [porserC tautologa]
— vEB [por (2)]
— v BAC [porserC tautologa]

Luego,v = A — BAC'y, portanto)=A — BAC.
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Ejercicio 13 Consideremos labrmula proposicional
A:(r—=p AN(—r—qVs)—pVqVs

y el conjunto de@rmulas
U={r—pVqgs—psA-r—sVt}.

1. Pruébese, mediante tableros samticos, qued es una tautolota.
2. Pruébese, razonadamente, quess consistente, mostrando para ello un modelé’de

3. Pruébese, mediante resoloailineal, quell = —p — (¢ V t).

4. SeaB la formula anterior-p — (¢ V t). ¢ Podemos eliminar algunarimula deU de manera que la
formula B sea consecuenciagdica del conjunto debfrmulas restante?

Solucion:

Solucion del apartado 1: El tablero serantico de—A es
~((r—=p)AN(-r—qVs)—pVqVs)
|
(r—=p)A(-r—qVs),~(pVaqVs)

|
r—p,or —qVs,(pVqVs)

|
r—p,—r —qVsp(qVs)

r—p,=r — qVs,p, g, s

‘ﬂ“; - —qVs,7p, g, s ‘ P, —qVSs,7p, g, s

Cerrada

(=7, ==, =p, ¢, 75| -7, q Vs, 7p,—q, s |

Cerrada

‘ -r,q,—p,q, S ‘ ‘ -r,s,p, q, S ‘

Cerrada Cerrada

Como todas las hojas son cerrada®s una tautolag.

Solucion del apartado 2: Seav una valoradn. Para que sea modelo de las dos implicaciones de
U basta que sus consecuentes sean falsas en decir,u(p) = 0y v(s) = v(t) = 0. Seanv tal que
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v(p) = 0, para que» sea modelo de la equivalencia, basta gte¢ = v(q). Por tanto, una valoraan v tal

quev(p) = 0,v(q) = 0,v(r) =0,v(s) =0y v(t) = 0 es un modelo d&'.

Solucion del apartado 3: En primer lugar, calculamos formas clausales dedasfilas de/ y de la
negaobn de la conclugin:

r<—pVyqg
(r—=pVgApVg—r)
(=rvpVva) A(=pVeVr)
(=rV(pVva)A((=pA=g) V)
(—=rVpV@A(=pVr)A(=gVr))
Hrp.a} {-p,r} {—~q,7}}

S — P

=sVp

{{~s,p}}

“SAr — sV
—(asA-T)V (sVi)
(mmsV o) V(s Vi)
(sVr)V(sVi)

{{s,r 11}

=(=p— (¢ V1))
=(==pV(gVi)
-(pV(qVt))
—pA-(q Vi)
—p A (=g A —t)

{{-pt {~a} {~t}}

[por (1)]
[por (2)]
[por (4)]
[por (7)]

[por (2)]

[por (2)]
[por (3)]
[por (5)]

[por (2)]
[por (5)]
[por (4)]
[por (4)]

Una resoludn lineal con las @usulas obtenidas es

—_

00 ~J O Ol = W

9
10
11
12
13

{=r.p.q}

{—p,7}

{=q,7}

{—s,p}

{s,r t}

{-nr}

{—q}

{—t}

{s,1} Resolvente déy 8
{r,p} Resolvente déy 4
{p,q} Resolvente de0 y 1
{p} Resolvente dely 7
O Resolvente dé2y 6

Solucion del apartado 4: Sean

Fy
Fy

r<—=pVgq
1S —p
ng

“SAr—sVt
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las formulas dd/. Veamos que no puede eliminarse ninguna sin perder la consecuencia:

o {F,, F3} [~ B: Seaw; tal que
v1(p)0 =, v1(q) =0, v1(r) =1, v1(s) =0y vy (t) = 0.
Entoncesy, (F») = v (F3) =1y v (B) = 0.
o {F, F3} [~ B: Seaw, tal que
v2(p)0 =, v2(q) = 0, v2(r) =0, va(s

=1 Yy Ug(t) = 0.
Entoncesyy(Fy) = va(F3) = 1y ve(B) = 0.

o {F, Fy} |~ B: Seaws tal que
v3(p)0 =, v3(q) = 0, v3(r) = 0, v3(s) = 0y wv3(t) = 0.
Entoncesys(Fy) = v3(F2) = 1y v3(B) = 0.

Ejercicio 14 En cierto pas oriental se ha celebrado la fase final del campeonato mundialtdelf Cierto
diario deportivo ha publicado las siguientes ed&dtas de tan magno acontecimiento:

e Atodos los porteros que no vistieron camiseta negra les aancgol aldin delantero europeo.
e Algln portero jug con botas blancas Yoo le marcaron goles jugadores con botas blancas.
¢ Ningln portero se ma@ un gol a $ mismo.
e Ningln jugador con botas blancas vistcamiseta negra.

Se pide:

1. Formalizar los enunciados anteriores en un lenguaje de primer orden usando los siguiemtetos
de predicado: P(x): “ x es portero”, D(z): “ = es delantero europeo”N(x): “ x viste camiseta
negra’, B(x): “ x juega con botas blancas’\/ (z,y): “ x mard un gol ay”.

2. Obtener una forma clausal para el conjunto derhulas del apartado anterior.

3. Probar, mediante resolugn, que algin delantero europeo jugcon botas blancas.

Solucion:
Solucion del apartado 1:

e Atodos los porteros que no vistieron camiseta negra lesamargol algin delantero europeo.
(V)[P(z) A =N (z) — (Jy)[D(y) A M(y, z)]].

e AlgUn portero ju@ con botas blancas Yk le marcaron goles jugadores con botas blancas.
(3)[P(z) A B(z) A (Vy)[M(y, z) — B(y)]].

e Ningln portero se maécun gol a §mismo.
—(3x)[P(z) A M (x,x)].
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e Ningln jugador con botas blancas vistiamiseta negra.
—(3x)[B(z) A N(x)]

Solucion del apartado 2: Calculo de formas clausales:

(Va)[P(x) A ﬁN() (Fy)[D(y) A M(y,z)]]
= (Vo)[~(P(z) A=N(z)) vV (Fy)[D(y) A M(y, )] [por (2)]
= (Vo)[(= ()VﬁﬁN( )V (3y)[D(y) A M(y, z)]] [por (5)]
= (Vo)[(=P(z) vV N(x)) vV (3y)[D(y) A M(y,z)]] [por (7)]
= (Vo)@)[(=P(z) vV N(z)) vV (D(y) A M(y,z))] [por (18)]
= (Vo)@[((=P(z) vV N(z)) V D(y)) A((=P(z) vV N(z)) vV M(y,x))]  [por (19)]
=t (VO)[(=P(z)V N(z)) vV D(f(z))) A ((=P(z) V N(x)) vV M(f(z),z))] [por Skolem]
=  {{=P(2),N(z),D(f(2))}, {~P(z), N(z), M(f(x),z)}}
(F2)[P(z) A B(x) A (Yy)[M(y,z) — B(y)]]
= (3)[P(@) ABx) A (Yy)[~M(y,z) VvV B(y)l] [por (2)]
= (32)(Vy)[P(z) A B(x) A (=M (y,z) vV B(y))] [por (15)]
= (Vy)[P(a) A B(a) A (=M (y,a) V B(y))] [por Skolem]
=  {P@}{B(@)}.{-M(y,a), B(y)}}
—(3x)[P(z) AN M (z, z)]
= (V)= (P(x) N M(x,x)) [por (9)]
= (Vo)[~P(z)V ~M(z, z)] [por (5)]
=  {{-P@),~M(z,2)}}
—(3x)[B(z) A N(x)]
= (Vo)=(B(z) AN(z)) [por (9)]
=  (Vo)[~B(z) V -N(z)] [por (5)]

Solucion del apartado 3: Para demostrar que “dlg delantero europeo jogcon botas blancas” se

calcula una forma clausal de su ne@aci

—(3x)[D(x) A B(z)]
= (Va)=(D(z) A B(z)) [por (9)]
= (Vz)[=D(x) vV —B(z)] [por (5)]

{{=D(x), ~B(x)}}

Una refutaddn por resolu@n de las @dusulas obtenidas es
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1 {=P(2), N(x), D(f(x))}

3 {P(a)}

4 {B(a)}

5 {~M(y,a),B(y)}

6 {~P(x),~M(z,x)}

7 {=B(x), ~N(x)}

8 {=D(x),~B(x)}

9 {-D(x),~M(z,a)} Resolvente d8y 5 cono = [y/x]
10 {=D(f(a)),~P(a),N(a)} Resolventedéy2conb, = [z/y|lyoc =[y/a,z/f(a)]
11 {=-D(f(a)),N(a)} Resolvente de0 y 3
12 {=P(a), N(a)} Resolvente dély 1
13 {N(a)} Resolvente dé2y 3
14 {-B(a)} Resolvente dé3y 7
15 O Resolvente de4 y 4

Ejercicio 15 Este ejercicio tiene dos apartados.

1. Consideremos el lenguaje de primer orden= { P, f} y las rmulas deL;:
By (Vo) (3y) Pz, f(y), Fa - y) (Vo) P(x, f(y) Y Fs = (3y) (Vo) Pz, y).
(a) Hallese unal; estructura/Z, tal queZ = F} peroZ [~ F,.
(b) Héllese unal; estructura,Z’, tal queZ’ = F; peroZ’ (- Fs.

2. Consideremos ahora el lengualg = {a,b, P,Q} y la formula, F, siguiente:

(V) (3y)[P(z,y) A =Q(z,a)].
Hallese un modelo de Herbrand de

Solucion:
Solucion del apartado (1a):SeaZ = (U, I) conU = {1,2}, f! = {(1,1), (2, 2)} (es decir, laidentidad
enU)y PT ={(1,1),(2,2)} (es decir, laigualdad efi). EntoncesZ = F, peroZ [~ F.

Solucibn del apartado (1b): SeaZ’ = (U’,I') conU’ = {1,2}, f"' = {(1,2),(2,2)} (es decir, la
constante 2 ed’) y P = {(1,2),(2,2)} (es decir, la relaén menor o igual e/). EntoncesZ’ = F
peroZ’ - F.

Solucion del apartado (2a): El universo de Herbrand de, es UH= {qa, b}. Un modelo de Herbrand
deF esl = {P(a,a), P(a,b), P(b,a), P(b,b)}.
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Ejercicio 16 SeanA : -r — s A —u, B : (r V s) A (u — r) y U el conjunto dedrmulas:

U={qVrVvsr—qVt,q— —pt— uu— —sp}
(a) Pruébese, mediante tableros samticos queA y B son bgicamente equivalentes.
(b) Hallense, razonadamente, todos los modelo& dgEsU consistente?
(c) Pruébese, mediante resoladilineal, que ladrmula A es consecuenci@&gica deU.

(d) Deddase razonadamente si larmula—B es, 0 no, consecuenciagdica del.

Solucion:
Solucion del apartado (a): El tablero seréntico de—~(A < B) es

—((-r = sA—u) — ((rvVs)A(u—r)))

N

1 2

Subtablero 1 Subtablero 2
donde el subtablero 1 se muestra en la Figuragi(m30) y el subtablero 2 en la Figura 3§gina31)

((—r —=sA-u) = ((rvs)A(u—r))) ‘
|

‘ﬂr = sA—u,((rvs)A(u—r))

- — s A -, (rVs) - — s A, (u—r)

’_|7“—>8Aﬁu,_|7‘,_|8‘ ’ﬂrﬂs/\ﬂu,u,—'r‘

-, o, S ’8/\_‘?L,_|T,_\S‘ ‘ﬁﬁr,u,ﬁr‘ SN —u,u, r
Cerrada Cerrada

Cerrada Cerrada

Figura 2:Subtablero 1

Al tener todas sus hojas cerraddsy B son equivalentes.

Solucion del apartado (b): Consideremos la®fmulas ddJ:
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“(((rvs)A(u—1)) — (-r — s\ —u))
|
(rvs)A(u—r),=(-r—sA-u)
|
rVs,u—r,a(-r—sA-u)
|
Vs, u—r,or, (s A )
rV s, —u, -, (s A ) Vs, o, (s A )
|
Cerrada
r, =, -, (s A ) s, =, =1, = (s A )
|
Cerrada
‘ S, 2w, T, S ‘ ‘ S, —u, T, ﬁﬁu‘
| |
Cerrada Cerrada
Figura 3:Subtablero 2
Fi: gvrvs
F: r—qVt
Fz: q—p
F4 t—u
Fs: u— —s
Fs: p
Seav un modelo ddJ. Por Fg, se tiene
v(p) =1 1)
Por (1) yF3,
v(g) =0 (2)
Por (2) yF1,
v(irvs)=1 (3)
Por (3), se distingue dos casos. En el primer caso,
v(r)=1 4)
Por (4)F» y (2),
v(t) =1 (5)
Por (5) yFy,
v(u) =1 (6)
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Por (6) y F,

v(s) =0 (7)
Por tanto, hemos encontrado un modeldal que

vi(p) = 1,v1(q) = 0,v1(r) = L,v1(s) = 0,v1(t) = 1,01 (u) = 1

En el segundo caso,

v(r)=0 4)
Por (4)y (3),

v(s) =1 (5)
Por (5") y F5,

v(u) =0 (6)
Por (6") y Fy,

v(t)=0 (7)

Por tanto, hemos encontrado otro modeldal que
’Ug(p) = 1702(61) = 07U2(T) = 0702<S) = 1702@) = O7U2(u) =0

Puesto qué/ tiene modelos, es consistente.

Solucion del apartado 3: En primer lugar, calculamos las formas clausales dedasilas de/ y de

la formula—A:

Fi:qVvrvs = {{q,7,s}}

Fr:r—qVvt =-rVqVt [por (2)]
= {{-r.qt}}

Fy:q— —p =-qV-p [por (2)]
= {{~q, p}}

Fy:t—u =-tVu [por (2)]
= {{~t,u}}

Fs:u— —s =-uV-s [por (2)]
= {{~u, —s}}

Fs:p = {{p}}

—(==r V(s A—u))  [por (2)]
=(rv(sA-u))  [por(5)]
—r A =(s A —u)) [por (4)]
—r A (msV ——w))  [por (3)]
—r A (28 Vu)) [por (5)]

{=r}}, {8, u}}

—A:a(-r — s A )

Una resoludn lineal con las @usulas obtenidas es
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{q7 r? S}

{-rq.t}

{=q,—p}

{_‘t7 u}

{ﬁuv ﬁ3}

{r}

{-r}

{_'87 u}

{¢,7,u} Resolvente déy 8
10 {q,r,—s} Resolvented8y5
11 {q,r} Resolvente dé0 y 1

O O Tl Wi~

Ne}

12 {q} Resolvente dély 7
13 {-p} Resolvente dé2y 3
14 O Resolvente de3 y 6

Solucion del apartado (d): Puesto que los modelos @g calculados en el apartado (b), son las valora-
cionesu; Yy v, tales que

v1(p) = L,v1(q) = 0,v1(r) = L,v1(s) = 0,v1(t) = L,v1(u) =1
va(p) = 1,v2(q) = 0,v9(r) = 0,v2(s) = 1,v3(t) = 0,v9(u) =0
cuencia dd/ basta calcular el valor deB en dichas valoraciones.

para determinar st B es conse-

vi(=((rvs)A(u—r))) =H(vi(rvs)Au—r))
= H_(Hp(v1(r V s),v1(u — 1)))
= H.(HA(Hy(vi(r),vi(s)), H-(v1(u), v1(r))))
— HL(HA(H(1,0), H-(1,1))
= H_(HA(1,1))
= H.(1)
=0

Por tanto,~B no es consecuencia de
Notese que elalculo anterior puede simplificarse (por eétado de Quine) en

S ((rvs ) A (u = 1)
0 110 1 1 11

Ejercicio 17 Consideremos el lenguaje de primer order- {a, P, @} (siendoa un dmbolo de constante
y Py @ predicados de aridad 1). Seala formula deL

(Vo)[P(z) — (Qz) V Q(a))] — ((Fr)P(z) — (I2)[Q(z) V Q(a)])
(a) Obtenganse formas clausales pakay —F'.
(b) Pruébese, utilizando resolum basica, quel’ es bgicamente &lida.

(c) Desciitbase un modelo de Herbrand dée

Solucion:
Solucion del apartado (a): Calculo de una forma clausal dé&
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Solucion del apartado (c): A la vista de la forma clausal dE del apartado (a), se observa que un

modelo de Herbrand dE es el conjunto véo (es decir, ningn elemento verific& ni ninguno verificay).

Ejercicio 18 Consideremos el LPQ@ = {a,b, P,Q, R, T}. Esciibanse drmulas deL que expresen las

siguientes afirmaciones:

1. Pilar dirigi 6 alglin drama pero no dirigh ninguna comedia.
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2. Pedro dirigib una comedia de mayor dur&ei que cualquiera de las dirigidas por Pilar.
3. Pedro no dirigdb comedias salvo que Pilar dirigiera alg drama.

4. Pilar dirigi 6 todo drama que no diri@i Pedro.

P(z) expresaé que “x es una comedia’@(x) que “z es un drama”,R(x, y) expresaa que “z dirigio y”
y T'(z,y) que “z es de mayor duradin que y”. Las constantesy b denotaén, respectivamente, a Pedro y
a Pilar.

Solucion:

1. Pilar dirigio algin drama pero no dirigininguna comedia.
(Fy)[Qy) A R(b, )] A =(32)[P(2) A R(b, )]

2. Pedro dirigb una comedia de mayor durénique cualquiera de las dirigidas por Pilar.
() [P(z) A R(a,z) A (Yy)[P(y) A R(by) — T(z,y)]]

3. Pedro no dirigh comedias salvo que Pilar dirigiera algdrama.
() [P(z) A R(a,2)] — (3y)[Qy) A R(b,y)]

4. Pilar dirigié todo drama que no dirigiPedro.
(Va)[Q(x) A —R(a, z) — R(b, z)]

Ejercicio 19 Consideremos la®fmulas del LPOL = {P, Q}

Fy: (3z)[P(x) A Q(x)].

Fy o (3z) P(x) A (32)Q(x),

Fy: (32)(y)[P(x) A Q(y)]
(a) Hallese unal estructuraZ tal queZ = F; peroZ [~ F.
(b) Pruébese que todo modelo dges modelo dés.

(c) Pruébese qués, y F3 son bgicamente equivalentes.

Solucion:
Solucion del apartado (a): Vamos a buscar formas clausalesidey —F; y saturar por resoluén el
conjunto de las @éusulas obtenidas para hallar un modelo de Herbraqd'de-F1 }.

() P(x) A (32)Q(x)

(3z)P(x) A (Jy)Q(y)  [rectificacon]

(32)(Fy)[P(z) A Q(y)] [por (11)—(18)]

a  Pla) NQ(D) [por Skolem]
{{P(a)},{Q(b)}}

Fy: (@) [P(e) AQ(x)]
(Va)=(P(x) AQ(x))  [por (9)]
(Va)[~P(x) V ~Q(z)]  [por (5)]
{=P(@), ~Q(x)}}

Las chusulas obtenidas son

&

va)

|
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1 {P(a)}
2 {Q®)}
3 {=P(x), ~Q(z)}
Veamos el proceso de satur@aj por resolud@n:
Al resolver 1 con 1 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 1y 2 no se obtiene resolvente.
Al resolver 3con 1, 2y 3 se obtiene
4{-Q(a)} (resolvente de 3y 1)
5{=P(b)} (resolvente de 3y 2)
Al resolver 4 con 1, 2, 3y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5 con 1, 2, 3, 4y 5 no se obtiene resolvente.

A la vista del saturado, un modelo€s= (U, I) conU = {a, b}, P! = {a}, Q" = {b}.

Solucion del apartado (b): Probar que todo modelo d& es modelo dé,, equivale a probar que
F | F5 que, a su vez, equivale a probar dug, —F»} es inconsistente. Probaremogilima condicon
por resoluddbn. Para ello, empezamos calculando unas formas clausalgésyders.

Fy: (32)[P(x) AQ(x)]

=t Pla) AQ(a) [por Skolem]
= {P@)}{Q)}}

_\F2 .

~((Bz)P(z) A (32)Q(x))
—(3z)(3y)[P(r) AQ(y)]  [por apartado (a)]
(V) (Vy)~(P(x) AQ(y))  [por (9)]

(V) (Vy)[=P(x) V =Q(y)] [por (5)]
{=P(2),~Q(y)}}

La resolucdn es

1 {P(a)}

2 {Q(a)}

3 {=P(z),~Q(y)}

4 {=-Q(y)} Resolvente dé y 3
5 O Resolvente dé y 2

Solucion del apartado (c): Para probar qué; y F3 son bgicamente equivalentes, basta probar que
F, &= F3y F3 = F5. Lo haremos por resolumn. Para ello, necesitaremos formas clausales,de £y, F;
Yy - L.

Fy: (30)P(x) A (32)Q(x)
= {{P(@)}.{Q®)}}  [poranterior]

—Fy: =((3z)P(x) A (3x)Q(x))
H{~P(2),=Q(y)}} [por anterior]

(3z)(Fy)[P(z) A Q(y)]
sat P(c) NQ(d) [por Skolem]

{P(9)}{Q(d)}}

=
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—Fy o —(3)(3y)[P(x) A Qy)]

= (Vo) (vy)~(P(x) AQ(y))  [por (9)]
= (Vo) (vy)[=P(x) vV =Q(y)] [por(5)]
= (Vw)(Vy;[ﬁP () vV =Q(y)] [por (5)]

Demostradn, por resolud@n, def’, = Fjs:

1 {P(a)}

2 {Q®)}

3 {_'P(x)a _'Q(y)}

4 {-Q(y)} Resolvente dé y 3
5 0O Resolvente dé y 2

Demostradin, por resoludn, deF; = Fy:

1 {P(c)}

2 {Q(d)}

3 {=P(x), ~Q(y)}

4 {=Q(y)} Resolvente de y 3
5 U Resolvente de y 2
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Ejercicio 20 Consideremos los conjuntos derhulas:

S={p—aqq=ris-shr—qq}
T={qVr,~qV-r}

1. Pruébese, mediante tableros samticos, queS es consistente.
2. Obtenganse, razonadamente, todos los modelds. de
3. Pruébese, mediante resolaai lineal, queS U T' es inconsistente.

4. Teniendo en cuenta los apartados anterioreséapase unadrmula F', formada exclusivamente por
las variablesg y r, tal que: F ¢ TAUT 'y S |= F.

Solucion:
Solucion del apartado 1: Un tablero serantico deS es

P—daq =1 Ns,msAr— q,~q]

P —~aq—7rAs;rAs—qosAr—q,7q|

|pg—rAsrAs—q-sAr—q,q]  [¢- ]
\

Cerrada

‘ﬁp,qHr'As,ﬂ(r/\s),ﬂs/\qu,ﬂq‘

Cerrada
’ -p,(r As), s Ar— q,q ‘ ’ “p,r As,(rAs), s AT — q,q
\
Cerrada
[P ~(r As),~(os Ar)~a| | =p,o(rAs) g,
Cerrada
[P, o (s Ar), ] [P s, ~(os A ). g
’_'pa -, “"‘S,_'q‘ ’_‘p; -, _‘Q‘ ’ﬁp7 ﬁ.s’./‘!‘\b‘,‘!q‘ ’ﬁp,/ -8, T, ﬁq‘
. | |
Abierta Cerrada Abierta

\
Abierta

Al tener hojas abiertas, el conjuntbes consistente.

Solucion del apartado 2: La hojas abiertas son
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Sl = {_'p7 g, T, S}
SQ = {_'p7 g, _'T}
53 = {_'p7 —-q, T, _‘8}
Por tanto, los modelos deson las valoracionestales que(p) = v(q) = v(r) = 0.

Solucion del apartado 3: En primer lugar, tenemos que calcular las formas clausales dértaslas
deSUT.

pP—q =-pVygq [por (2)]
={{-»q}}

georAs =(q@—=1rAS)AN(rAs—q) [por (1)]
= (g V (rAs)A(=(rAs)Va) [por (2)]
= (g V (rAns))A((=rV=s)Vg) [por (3)]

(g Vr)A(=gVs)A((=rV=s) V) [por(6)]

= {{—~q,7}, {~q,s},{-r —s,q}}

“sAr—q =-(-sAT)Vgq [por (2)]
= (-—sV-r)Vy [por (3)]
=(sV-r)Vyg [por (5)]
= {{s,~r,q}}

—q = {{—q}}

qVvr ={{¢,7}}

—qV-r  ={{~g r}}

Una resoluddn lineal con las @usulas obtenidas es
1 {-p,q}
2 {—q,r}
3 {—q,s}
4 {-r,-s,q}
5 {87 -, q}
6 {—q}
7 {qr}
8 {—g,—r}
9 {s,q} Resolvente d&y 5

10 {q,—r} Resolvente do y 4

11 {q¢} Resolvente dé0y 7

12 O Resolvente dely 6

Solucion del apartado 4: Puesto que en cualquier modelale S se verifica que(q) = v(r) = 0,
entonces ladrmula—g A —r s una consecuencia no tadka des.

Ejercicio 21 Supongamos conocidos los siguientes hechos acercaidetm de aprobados de dos asig-
naturas Ay B:

1. Sitodos los alumnos aprueban la asignatura A, entonces todos aprueban la asignatura B.

2. Sialgiun delegado de la clase aprueba Ay B, entonces todos los alumnos aprueban A.



40 Examen de Junio de 2003

3. Sinadie aprueba B, entonces nimgdelegado aprueba A.
4. Si Manuel no aprueba B, entonces nadie aprueba B.
Se pide:
(a) Formalizar los enunciados anteriores en un lenguaje de primer orden usando los siguiernietos
de predicado:D(x): “ x es un delegado”Ap(z,y): “ = aprueba la asignatura”. Las constantes
a, b, m denota@n la asignatura A, la asignatura B y a Manuel, respectivamente.

(b) Obtener una forma clausal para el conjunto @erhulas del apartado anterior.

(c) Probar, mediante resolugn, que si Manuel es un delegado y aprueba la asignatura A, entonces todos
los alumnos aprueban las asignaturas Ay B.

Solucion:
Solucion del apartado (a)Formalizacon:

1. Sitodos los alumnos aprueban la asignatura A, entonces todos aprueban la asignatura B.
(V) Ap(z, a) — (Vy)Ap(y, b).

2. Sialgin delegado de la clase aprueba Ay B, entonces todos los alumnos aprueban A.
(32)[D(x) A Ap(x, a) A Ap(x, b)] — (Vy)Ap(y, a).

3. Sinadie aprueba B, entonces nimgdelegado aprueba A.
~(3z)Ap(z,b) — ~(3y)[D(y) A Ap(y, a)].

4. Si Manuel no aprueba B, entonces nadie aprueba B.
—Ap(m,b) — —(Jz)Ap(x,b).

Solucion del apartado (b) Formas clausales:
L {=Ap(c,a), Ap(y,b)}
2 {—-D(x),~Ap(z,a), ~Ap(x,b), Ap(y,a)}
3 {Ap(d7 b)? _'D(y)7 _'Ap<y7 a)}
4 {Ap(m7 b)? ﬁAp(l’, b)}

dondec, d y e son constantes de Skolem.

Solucion del apartado (c)Resolucbn:
Antes de hacer la resoli se formaliza la negam de la conclugin (Si Manuel es un delegado y
aprueba la asignatura A, entonces todos los alumnos aprueban las asignaturas Ay B):

~(D(m) A Ap(m, a) — (V)[Ap(z, a) A Ap(z,b)])
y se calcula las @usulas correspondientes:
5 {D(m)}
6 {Ap(m,a)}
7 {—-Ap(e,a),~Ap(e,b)}
La resolucdbn es
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1 {=Ap(c,a), Ap(y,b)}

2 {=D(x), ~Ap(z, a), ~Ap(z,b), Ap(y,a)}

3 {Ap(d,b),~D(y), ~Ap(y,a)}

4 {Ap(m, b)’ —\Ap(x, b)}

5 {D(m)}

6 {Ap(m,a)}

7 {-Ap(e,a), ~Ap(e, b)}

8 {Ap(d,b),~Ap(m,a)} Resolvente de 5.1y 3.2

9 {Ap(d,b)} Resolvente de 8.2y 6.1
10 {Ap(m,b)} Resolvente de 9.1y 4.2
11 {=D(m),-~Ap(m,a), Ap(y,a)} Resolvente de 10.1y 2.3
12 {=Ap(m,a), Ap(y,a)} Resolvente de 11.1y 5.1
13 {Ap(y,a)} Resolvente de 12.1y 6.1
14 {Ap(y,b)} Resolvente de 13.1y 1.1
15 {—Ap(e,b)} Resolvente de 7.1y 13.1
16 O Resolvente de 15.1y 14.1

Ejercicio 22 El ejercicio tiene dos apartados.

1. Consideramos el lenguaje, = { P, f,a,b, ¢} y el conjunto deGrmulas:
S = {P(c,a) — (V2)P(2,b), (V2)[P(f(2), x) — (V2)P(z,2)],~P(b,c)}
Pruébese, proporcionando un modelo de Herbrand, §ué P(f(a),a) VvV =P(f(b),b).
2. Consideramos el lenguaje, = {a, b, P}. SeaF’ la formula
= P(x,a) AN =P(x,b) A (Jy)(32)P(y, 2)

Pruébese qud es consistente y que NO tiene riingmodelo de Herbrand (en el lenguaje).
¢, Contradice esto el teorema de Herbrand? &eese la respuesta.

Solucion:
Solucion del apartado (1): Las formas clausales de lasfulas del problema son:

o deP(c.a) — (V2)P(2,0), Si = {{-P(c,a), P(z,b)} };
o de(Va)[P(f(x),x) — (V2)P(z,2)], S = {{=P(f(2),2), P(z,2)} };
o de—P(b,c), Sy = {{~P(b,c)}};

o de=(P(f(a),a) vV =P(f(b), b)), Sa = {{=P(f(a), a)}, {P(f(0), b)}}.

Vamos a calcular la saturdxi, por resolu@n y factorizaddn, deS; U S; U S3 U S,;. Las chusulas
iniciales son
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Al resolver 3 con 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 4 con 3y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5 con 3, 4 y 5 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 3, 4, 5y 1 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 3, 4,5, 1y 2 se obtiene
6 {P(z,b)} (resolvente de 2y 5) y
7{=P(f(c),c)} (resolvente de 2y 3)
La clausula 6 subsume alalyala5
Al resolver 6 con 3, 4, 2y 6 no se obtiene resolvente.
Al resolver 7 con 3, 4, 2, 6 y 7 no se obtiene resolvente.

Por tanto, el saturado es
{—|P<f(23), x)? P(’Z? QJ)}
{=P(b,c)}
{=P(f(a),a)}
{P(z,b)}
{=P(f(c),0)}

El universo de Herbrand €sH = {a, f(a), f(f(a)),...,b, f(b), f(f(b)),... ¢, f(c), f(f(c)),...} Y
un modelo de Herbrand ds= {P(z,b) : z € UH }.

(\V]

= N

Solucion del apartado (2): Para demostrar quE es consistente basta mostrar una estrududeal., y
una asignacin A enZ tales queZ, |= F. SeaZ = (U, I) conU = {1,2},a’ = 1,0 =1y P = {(1,2)}.
SeaA tal queA(z) = 1. EntoncesZ, = F (ya que

Za(F) =Za(~P(x,a) N=P(z,b) A (3y)(32)P(y, 2))
= iA(ﬁP(l’, a)) NTa(=P(z,b)) ANZa((Fy)(32)P(y; 2))
puesto que B
Ia(=P(z,a)) =-P!(A(z),a’)
— ~PI(1,1)
— —F
=V

Za(=P(z,b)) = —P'(A(x),b")
— PI(1,1)
__F
=V
Z4((Fy)(32)P(y,2)) = V porque
IA[Z//LZ/Q}(P(%Z)) = €I<172) )

Veamos qué’ no tiene ningn modelo de Herbrand (en el lengudjg). El universo de Herbrand de
L, es UH = {a,b}, la base de Herbrand es BH {P(a,a), P(a,b), P(b,a), P(b,b)}. Las interpreta-
ciones de Herbrand dB, son los 16 subconjuntos de BH. SEana interpretaéin de Herbrand dé..
Demostraremos quel= F distinguiendo tres casos:

e Caso 1.7 = (). Entonces] [~ F (ya qued ¥ (3y)(3z)P(y, 2))-
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e Caso 2:P(a,a) € 1 6 P(b,a) € I. Entonces/ [~ F (ya quel (£ —P(z,a)).

e Caso 3:P(a,b) € I 6 P(b,b) € I. Entonces] [~ F (yaquel = —P(x,b)).

El que F' sea consistente y no tenga modelo de Herbrand no contradice el teorema de Herbrand, ya qt
F no esh en forma clausal (tiene un cuantificador existencial).
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Ejercicio 23 Dadas lasérmulasA : (s = p)V (t = q)y B : (s — q) V (t — p), se pide:
1. Pruébese quél = B:

(a) Mediante tableros seamticos.
(b) Mediante resoludin por entradas.

2. Desciibanse, razonadamente, todos los modeloside a continuadn, priebese nuevamente que
A | B, utilizando la definiddn de consecuenciagica.

3. ¢Es—B — —A unatautologa? Rabnese la respuesta.

Solucion:
Solucion del apartado (1.a):El tablero seréntico de{ A, - B} es

(s=p)V({E—=9,~((s=qV(t—p)
(s = p) V(t = q): (s — 0),~(t = p)
(s =p)V({E—q)s,—q(—p)

(s> p) VIt J q), 8, ¢, t, —p

(s — p,s,7q,t,p] 16— q,8,7q,t,p]
[=s,5,2q,6,-p| [pys,—q b, op| [ ots,oastw|(g,s, gt p|
| | | |

Cerrada Cerrada Cerrada Cerrada

Como todas las hojas son cerraddss- B.

Solucion del apartado (1.b): En primer lugar, calculamos la forma clausal4le

(s—=p)V(t—q =(-sVp)V(-tVgq) [por(2)]
= {{-s,p,t,q}}

y la forma clausal de:B

“((s—=q)V(t—Dp)) (msVvaq)V(-tvp)  [por(2)]
(msVq) A=(=tVp) [por (4)]
(s A=) A (—=t A=p)  [por (4)]
(s A=g) A (tA—p) [por (5)]

= {{s}, {~a}, {t}. {-p}}

Una resoludn por entradas de lasatisulas obtenidas es

J ]
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{=s,p,-t,q}

{s}

{—a}

{t}

{-p}}

{p,t,q} Resolvente dé y 2
{—t,q} Resolvente déy 5
{q} Resolvente déy 4
O Resolvente d8 y 3

© 00 1O Ui Wi

Solucidn del apartado 2: Para calcular los modelos deconstruimos el tablero dé:

(s —=p)V(t—q)

/\{\
= B B
[

Abierta Abierta Abierta Abierta

Los modelos del son las cuatro valoracionestales quey;(s) = 0, v2(p) = 1, v3(t) = 0 0 v4(q) = 0.
Como las cuatro son modelos e se tiene quel (= B.

Solucion del apartado 3: En el apartado anterior encontramos una valoraci tal quev’(4) = 1y
v'(B) = 0. Para dicha valoragn,

V(=B — —-A) =H_(V(-B

Por tanto,~B — —A no es una tautoldg.

Ejercicio 24 Este ejercicio tiene dos apartados.

1. Hallar las formas prenexa, de Skolem y clausal dedlarfula:
—(32)(V2)[P(z) — =Q(2)] V ((32) Aly, 2) — (Fu) B(y, u))

2. Consideremos el lenguaje = {P, f,a, b} y el conjunto dedGrmulas:

S =A{(va)[P(a,z) — P(b, f(x))], (Ve)[P(f(x), ) — (V2)P(2,0)], P(a, f(a)) AP(f(b),b)}
Pruébese, proporcionando un modelo de Herbrand, §jyé (3z)[P(x,a) A P(f(x),b)].

Solucion:
Solucion del apartado 1:
1.— Forma prenexa:
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—(32)(V2)[P(z) — =Q(2)] V ((F2)Aly, 2) — (Fu) B(y, u))
= 2032)(vV2)[P(r) — ~Q(2)] V ((Fv)Aly,v) — (u)B(y,u))  [por(2)]
= —(30)(V2)[=P(2) V =Q()] V (<(30)A(y, v) V (3u)B(y, u))  [por (4)]
= (Va)(32)~(~P(2) V=Q(2)) V ((¥0)=A(y,v) V (3u) By, u))  [por (8)y (9)]
= (¥2)(3)[P() A==Q(2)] V (V0)=A(y,v) V (3u) B(y, u)) [por (5)]
= (¥2)(3)[P(2) A Q(2)] V (V) =A(y,v) V (3u) B(y, u)) [por (7)]
= (Fu)(V)(32)(V0)[(P(x) A Q(2)) V (mA(y,v) V B(y, u))] [por (11)—(18)]
2.— Forma de Skolem:
(Fu) (Vo) (32) (Vo) [(P(x) A Q(2)) V (-A(y,v) V By, u))]
=t (Fy)(Fu)(V)(32)(Yo)[(P(z) A Q(2)) V (-A(y,v) V B(y,u))] [cierre existencial]
=t (Fu)(V2)(32)(V0)[(P(x) A Q(2)) V (mA(c,v) V B(c,u))] [c constante de Skolem]
=t (V2)(32)(Y0)[(P(x) A Q(2)) V (mA(c,v) V B(c,d))] [d constante de Skolem]
=t (VZ)(V0)[(P(z) N Q(f(x)))V (mA(c,v) V B(c,d))] [f funcibn de Skolem]
3.— Forma clausual:
(Vo) (Vo)[(P(x) A Q(f(x))) V (mA(c,v) V B(c, d))]
= (Vo)(V)[(P(x) V ~A(c,v) vV B(e, d)) AN(Q(f(x)) V —A(c,v) V Blc,d))] - [por (20)]
= {(P(),~A(c,v), B(e,d)},{Q(f(x)), 7A(c,v), B(c, d) }}

Solucion del apartado 2: Las formas clausales de lasmulas del problema son:

e de(Vx)[P(a,z) — P(b, f(x))], S1 = {{—~P(a,x), P(b,
r) = (V2)P(z,0)], Sy = {{=~P(f(2),
o deP(a, f(a)) N P(f(b),b), S5 = {{P(a, f(a))}, {P(f(b),

o de~(3x)[P(z,a) A P(f(x),b), Sa = {{=~P(z,a), ~P(f(x),

o de(Vx)[P(f(x),

Vamos a calcular la saturdxi, por resolu@n y factorizadbn, deS; U S, U S3 U S,.

iniciales son
1 {_'P(CL?x)v P(b f ‘I))}
2 {=P(f(x),), P(2,b)}
3 {P(a, f(a))}
4 {P(f(b).b)}
5 {‘|P($,CL>, —|P(f<l’>,b)}
Al resolver 3 con 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 4 con 3y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 3, 4y 1 se obtiene
6 {P(b, f(f(a)))} (resolvente de 1y 3).
Al resolver 6 con 3, 4, 1 y 6 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 3,4, 1, 6y 2 se obtiene
7{P(z,b)} (resolvente de 2y 4)y
8{—P(f(x),z), P(b, f(b))} (resolvente de 2y 1).
La clausula 7 subsume ala2yala4.
Al resolver 7 con 3, 1, 6y 7 se obtiene
9{P(b, f(b))} (resolvente de 7y 1)
La clausula 9 subsume a la 8

f@@)3y;
), P(z, )}

b)}};
b))}

Las chusulas
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Al resolver 9 con 3, 1, 6, 7y 9 no se obtiene resolventes.
Alresolver5con 3,1, 6, 7,9y 5 se obtiene
10{=P(z,a)} (resolvente de 5y Ma clausula 10 subsume ala 5

Por tanto, el saturado es
1 {ﬁP(CL,SL’),P(b,f([E))}
3 {P(a, f(a))}
6 {P(b, f(f(a)}
7 {P(z,b)}
9 {P(b f(b)}
10 {=P(z,a)}

El universo de Herbrand €8H = {a, f(a), f(f(a)),...,b, f(b), f(f(D)),...} y un modelo de Her-
brand ed = {P(a, f(a)), P(b, f(f(a))), P(b, f(D)), P(2,b) : z € UH}

Ejercicio 25 Consideremos los siguientes hechos acerca de la €ucdsilos integrantes de la monaiqu
inglesa:

1. El primogénito de un rey hereda la corona de dicho rey.
2. Si alguien derrota a un rey entonces hereda su corona.
3. Sialguien hereda la corona de un rey entonces se convierte en rey.
4. Enrique VIl era el primoénito de Enrique VII.
5. Ricardo lll era rey y Enrique VIl derrdt a Ricardo 111
Se pide:

(a) Formalizar los enunciados anteriores en un lenguaje de primer orden usandonbsles de pre-
dicado: D(z,y): x derrota ay, H(x,y): x hereda la corona de, R(x): x es rey,P(x,y): = es
el primogenito dey. Las constantes, b, c denotaén, respectivamente, a Ricardo Ill, Enrique VIl y
Enrique VIII.

(b) A partir de la informacdn anterior, probar, mediante resoluri, que Enrique VIII fue rey.

Solucion:
Solucion del apartado (a)La formalizacon del problema es:

1. El primogenito de un rey hereda la corona de dicho rey:
(Vz)(Vy)[R(y) A P(z,y) — H(z,y)].

2. Sialguien derrota a un rey entonces hereda su corona:
(Ve (Vy)[D(x,y) A R(y) — H(z,y)].

3. Sialguien hereda la corona de un rey entonces se convierte en rey :
(Va)[(Fy)[R(y) A H(z,y)] — R(z)].

4. Enrigue VIl era el primognito de Enrique VII:
P(c,b).
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5. Ricardo lll erarey y Enrique VIl derréta Ricardo IlI:
R(a) A D(b,a).

Solucion del apartado (b) Resolucdn:
Para realizar la refutain tenemos que formalizar la negatide la conclugin y obtener las correspon-
dientes formas clausales.
La formalizacdn de la negaéin de la conclugin es—R(c).
Las chusulas correspondientes a los hechos y a la nagdei la conclugin son
{~R(y), ~P(z,y), H(z,y)}
{-~D(z,y),~R(y), H(x,y)}
{~R(y), ~H(z,y), R(z)}

{P(c,b)}
{R(a)}
{D(b,a)}
{~R(c)}

Una refutaodn es
1 {_'R(y)’ _'P(xuy)7

~N O T Wi

2 {=D(z,y),~R(y),

3 {-R(y),~H(z,y),

4 {P(c,b)}

5 {R(a)}

6 {D(,a)}

7 {-R(c)}

8 {—-R(y),~H(c,y)} Resolvente 7.1y 3.3

9 {-R(y),—~P(c,y)} Resolvente 8.2y 1.3
10 {=R(b)} Resolvente 9.2y 4.1
11 {=R(y),~H(b,y)} Resolvente 10.1y 3.3
12 {—=H(b,a)} Resolvente 11.1y 5.1
13 {=D(b,a),~R(a)} Resolvente 12.1y 2.3
14 {=R(a)} Resolvente 13.1y 6.1
15 [O. Resolvente 14.1y 5.1
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Ejercicio 26 SeanF'y G las siguientesdrmulas:
Fi(p—=gA((r—-t)A(qg—r))
1. Pruébese mediante un tablero samtico queF’ — (p — —t) es una tautolo@.

2. Utilizando una forma normal, p&bese qué es satisfactible.

3. Pruébese mediante resolaci que{ ', G} = r — p.

Solucion:
Solucion del apartado 1: El tablero serantico de—(F — (p — —t)) es

~(p= A= t)A(g—=7)) = (p— 1))

A
|
(p—=g N —=t)AN(g—1),=(p— —t)

|
P —q, (7‘ — —nf) A (q — r),/ —|(p — —|t)
|

p%qn"%-ivC]Hr?—\(pH—\t)

‘p_>Q7r_>ﬁt7q_>rap7ﬁﬁt‘

|
p—q,r— —tg—rpt

p—q, g —rp,t

p—q,l,qg—rpt
|

Cerrada

—p, g — ot
|

Cerrada

q,r,q — r,p,t

q,r, g, p,t| g, rp,t
\ \

Cerrada Cerrada

Al ser todas las hojas cerradds— (p — —t) es una tautoldg.

Solucion del apartado 2: Demostraremos la satisfacibilidad @ecalculando una FND (forma normal
disyuntiva) deG:
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—(=t — (-t Ap)) — —(p — —t)

(ot = (=t Ap) A (=t Ap) = =t)) — =(p — —t)  [por (1)]
(==t V (=t Ap)) A (=(=t Ap) vV —t) V=(=p Vv —t) [por(2)]

1

=((tV (=t Ap) A(=(=t Ap)V—t)) vV =(-pV-t) [por (5)]
=((tV (=t Ap) A((==tV—p)V—t))V(——pA--t)  [por(3)y (4)]
=(EV(tAp) AV -p)V—t)V(pAL) [por (5)]
=(tV(tAp)AV)V(pAtL)

=tV (-tAp)V(pAt)
Por tanto,G es satisfacible y tiene dos modelos principalgstal quev;(t) = 1y v, tal quevy(t) =0y
v2(p) = 1.

Solucion del apartado 3: En primer lugar, calculamos las formas clausales:

=N (r—-t)A(g—7))

= (-p V) A((-rV—t) A (=g Vr)) [por(2)]

= {{-p, ¢}, {-r, —t}.{~q,r}}

(ot = (=t Ap)) — —(p — )

(tV(=tAp))V(pAt) [por el apartado anterior]
(EV-t)A(EV D)V (pAL) [por (6)]
(VA@EVD)V(pAL)

(tvp)V(pAt)

(tVpVp)ATVpVI) [por (6)]

={{t.p}}

—(r — p)

= ~(-rVp) [por (2)]
=—-—rA-p [por (4)]
=rA-p [por (5)]
= {{r},{-p}}

Una resoludn de las dwusulas obtenidas es
{-p,q}

{_'T7 _'t}

{=a,r}}

{t.p}

{r}

{—p}

{~t} Resolvente déy 5

{p} Resolvente d& y 4
Resolvente d8y 6

—~

© 00 1O Ul W N =

Ejercicio 27 Consideremos el lenguaje de primer order- {a, f, P, ), R} y el conjunto dedrmulas del
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1. Definase razonadamente un modé&lde S cuyo universo sefl = {1,2,3,4,5}.
2. Pruébese utilizando un modelo de Herbrand qug- (Vz)[R(z) — Q(x)].
3. Pruébese mediante resolaci quesS |= (Vx)[R(z) — R(f(x))].

Solucion:
Solucion del apartado 1: Tenemos que encontrar una estructlira (U, I) de L, conU = {1,2,3,4,5},
que sea modelo de las érfnulas deS:

Fy: (Va)|Q(x) — R(x)],

Fy 2 (Vo) (Vy) [Pz, y) — Py, 2)],
Fs: (Vx)=P(z,x),

Fy: (Vo) [P(f(2), z) — Q(f(z))],
Fs: (Vo)[R(z) < Pz, f(2))],
Fs : Q(f(a))

Calculamos las consecuenciagssitas de lasgiimulas anteriores con sus argumentos limitados a los 5 pri-
meros elementos del universo de Herbrand.des decira, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))), f(f(f(f(a))))y

S (@)

Fr: R(f(a)) [de Fg y FY]
Fy: P(f(a), f(f(a))) [de F7y F3]
Fy: P(f(f(a)), f(a)) [de Fyy 7]
Fio: Q(f(f(a))) [de Fyy Fy]
Fi: R(f(f(a))) [de Fioy F1]
Fia o P(f(f(a)), f(f(f(a)))) [de Fi1 Yy F3]
Fiz: P(f(f(f(a))), f(f(a))) [de Fio y Fb]
Py QUf(f(f(a)))) [de Fi3y F)]
Fis: R(f(f(f(a)))) [de Fi,y F1]
Fig: P(f(f(f(a))), f(f(f(f(a))))) [de Fi5y F3]
Fiz o P(f(f(f(f(a))), fF(f(f(a)))) [de Fig y F5]
Fig: QUf(f(f(f(a))))) [de Fi7 y Fy]
Fig: R(f(f(f(f(a))))) [de Figy F1]
By o P(f(f(f(f(a))), F(f(f(f(f(a)))))) [deFigy F3]
By o P(f(fF(fF(fF(f(@))), f(f(f(f(a))))) [deFyy F3]
Py o QUF(f(f(f(f(a)))))) [de Fy y Fy]
Fos o R(f(f(f(f(f(a)))))) [de Fyy y F1]

Las consecuencias anteriores, ordenadas, son:
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Un modelo de las consecuencias es

al =1,

fI = {(172)7(2’1)7(371)7<471>’(571)}
P'={(1,2),(2,1)},

=112},
—{1,2}

que puede comprobasaciimente que es un modelo §e

Solucion del apartado 2: El universo de Herbrand dees UH= {a, f(a), f(f(a)),...}. Un modelo
de Herbrand dé& en el que no se cumple larimula(Vz)[R(x) — Q(z)] es

I'={P(z, f(x)),

Vamos a comprobarlo,

P(f(x),x),Q(f(x)), R(z) - v € UH}.

o [ = (Vz)[Q(z) — R(z)], ya queR se cumple para todos los elementos de UH.

o [ = (Vx)(Vy)[P(x,y) — P(y,x)], ya que enP es singtrica en/.

o I (V2)[P(f(2),
(

r) — Q(f(x))], yaque paratode € UH, Q(f(z)) € I.

)

e [ = (Vz)-P(z,x), ya que todas las ocurrencias Been [ tiene sus dos argumentos distintos.
)
)

o [ = (Vo)[R(z) « P(x, f(z)), yaqueR(z) y P(z, f(z)) se verifican e para todor € UH.

o [}~ (Vo)[R(x) —

[P/
[B(x)

o I = Q(f(a)), yaqueQ(f(a)) € UH.
[R(z) — Q(z)], ya queR(a) € UH peroQ(a) ¢ UH.

Solucion del apartado 3: En primer lugar, calculamos las formas clausales dediasilas deS' y de
la negaddn de(Vz)[R(z) — R(f(x))]:
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Fr: (Yo)[Q(x) — R(w)]
= (Vo)[-Q(x) Vv R(x)] [por (2)]
=  {{-Q(x), R(x)}}
o (Vo)(Vy)[P(x,y) — Py, x)]
= (Vo)(Vy)[~P(z,y) V Py, x)] [por (2)]
=  {{=P(z,9), P(y,2)}}
Fs3: (Yx)=P(z,z)
=  {{-P(z,2)}}
Fy: (Vo)[P(f(z),z) — Q(f(2))]
= (Vo)[=P(f(z),2) VQ(f(2))] [por (2)]
=  {{-P(f(z),2),Q(f(x))}}
5 (Vo)[R(z) < Pz, f(z))]
= (Vo)[(R(z) — Pz, f(z))) A (P(z, f(z)) — R(z))] [por (1)]
= (Vo)[(-R(z)V (r f(@) A (= (x f(z)) vV R(x))] [por (2)]
=  {{-R(=), Pz, f(x))},{=P(z, f(z)), R(x)}}
Fs: Q(f(a))
= {{Q(f(a)}}
—(Vz)[R(z) — R(f(z))]
=  ~(Va)[-R(z) V R(f(2))] [por (2)]
= (Jr)=(=R(z)V R(f(x))) [por (8)]
= (3)(~R(x) A=R(f(2))) [por (6)]
= (z)(R(z) AR(f(2))) [por (7)]
=t R(b) NR(f(D)) [b constante de Skolem]
= {{R(O)}, {-R(f(b))}}
Una resoludn de las dusulas obtenidas es
1 {-Q(x), R(x)}
2 {=P(z,y), P(y,x)}
3 {~P(z,2)}
4 {=P(f(2),2),Q(f(x))}
5 {=R(z), P(z, f(z))}
6 {—~P(z, f(z)), R(x)}
7 {R(b)}
8 {—R(f(b))}
9 {-=Q(f(b)} Resolvente d8y 1
10 {P(b, f(b))} Resolvente d&y 5
11 {P(f(b),b)} Resolvente de0 y 2
12 {Q(f(b))} Resolvente dely 4
13 O Resolvente dé2y 9

Ejercicio 28 Hallense formas prenexa, de Skolem y clausal de la siguiénteufa:

(V2)[(32) P(2) — Q(z)] —

((V2)A(y, 2) —

(3u) B(y, u))

Solucion:
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Forma prenexa:

(V2)[(32)P(2) — Q(z)] — ((V2)A(y, 2) — (Ju)B(y, u))
(Vx)[(F2)P(2) — Q(x)] — ((Vv)A(y,v) — (Fu)B(y,u)) [por rectificacon]
ﬂ(Vi)[(ﬁ((HZ)) (()) ngs V (=(Vo)A(y,v) V (3u)B(y,u))  [por (2)]

—( U
(Fv)-A(y,v) V (3u)B(y, u)) [por (8)]
( ,0) V (Fu)B(y,u)) [por (6)]
(Fv)-A(y,v) V (Fu)B(y, u)) [por (7)]
)V B(y,u))] [por (11)—(18)]

3 )]
31)[7~(32) P(2) A ~Q(x)]
356)[( 2)P(2) A —Q(x)]

Forma de Skolem:
(V2)[(32)P(2) — Q
st (FY)[(V2)[(32) P(2)
(Jy)(3z)(32)(3v)(3
(P(c) A=Q(D)) V (=

Forma clausal
(V2)[(32) P(2)

sat ( () _‘Q( ))
(P(c) V (—A(a,
{{(P(c), 7A(a, d),

—Q ) )B(y,u))] [cierre existencial]
w)[(P(z) A =Q(z)) V (—A(y,v) V B(y,u))] [por anterior]
A ) [constantes de Skolem]

(=A(a,d) v Bla, ¢)) [anterior]
V B(a,e))) A (=Q(b) V (mA(a,d) V B(a,e))) [por (20)]
B(a,e)}, {=Q(b), ~A(a,d), B(a,e)}}
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Ejercicio 29 Probar(EV F) — G = (E — G) A (F — G)
(a) Mediante deduc6in natural.

(b) Por resolucon.

Solucion:
Solucion del apartado (a): Demostradn por deducdn natural:

v (EVF)—G premisa

> K supuesto
3 EVF 7,2

+ G E. 1,3

5 E—( 7.2-4
6 F supuesto
7 EVF Z,6

s G E 1,7
g F—G Z.6-8

10 (E—>G>/\<F—>G) I/\5,9

Solucion del apartado (b): Demostradn por resolu@n: En primer lugar se transforma la premisa a
forma clausal:

(EVF)—d
= 2(EVF)VG [por (2)]
= (REAN-F)VG [por (4)]
= (REVG)A(-FVGQ) [por (7)]

{{_‘E’ G}7 {_'F’ G}}
A continuacon, se transforma la negaai de la conclugin a forma clausal:
“((F—=G)N(F—-G@Q)

= (mEVG)A(-FVG@Q) [por (2)]
= =(mEVG)V-(=FVGQG) [por (3)]
= (—EA-G)V (--FA-G) [por (4)]
= (EAN-G)V(FA-G) [por (5)]
= (EAN-G)VF)AN(EN-G)V-G) [por (6)]
= (EVF)AN(GVF)AN(EV-G)A(-GV-Q)) [por (7)]

{{E7 F}7 {_'G7 F}7 {E7 _'G}7 {_'G}}
Finalmente, se construye una refutatde las dusulas obtenidas:
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{~E,G}

{_‘F7 G}

{E£.F}

{_'G7 F}

{E’ _'G}

{=G}

{—E} Resolvente dé y 6
{—-F} Resolvente dey 6
{F} Resolvente d8y 7
O Resolvente d8y 9

O © 00O Tk Wi+~

—_

Ejercicio 30 El ejercicio tiene tres apartados.
(a) Pruébese qué’ — (F — G) [~ (F — F) — G mediante tableros seémticos.
(b) Desciibanse todos los modelos de— (F — G) que no son modelos d& — F) — G.

(c) LaformulaFE — (F — G) — (F — F) — G, ¢es una tautoldg? Rabnese la respuesta.

Solucion:
Solucion del apartado (a): Demostradn por tableros seamticos:
E— (F—G),~((E — F) - G)

|
EF—(F—G),E—F -G

[~E,E — F,~G| |F - G,E— F,-G|

~E,-G| |-E,F,~G|
| [~F,E — F,~G] (G, E— F,~G|

Abierto Abierto \

Cerrado

(~F,=E,~G| |-F,F,~G|
| |
Abierto Cerrado
Solucion del apartado (b): Los modelos d&Z — (F — () que no son modelos de larmula
(E — F) — G son los modelos de las hojas abiertasatbbl anterior; es decir, cualquier valoraci tal
quev(E) =0y v(G) =0.

Solucion del apartado (c):La formulall — (F — G) — (E — F) — G no es una tautoldg, porque
silo fuera se tenda queE — (F — G) = (F — F) — G en contradicdn con el apartado (a).

Ejercicio 31 Seal un lenguaje de primer orden con uimntbolo de predicadog), (de aridad 2) y un
simbolo de fundn, f, (de aridad 1). Se considera la estructufadada por: Universo:{a,b}, Q' =
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{(a,b), (b,a)}, fi(a) = ay fI(b) = a. Decidir clales de las siguiente$iimulas se satisfacen en la
estructura:

L (Vo)[Q(f(x), x) — Q(x,z)]
2. (A)[Q(f(x), x) = Q(x,z)]

Solucion:
Solucion para la primera férmula:

Z((vVa)[Q(f (x),2) = Qz, 2)]) =V & Liaya(Q(f (x), =
(Q(f(x)

Tm(Q(f(2),2) — Q(z,x)) = Q" (f'(b),b) — Q" (b,b) =
= Ql(av b) - Ql(ba b) =
=F

Por tantoZ((Vz)[Q(f(z),z) — Q(z,z)]) =F

Solucion para la segunda érmula:

I((F)[Q(f(x),z) = Qz,x)]) =V & Ina(Q(f(x),x) = Q(
Loy (Q(f(2),2) — Q(z,2)) =V

Zio/a)(Q(f(2),7) — Q(x,2)) =V
Por tantoZ((32)[Q(f(x),z) — Q(z,z)]) =V

Ejercicio 32 Sabemos que
1. Cualquiera que estudie lo suficiente aprueba todas las asignaturas.

2. Cuando alguien que celebra su cumpiea en julio ha aprobado todas las asignaturas, se le obsequia
con un regalo.

3. Quien recibe un regalo sin estudiar lo suficiente, nunca es obsequiado coauiin m
4. Pablo es un alumno que, a pesar de no estudiar lo suficiente, deaibirovil como regalo.
Se pide:

(a) Formalizar los conocimientos anteriores teniendo en cuenta que los predicados del texto se repre:
sentan as C(z) =" x celebra su cumpldée®s en julio”; A(x) = “x ha aprobado todas las asigna-
turas”; S(x) ="« estudia lo suficiente”;R(z,y) = “ z recibe el regaloy”. Y las constantes y b

representan respectivamente a Pablo y avih

(b) Obtener el conjunto de &lisulas de lastrmulas anteriores y probar que es inconsistente dando un
subconjunto de su extenside Herbrand que lo sea.
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(c) Probar, mediante resoludn, que el enunciado “Si Pablo recibe uromil como regalo, entonces ha
aprobado todas las asignaturas” es consecuengg@ida de los enunciados 1y 3.

Solucion:

Solucion del apartado (a): Formalizacbn del discurso:

Fy: (Yx)[S(z) — A(z)]

Fy: (Va)[Cz) A Az) — (3y)R(z, )]

Fy o (Vo)[(3y) R(z, y) A —S(x) — =R(z,b)]
Fy: =S(a) AN R(a,b)

Solucibn del apartado (b.1): Calculo del conjunto de alusulas de laHfmulas anteriores:

Fy: (Yx)[S(z) — A(z)]
= (Vz)[=S5(z) v A(z)] [por (4)]
= {{=5(),A(z)}}  [por (4]
Fy: o (Vo)[C(x) /\A(w) — (y)R(z,y)]
= (Vo)[~(C(z) N A(z)) vV (Fy)R(z,y)]  [por (4)]
= (V2)[(=C(z) v =A(x)) vV (3y) R(x, )] [por (5)]
= (V2)3y)[-C(z) vV -A(z) V R(z,y)]  [por (18)]
=t (V2)[-C(2)V -A(z) V R(z, f(x))] [f funcion de Skolem]
= {{~C(x),~A(z), R(z, f(z))}}
Fy: (V2)[(Fy)R(z,y) A =S(x) — —R(z,D)]
= (V2)[((3y)R(x,y) A=S()) v R(x,b)]  [por (4)
= (V2)[(-(3y)R(z,y) v ~=S5(x)) V =R(x,b)] [por (5)]
= (Vo)[~(Fy)R(z,y) V S(x)) V ~R(z,b)] [por (7)]
= (V2)[(vy)~R(z,y) vV S(x)) vV -R(x,b)]  [por (9)]
= (V2)[(Vy)[~R(z,y) vV S(z)] vV -R(z,b)]  [por(12)]
= (Vo)(Vy)[-R(z,y) V S(z) V ~R(z,b)] [por (12)]
= {{~R(z,y),5(x),~R(x,b)}}

. =S(a) A R(a,b)

"=

{{=5(a)}, {R(a,0)}}

Solucion del apartado (b.2): Demostradin de la inconsistencia del conjunto daugulas:

—_

{=S(x), A(x)}
{~C(x),~A(x),
{~R(x,y
{—=S(a)}
{R(a,b)}
{S(a)
O

Rz, f(2))}
)7 S(Qf), _'R(:E’ b)}

D O W N

)
b
}

7

Resolvente d8 'y 5 cono; =
Resolvente déy 4 conoy = ¢

[z/a,y/b]

Por tanto, un subconjunto de su extémsile Herbrand inconsistente es el formado por
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Cso1 = {-R(a,b),S(a)}
Cs01 = {R(a,b)}
Cyoy = {=5(a)}
Solucion del apartado (c): La formalizacon de la conclugin es
R(a,b) — A(a)
La forma clausal de su negéaies

{{R(av b)}7 {_'A(a)}}

La demostradin por resolu@n es

1

SO ULk W N

{=5(x), A(z)}
{=R(x,y),5(x), ~R(z,b)}

{R(a,b)}

{=A(a)}

{S(a)} Resolvente d8 'y 5 cono = [z/a,y/b]
{A(a)} Resolvente déy 1 cono = [z/d]

O Resolvente déy 4 conoy = ¢
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Ejercicio 33 En un texto de Lewis Carroll, eld Jorge y el to Jaime discuten acerca de la barfedel
pueblo, atendida por tres barberos: Alberto, Benito y Carlos. Los tesdceptan las siguientes premisas:

1. Si Carlos no est en la barbera, entonces ocurra que si tampoco estAlberto, Benito tendr que
estar para atender el establecimiento.
2. Si Alberto no est, tampoco esta Benito.

El tio Jorge concluye de todo esto que Carlos no puede estar ausente, mientrasigueiehe afirma que
sblo puede concluirse que Carlos y Alberto no pueden estar ausentes a la vez. Decidir @aodz de los
tableros seranticos c@l de los dos tiene ram.

Solucion:
En la representagn del problema usaremos los siguientestmlos proposicionales
a representa que Alberto éstn la barbéa
b representa que Benito &stn la barbéa
¢ representa que Carlos asin la barbéa
Luego,
—a representa que Alberto éstusente
—b representa que Benito éstusente
—c representa que Carlos astusente
Con dicha notaéin, la representagn de la primera premisa es
-c — (ma —b)
y la de la segunda es
—a — —b
La representadin de la conclugin del {o Jorge es-—c. Por tanto, elib Jorge tiene ram si
{=¢— (ma —b),~a — —b} E ——c
0, equivalentemente, $i-c — (—a — b), ma — —b, =——c} es inconsistente. Puesto queagol

—C — (—\CL — b)7 —qQ — —|b7 ——/C

—C — <_‘CL — b%ﬁ@—) —|b’ —|C‘

’ —\—\(j’ -qQ — —|b’ —\(‘ ’ —qQ — [)7 -aqQ — —\b7 —C

Cerrada

‘—|—|a7—|a/% —|b’ —|C‘ b7 —aQ — —\b7 —\C‘

‘a, —a — b, ﬁc‘

b, 7—a, ﬂc‘ b, —b, —|c‘

|
a,=b,—c| [ba,~c|  Cerrada
| | |

Abierta Abierta

|
Abierta
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no es cerrado, el conjunfo-c — (-a — b),~a — —b, ~c} es consistente (por ejemplo, es posible que
Alberto esé en la barbéa y Carlos no e&f. Por tanto, elib Jorge no tiene ram.
La representadn de la conclugin del fo Jaime es+(—c A —a). Por tanto, elib Jaime tiene ram si
{—¢ = (ma — b),—a — —b} E —(—c A —a)
0, equivalentemente, $i-c — (—a — b), 7a — —b, 7= (—c A —a)} es inconsistente. Puesto quésdol

—C — (_\CL — b)7 —-qQ — —|b7 —\—|(—|(j /\ _‘(Z)

_‘C—>(_‘CL—>b),_|CL—>_|b,_\C/\_‘a‘

—C — (—\a — b)7 -aqQ — —\b7 —\C7 —Q

—\—\(j7 —Qq — ﬁb’ ﬁ(;7 _la‘ ’ﬁ(], — b’ —Qq — ﬁb’ —|C7 ﬁa‘

Cerrada

’ _\_‘O,, - — —|b7 —|C’ —Q ‘ b’ —qQ — —\b’ —\C’ —\a‘

Cerrada

b, —b, —c, na ‘

Cerrada Cerrada

b, ——a, —c, a ‘

es cerrado, el conjuntp-¢ — (—a — b), ~a — —b, == (—c A —a)} es inconsistente. Por tanto, & aime
tiene rabn.

Ejercicio 34 Probar que ladrmula(F — (F AG)) — (E — F) V (E — @) es una tautolo@
(a) Mediante deducéin natural.
(b) Usando formas normales.

(c) Por tableros ser@nticos.

Solucion:
Solucion del apartado (a): Deduccén natural:
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v (E— (FAG) supuesto
> F supuesto
s NG £, 1,2

s F En 3

5 E—F Z.2-4
¢ (FE—F)V(E—G) Zy5

7 (E—=(FANG)—» (EFE—=F)V(E—-G) I_.1-6

Solucion del apartado (b): Forma normal conjuntiva:

(E— (FANG))— (E— F)V(E—G)
—(=EV(FAG))V(-EVF)V(-EVGQ) [por (2)]
(——EANS(FNG)V(-EVF)V(-EVG) [por (4)]
(EAN(RFV-G)V(-mEVF)V(-EVG) [por (3) y (5)]
(EN(-FV-G)V(-EVFVG)

(EV (=EVEVG)N((=FV-G)V (=EVFVG)) [por(7)]
(EV-EVFVG)A(-FV-GV-EVFVGQG)

Puesto que en cada una de las dos conjunciones hay un par de literales complementamoslda$ una
tautologa.
Solucion del apartado (c): Tablero serantico:

~((E = (FAG)) = (E—=F)V(E—G)
E—(FAG),~(E—=F)V(E—G))
E— (FAG),~(E— F),~(E— G)
E— (FAG),E,~F,~(E — G)

|
E— (FANG),E ~F, -G

\~E,E,~F,~G| |FAG, E,~F G|

Cerrada |F,G,E,~F,~G|
|

Cerrada

Ejercicio 35 Probar la inconsistencia del conjunto dariulas:
U={-E—-FVG, F—-FVG G—F, F—E E—-F}

(a) Demostrando que no tiene modelos.
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(b) Por resolucon

Solucion:

Solucion del apartado (a): Calculo de modelos d&
F|\F|G|-E—-FVG|E—-FVG|G—F|F—FE|FEF—-F
17111 0
11110 0
11011 0
1701]0 0
0O]1/1 0
0[11]0 0
0]01 0
0010 0

Puesto que cada una de las 8 interpretaciones falsifica algrmal& del/, el conjuntol/ no tiene modelos.
Solucion del apartado (b): Las formas clausales de lawmulas dd/ son

-F—-FVG
-—EVFVG [por(2)]
EVFVG [por (5)]

{{£ F.G}}
EFE—FVv{d
= -EVFVG [por(2)]
= {{-E,F,G}}
G—F
= -GVF [por (2)]
= {{=G, F}}
F—FE
= -FVE [por (2)]
= {~F E}}
E — -F
= —-EV-F [por (2)]
= {{-E,-F}}
Una refutacdn del por resoluadbn es
1 {E,F,G}
2 {=E,F G}
3 {-G,F}
4 {-F E}
5 {~E,-F}
6 {-F} Resolvente de 4y 5
7 {-G} Resolvente de 6y 3
8 {E,G} Resolvente de 1y 6
9 {F} Resolvente de 8y 7
10 {F,G} Resolvente de 2y 10
11 {G} Resolvente de 10y 6
12 O Resolvente de 11y 7
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Ejercicio 36 Seal un lenguaje de primer orden con umrgbolo de predicadd@ de aridad 2.

(a) Probar que lasdrmulas(Vx)(Jy)P(z,y) y (3z)(Vy) P(x, y) no son equivalentes dando una estruc-
tura que sea modelo de la primera pero no de la segunda.

(b) En la estructuraM cuyo universo efM| = {a,b,c} y PM = {(a,a), (a,b), (a,c)}, (,cliles de las
siguientes@rmulas se satisfacen y &@les no?

Solucion:
Solucion del apartado (a): Basta encontrar un modelo de Herbrand de

S ={(Va)(y) P(z,y), ~(Fz)(Vy) P(z,y)}
Para ello calculamos una forma clausal del conjunto anterior

(V2)(Jy) P(x,y)
sat  (VZ)P(z, f(x)) [f funcidbn de Skolem]

{{P(z, f(x)}}

—(32)(Vy) P(z,y)
(Vz)(Jy)~P(z,y)
sat (V)= P(z,g(x)) [g¢funcibn de Skolem]
)

{=P(z,g(x)}}

Una forma clausal d8 es{{P(z, f(x)},{=P(z,g(z)}}.
El universo de Herbrand d& es UHS) = {a, f(a), f(f(a)),...,g(a),g(g(a)),...}. Un modelo de
Herbrand de5 esZ = {P(z, f(z)) : x € UH(S)}.

Solucion del apartado (b.1):
M((V2)(Fy) P(z,y) — (F2)(Vy) Pz, y)) = H(M(

M((Vz)(By)P(z,y)) =V =  Mpu(@y)P(z,y) =Vy
Mz ((By)P(z,y)) =Vy ()
My ((Fy) Pz, y)) =V
M ((FY)P(z,y) =V <= Mupya(Pl2,y)=Vo
Moy (P(z,y)) =V o 3)
Mizspyse(P(x,y)) =V
Miajoyfa)(P(2,y)) = PY(b,a) = F (4)
Mz (P(,y)) = P (b,b) = F (5)
M[z/b,y/c](P(.’E,y)) = PM(b> C) =F (6)

De (3), (4), (5) y (6) se tiene
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M ((Fy)P(z,y)) =F (7)
De (7) y (2) se tiene

M((Va)(3y) P(x,y)) = F (8)
De (8) y (1) se tiene

M((Ve)(Fy) P(2,y) — (F)(vy) P(z,y)) =V

Solucion del apartado (b.2):

M((3z)(Vy)P(x,y) — (Yo)(Fy)P(x,y)) = H-.(M((3Bx)(Vy) P(x,y)), M((V2)(3y) P(z,y))) (9)
M(Bz)(Vy)P(z,y)) =V = My ((Yy)P(z,y))

Mz (V) P(z,y))

My (Vy) P(z,y))
M (YY) P(2,y) =V = Mpjaya(P(r,y)
(11)

<< < I 11

) =
) =
) =
M[ﬂﬁ/a»y/a](P(I?y)) = PM(CL7 CL) - (12)

Vv
Mz jay)(P(2,y)) = PM(a,0) =V (13)
Mzjayq(P(z,y)) = PY(a,c) =V (14)

De (11), (12), (13) y (14) se tiene

Mizsa)(Vy) P(z,y)) =V (15)
De (10) y (15) se tiene
M((Fz)(Vy) P(z,y)) =V (16)

De (9), (16) y (8) se tiene
M((3z)(Vy) P(z,y) — (Vo)(By) P(z,y)) = H.(V,F) =

Solucion del apartado (b.3):

M(=[(V2)Fy) Pz, y) A (F2)(Vy) Pz, y)])
M((Vz)By) P(x,y) A (Bx)(Vy) Pz, y
Hy(M((Y2)By) P(x, ), M((Bz)(Vy) P(x, 9))))

H\(F,V)) [por (8) y (16)]

H-(
H-(
H(
H-(F)
\Y
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Ejercicio 37 Decidir cuales de las siguientes afirmaciones se cumplen. Para ello, dar una prueba por
resolucbn y otra por deducéin natural de cada una de lagNdas y calcular un modelo de Herbrand de
las que no lo son.

L (Vo) P(z) v (Vo)Q(z) | (Vo)[P(x) V Q(x)]
2. (Vo) [P(x) v Q(x)] |= (Vo) P(z) v (V2)Q(z)
3. (Fn)[P(x) A Q)] = (Fx) Px) A (3r)Q(x)

Solucion:
Solucion del apartado (1): Para decidir siVz) P(z) V (Vx)Q(x) = (Vz)[P(z) V Q(z)], basta compro-

bar siS = {(Vz)P(z)V(Vz)Q(z), ~(Vz)[P(z)VQ(z)]} esinconsistente. Comprobaremos la inconsistencia

de S por resoluddn. Para ello, comenzamos calculando una forma clausgal de

(V) P(x) V (Vr)Q(x)

(V) P(x) V (Vy)Q(y)

(V) (Vy)[P(z) V Q(y)]

{{P(x), Q(y)}}

~(Va)[P(x) V Q)]

(3x)=(P(z) v Q(x))
) A —Q(x)]

)=
(3z)[~P(z
{~P(a)}, {~Q(a)}}

sat _'P( ) Q( )
Una demostraom por resoludn deS es

1 {P(z),Qy)}

2 {-P(a)}

3 {=Q(a)}

4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2
5 0O Resolvente de 3y 4

La demostradn por deducdin natural se muestra en la figut€67).

Solucion del apartado (2): Para decidir s{Vz)[P(z)VQ(x)] | (Vx)P(z)V(Vz)Q(x) basta comprobar
siS = {(Vz)[P(z)VQ(x)], ~((Vz)P(x)V (Vz)Q(z))} es inconsistente. Comprobaremos la inconsistencia
de S por resoluddn. Para ello, comenzamos calculando una forma clausgl de

(V2)[P(z) V Q(x)]
{P(z),Qz)}}

);
~((Vr)P(x) v (Vo) Q(x))
(Vo) P(x) v (Yy)Q(y))
~(V2)P(x) A —(Vy)Q(y)
(32)=P(x) A (3y)=Q(y)
(i’v)(?y)[ﬂp(ﬁc) Qy)]

a —P(a) A =Q(b) [a y b constantes de Skolem]

{=P(a)}, {=Q(0)}}

Las chusulas de la forma clausal §eson:

vl
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=

(Vx)P(z) V (Vx)Q(x) premisa

> VaP(x) supuesto

3 actualz supuesto

4 P(>i) Ev 2,3

5 P(i) VvV Q(1) T, 4

6 (Vo)[P(x)V Q(x)] Zy3—-5

7 VzQ(x) supuesto

8 actual j supuesto

o P(j) Ev 7,8

v PU)VQU) 7,9

o (Vo) [P(x) vV Q(x)] Zy 7—10
)

12 (Vx)[P(x) V Q(z)] E1,2—-6,7—-11

Figura 4:Deduccon natural del ejercicio 5.1

1 {P(z),Q(x)}
2 {=P(a)}
3 {-Q(b)}

Veamos el proceso de satur@tipor resoludén:
Al resolver 2 con 2 no se obtiene resolvente.
Al resolver 3 con 2y 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 2, 3y 1 se obtiene
4{Q(a)} (resolvente de 1y 2)
5{P(b)} (resolvente de 1y 3)
Al resolver 4 con 2, 3, 1 y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5 con 2, 3, 1, 4y 5 no se obtiene resolvente.

Al no obtenerse la @usula vam, se tiene qué es consistente y, por tanto,

(Vo) [P(z) v Q(x)] # (V) P(x) V (Vr)Q(x).
Ademas, un modelo de Herbrand deesZ = (U, I) conU = {a, b}, P = {b} y Qf = {a}.

Solucion del apartado (3): Para decidir s{3z)[P(x) AQ(x)] = (3x)P(z)A(3x)Q(x) basta comprobar
siS = {(Jz)[P(x) A Q(x)],~((Fx)P(x) A (3z)Q(x)) es inconsistente. Comprobaremos la inconsistencia
de S por resoluddn. Para ello, comenzamos calculando una forma clausgal de

(32)[P(z) A Q(x)]
sat Pa) N Q(a)
{P(a)},{Q(a)}}
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68
=((Fz) P(x) A (Fr)Q(x))
= ~(@2)Px) A (EBy)Qy))
= —(E0)P(z) vV -(3)Qy)
= (Vo)=P(z) V (Vy)-Q(y)
= (Vo)(Vy)[=P(x) v =Q(y)]
= {{~P(x).-QW)}}
Una demostradin por resolu@n deS es
1 {P(a)}
2 {Q(a)}
3 {=P(x), ~Q(y)}
4 {-Q(y)} Resolvente de 1y 3
5 O Resolvente de 2y 4

Demostradn por deducdn natural:

v (F)[P(z) A Q(x)] premisa

> actual i, P(i) A Q(i) supuestos
s P(i) En2

1+ (Fz)P(x) 753

)

) En 2
A2)Q(x) 155

)

)

(Fx)Q(x) I, 4,6
(Fx)Q(x) &51,2-7




Indice de Materias

Calculo de modelo, (19, 25

Calculo de modelos en LP@8, 35

Calculo de modelos por tablerd), 38, 44, 56
Consecuencia en LP35

Consistencia en LP@1

Construcadn de modelosHl

Deduccon natural55, 61
Deduccon natural en LPC66
Depuracdbn de base de conocimieng

Equivalencia en LPCB5
Equivalencia por tablero80
Evaluacon de brmulas)57
Evaluacoén en estructura$4

Forma clausal en LP(5, 10, 12, 15, 23, 27, 133,
40, 45,53

Forma normal/, 61

Formalizacbn en LPO10, /16, 27,135, 40, 47, 58

Inconsistencia por resoluani, 63
Independencia por Herbrarfl,15,'41, 45,51

Modelos de Herbran@9, 33,141, 64, 66

Resolucdn,7,/14,/19, 49,55

Resolucbn basica 33

Resolucdbn en LPOB5, 10, 16, 21, 127, 40, 47, 51,
58, 66

Resolucdn lineal 4, 25,30, 38

Resolucdbn por entradasi4

Satisfacibilidad por FNC49
Subconjunto dé’ H(.S) inconsistente58

Tablero seranticos 60

Tableros semnticos|7, 18, 38, 44, 49, 56

Tautologa por FNC 4

Tautologa por tableros seamticos,4, '/, 14, 25,
61

69



