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Equivalencia légica

e Formulas equivalentes

*Def.: F'y G son equivalentes si v(F') = v(G) para toda valoracién v.

* Representacion: F' = G.

°* Ejemplos de equivalencias notables:

1.

Sk BN

© XX

Idempotencia: FVF=F ; FAF = F.

Conmutatividad: FVG=GVF ; FANG=GAF.

Asociatividad: FV(GVH)=(FVG)VH ; FN(GANH)=(FANG)ANH.

Absorciébn: FA(FVG)=F ; FV(FANG)=F.

Distributividad: FA(GVH)=(FAG)V (FANH) ;
FV(GANH)=(FVG)N(FV H).

Doble negacién: ——F = F.

Leyes de De Morgan: -(F ANG) = ~FV -G ; =(FV G) = ~F N -G.

Leyes de tautologias: Si F' es una tautologia, FAG=G ; FV G = F.

Leyes de contradicciones: Si F' es una contradiccion FA G =F ; FV G = G.
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Equivalencia légica: propiedades

® Relacién entre equivalencia y bicondicional:

*F =G syss F F < G.

®* Propiedades basicas de la equivalencia légica:
* Reflexiva: F' = F..
* Simétrica: Si F' = G, entonces G = F'.

°* Transitiva: Si F =G y G = H, entonces F = H.

® Principio de sustitucion de formulas equivalentes:

°* Prop.: Si en la férmula F se sustituye una de sus subférmulas G por una férmula
G’ légicamente equivalente a G, entonces la férmula obtenida, F’, es légicamente
equivalente a F'.

*Ejemplo: F = —=(pAq) — —(p A —-—r)
G =-(pNq)
G' =-pV g

LI 200405 Ccla Formas normales 3.3



Formas normales: Forma normal conjuntiva

e Atomos y literales:

*Def.: Un atomo es un variable proposicional (p.e. p,q,...).
*Def.: Un literal es un a4tomo o su negacién (p.e. p, —p,q,q,...).
°* Notaciéon: L, L., L,,... representaran literales.

® Forma normal conjuntiva:

*Def.: Una férmula esta en forma normal conjuntiva (FNC) si es una conjuncion de
disyunciones de literales; es decir, es de la forma
(L1iaV.e..VLig )N o . A(Lip1 VooV Ly, ).

°*Ejemplos: (—pV q) A (—qV p) esta en FNC.
(—pV q@) A (g — p) no esta en FNC.

*Def.: Una férmula G es una forma normal conjuntiva (FNC) de la formula F si G
esta en forma normal conjuntiva y es equivalente a F'.

°*Ejemplo: Una FNC de =(pA (g — 1)) es (-pV q) A (-pV 7).
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Formas normales: Calculo de forma normal conjuntiva

® Algoritmo de calculo de forma normal conjuntiva:

°* Algoritmo: Aplicando a una formula F' los siguientes pasos se obtiene una forma

normal conjuntiva de F'; FNC(F):

1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia

A~ B=(A—- B)AN(B— A)

2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia
A—- B=-AV B

3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias
—|(A/\B) = -AV-B
—I(A\/B) = -AAN-B

4. Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias
AV(BANC)=(AVB)AN(AV(O)
(ANB)VC=(AvVC)AN(BVCO)

(1)

(2)

(3)
(4)
(5)

(6)
(7)
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Formas normales: Calculo de forma normal conjuntiva

* Ejemplo de calculo de una FNC de =(p A (q — 1)):
~(pA(g—T))

= 2(pA(—qVr)) [por (2)]
= —pV-(-gVr) [por (3)]
= pV (g A-r) [por (4)]
= —pV(gA-r) [por (5)]

(=pV q) A (—pV —r) [por (6)]
* Ejemplo de calculo de una FNC de (p — q) V (¢ — p):

(p—q)V(g—p)
(7P V q) V(—qVp) [por (2)]
—“pVqV-gVp
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Formas normales: Calculo de forma normal conjuntiva

* Ejemplo de calculo de una FNC de (p <« q) — r:

(p—q) —r

(P—q)AN(q@—p) —r por (1)]
“(p—ag)A(g—p)Vr por (2)]
—((-pV @) A(mgqVDp))Vr por (2)]
(m(-pVq)V—(-qgVp))Vr por (3)]

[
[
%
(k=P A—q)V (g A—p))Vr [por (4)]
[
[
[
[
[

(PA—q)V(gA—p) VT por (5)]
(pA=q) V@) AN((PAN—q)V —p)) VT por (6)]
(Vva)A(mqgVq)A((pV - p)A(=gV —p)))Vr por (7)]
(pVa)A(—qgVq)Vr)AN({((pV -p)A(-gV -p))Vr) por (7)]
(pv@aVr)A((—mgVq)Vr)A{((pV-p)Vr)A((mgV —p)Vr)) [por (7)]

(pVagVTr)AN(—gqVgVr)AN(PV-DpVT)A(0qgV pVrT)
(pVagVvr)A(—qV -pVr)
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Formas normales: Forma normal disyuntiva

® Forma normal disyuntiva:

*Def.: Una féormula esta en forma normal disyuntiva (FND) si es una disyuncion de
conjunciones de literales; es decir, es de la forma
(LigAee e ALLp )V oo oV (Lipi A e e A Ly, ).

*Ejemplos: (—p A q) V (g A p) estd en FND.
(—p A q) V (¢ — p) no esta en FND.

*Def.: Una férmula G es una forma normal disyuntiva (FND) de la férmula F si G
esta en forma normal disyuntiva y es equivalente a F'.

°*Ejemplo: Una FND de = (p A (q — 7)) es =p V (g A —7).
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Formas normales: Calculo de forma normal disyuntiva

® Algoritmo de calculo de forma normal disyuntiva:

°* Algoritmo: Aplicando a una formula F' los siguientes pasos se obtiene una forma
normal disyuntiva de F, FND(F'):

1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia

A~ B=(A—- B)AN(B— A) (1)
2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia

A— B=-AV B (2)
3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias

-(AANB)=-AV-B (3)

—I(A\/B) = -AAN-B (4)

—A=A (5)
4. Interiorizar las conjunciones usando las equivalencias

ANBVC)=(AANB)V(ANC) (6)

(AVB)AC=(ANC)V (BANOC) (7)
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Formas normales: Calculo de forma normal disyuntiva

* Ejemplo de calculo de una FND de —~(p A (g — 7)):

—(pA(q—1))

—(pA(mgVr)) [por (2)]
—pV (=qVr) [por (3)]
—p V (m—g A —r) [por (4)]
—pV (g —r) [por (5)]

* Ejemplo de calculo de una FND de —(—pV =g — —(p A q)):

—(—pV q— (pAQq))

—(=(=pV —q) V (pAQq)) [por (2)]
—=(=pV 2g) A ==(p A q) [por (4)]
(mpV —2q) A (pAQq) [por (5)]
(—pA(PAQ))V(mgA(pAq)) [por (7)]
(mpADPAqQ)V (g ADPAQ)
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Decision de validez mediante FINC

e Literales complementarios:

—p si L = p;

* El complementario de un literal L es L¢ = { .
p si L= -p.

® Propiedades de reduccion de tautologias:
*Fi A... N\ F, es una tautologia syss F},..., F, lo son.
°Ly V...V L, es una tautologia syss {Ly,...,L,} contiene algin par de literales
complementarios (i.e. existen i, j tales que L; = Lf).
® Algoritmo de decisiéon de tautologias mediante FINC

°* Entrada: Una formula F'.

* Procedimiento:
1. Calcular una FNC de F..

2. Decidir si cada una de las conjunciones de la FNC tiene algiin par de literales
complementarios.
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Decision de validez mediante FINC

* Ejemplos de decision de tautologias mediante FINC
°*=(p A (g — r)) no es tautologia:
FNC(=(pA (g — 1)) =(PVag A(-pV )
Contramodelos de =(p A (@ — 1)):
v1 tal que v1(p) =1y vi(q) =0
v2 tal que va(p) =1y va(r) =1
°(p — q) VvV (q — p) es tautologia:
FNC((p —q) V(g —p))=—-pVgqgV-qVp
°*(p < q) — r no es tautologia:
FNC((p —~q) > r)=(VagVr)A(-gV-pVr)
Contramodelos de (p <« q) — r:
v1 tal que v1(p) = 0,v1(q) =0y v1(r) =0
vy tal que va(p) = 1,v3(q) =1y v2(r) =0
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Decision de satisfacibilidad mediante FIND

®* Propiedades de reducciéon de satisfacibilidad:

°F, V...V F, es satisfacible syss alguna de las féormulas Fi,..., F, lo es.
°Ly A...A L, es satisfacible syss {Ly,...,L,} no contiene ningtin par de literales
complementarios.

® Algoritmo de decisiéon de satisfacibilidad mediante FIND:
°* Entrada: Una férmula F'.

* Procedimiento:

1. Calcular una FND de F..

2. Decidir si alguna de las disyunciones de la FND no tiene un par de literales
complementarios.
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Decision de satisfacibilidad mediante FIND

e Ejemplos de decisiéon de satisfacibilidad mediante FINND:
*—(p A (g — 7)) es satisfacible:
FND(=(pA (g — 7)) =-pV(gA-T)
Modelos de —=(p A (g — 7)):
v; tal que vy(p) =0
vy tal que v2(q) =1y v2(r) =0
°*=(—pV g — —(p A q)) es insatisfacible:
FND(—(-pV—-q— —(pAq)))=(-PAPAQV(~gApAQq)
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