
Lógica informática Curso 2004–05

Tema 7: Deducción natural en
lógica de primer orden
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Reglas del cuantificador universal

• Regla de eliminación del cuantificador universal

• Regla de eliminación del cuantificador universal:

(∀x)F ∀e
F [x/t]

donde [x/t] es libre para F .

• Nota: Analoǵıa con ∧e1 y ∧e2.

• Ejemplo 1: P (c), (∀x)(P (x) → ¬Q(x)) ` ¬Q(c)

2

èx.(P(x)çÂQ(x)): actual y , 

 

premisas

 

3

1

1.3,1.1

2,1.2

, 
èe

ÂQ(y)

P(y)
: P(y)çÂQ(y)
: çe

• Nota: (∀x)(∃y)(x < y) 6` (∃y)(y < y).
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Reglas del cuantificador universal

• Regla de introducción del cuantificador universal

• Regla de introducción del cuantificador universal:

x0
...

F [x/x0]
∀i

(∀x)F

donde x0 es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.

• Nota: Analoǵıa con ∧i.

• Ejemplo 2: (∀x)(P (x) → Q(x)), (∀x)P (x) ` (∀x)Q(x)

èx.P(x)

1.1,2

premisas

2

P(i)

supuesto

5

èx.(P(x)çQ(x))

1.2,2

çe

èx.Q(x)

, 

P(i)çQ(i)

Q(i)

actual i: 

4

 

èe

 

6

: 1

: 

èi

3

3,4

: 

: 

: 

2-5

 

èe
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Reglas del cuantificador existencial

• Regla de introducción del cuantificador existencial

• Regla de introducción del cuantificador existencial:

F [x/t] ∃i
(∃x)F

donde [x/t] es libre para F .

• Nota: Analoǵıa con ∨i1 y ∨i2.

• Ejemplo 3: (∀x)P (x) ` (∃x)P (x)

2

, 

äi

actual j premisas

èe

3

 

 2,1.1

èx.P(x): 

1.2,1.1

: äx.P(x)

: P(j)

1
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Reglas del cuantificador existencial

• Regla de eliminación del cuantificador existencial

• Regla de eliminación del cuantificador existencial:

(∃x)F

x0 F [x/x0]
...

G
∃e

G
donde x0 es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.

• Nota: Analoǵıa con ∨e.

• Ejemplo 4: (∀x)(P (x) → Q(x)), (∃x)P (x) ` (∃x)Q(x)

supuestos

èx.(P(x)çQ(x)) äx.P(x)

 

2

Q(i)
äi5

 

: 

: P(i)

äx.Q(x)

4,2.1

3,2.2

P(i)çQ(i)

äx.Q(x)

4

actual i

, 

1.1,2.1

6

: 1

èe: 

, 
3

premisas

äe 1.2,2-5

: 

 

çe

 

: 
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Reglas del cuantificador existencial

• Ejemplo 5: (∀x)(Q(x) → R(x)), (∃x)(P (x) ∧ Q(x)) ` (∃x)(P (x) ∧ R(x))

 

actual i

: 

çe

2

8

Q(i)çR(i)

: 

premisas

äx.(P(x)¦R(x))

5

7,2.1

2.2

äx.(P(x)¦R(x))

1.2,2-8

 

 

4

9

: 

supuestos, 

¦e

: 

3,4

3  

äx.(P(x)¦Q(x))

1.1,2.1èe

 

P(i)¦R(i)

Q(i)

: 

èx.(Q(x)çR(x))

: 

äe

¦e

: 

 

R(i)
7

P(i)

, 

5,6¦i

 

1

2.2

6

äi

: 

P(i)¦Q(i)

: 
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Reglas del cuantificador existencial

• Ejemplo 6: (∃x)P (x), (∀x)(∀y)(P (x) → Q(y)) ` (∀y)Q(y)

2

èx.èy.(P(x)çQ(y))

2-7

P(i1)çQ(i)

: 

4,2

7

Q(i)

èy.Q(y)

5,3.2

, 
èe

Q(i)

1.2,3.1

: 

1.1,3-6

8

3

èy.(P(i1)çQ(y))

actual i

èe

P(i1)

1 : 

: 

 äe

supuesto

 

: 

4

äx.P(x)

: 

actual i1

, 

6

èi

 

supuestos

çe

 

: 

 

premisas

: 

5
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Equivalencias

• Equivalencias:

• Sean F y G fórmulas.

[1(a)] ¬(∀x)F ≡ (∃x)¬F

[1(b)] ¬(∃x)F ≡ (∀x)¬F

• Sean F y G fórmulas y x una varible no libre en G.

[2(a)] (∀x)F ∧ G ≡ (∀x)(F ∧ G)

[2(b)] (∀x)F ∨ G ≡ (∀x)(F ∨ G)

[2(c)] (∃x)F ∧ G ≡ (∃x)(F ∧ G)

[2(d)] (∃x)F ∨ G ≡ (∃x)(F ∨ G)
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Equivalencias

• Sean F y G fórmulas.

[3(a)] (∀x)F ∧ (∀x)G ≡ (∀x)(F ∧ G)

[3(b)] (∃x)F ∨ (∃x)G ≡ (∃x)(F ∨ G)

• Sean F y G fórmulas.

[4(a)] (∀x)(∀y)F ≡ (∀y)(∀x)F

[4(b)] (∃x)(∃y)F ≡ (∃y)(∃x)F
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Equivalencias

• Equivalencia 1(a): ¬(∀x)F ` (∃x)¬F

 

 

5,2

: 

äx.ÂP(x)

supuesto

Âe

èx.P(x)

6

3

: 

Âäx.ÂP(x)

premisa

supuesto

: 

: 

2

2-910

8

7

: 

RAA

Ù

: 

äx.ÂP(x)
Âe

: 

Âèx.P(x)

9

4

: 

 

 

8,1

: 

äi

supuesto

 

P(i)

5

RAA

1

ÂP(i)

 

: 

3-7

Ù

4-6

èi

4,3

actual i
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Equivalencias

• Equivalencia 1(a): (∃x)¬F ` ¬(∀x)F

2

ÂP(i)

1,4-6

P(i)

: 

äe

 

7

Ù

Âèx.P(x)

äx.ÂP(x)

 

 

Ù

5,4.2

: 

: 

actual i

3

ÂÂèx.P(x)

: 

3,4.1

: 

2-7 

èx.P(x)

: 

supuestos4

2

: 

premisa

6

1

ÂÂe

Âe

8 : 

 

5

RAA

supuesto

, 
èe
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Equivalencias

• Equivalencia 1(a): ¬(∀x)F ≡ (∃x)¬F

6

4

: 

3,6

: 

 

Âèx.P(x)

1

 

äx.ÂP(x)  

çi

3

Âèx.P(x)êäx.ÂP(x)

2 Conjecture Âèx.P(x) æ äx.ÂP(x)

: 

äx.ÂP(x)

 

supuesto

çi

5

: 

7

Âèx.P(x)çäx.ÂP(x)

4-5

: 

Âèx.P(x)1

4

supuesto

: 

Theorem äx.ÂP(x) æ Âèx.P(x): 

êi

1-2

äx.ÂP(x)çÂèx.P(x)

 

LI 2004–05 CcIa Deducción natural en lógica de primer orden 7.12



Equivalencias

• Equivalencia 3(a): (∀x)(F ∧ G) ` (∀x)F ∧ (∀x)G

6

1,2

actual i1

3

P(i)¦Q(i)

èx.P(x)

: 

 

premisa

èx.P(x)¦èx.Q(x)

Q(i)

supuesto

: 

èe

supuesto

èx.Q(x)

 

10

8

: 

¦e2

: 

2

: 

èi

 

actual i

1

: 

: 

9

4

 

èe

¦e1

1,6

3

6-8

: 

 

7

 

5  : 

P(i1)¦Q(i1)

7

èx.(P(x)¦Q(x))

: 

P(i1)

¦i

2-4èi

5,9
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Equivalencias

• Equivalencia 3(a): (∀x)F ∧ (∀x)G ` (∀x)(F ∧ G)

4,6

èi  

èx.P(x) ¦e

 

1

actual i supuesto

premisa

èx.(P(x)¦Q(x))

 

3,2

P(i)¦Q(i)

 

: 

2-7

¦i

8

 7

: 

5,2: 

èe

2

4

Q(i) èe

 

: 

¦eèx.Q(x)5

: 

6

èx.P(x)¦èx.Q(x)

P(i)

3

1

: 

1

: 

: 
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Equivalencias

• Equivalencia 3(a): (∀x)(F ∧ G) ≡ (∀x)F ∧ (∀x)G

6

: 

4

èx.P(x)¦èx.Q(x)

èx.(P(x)¦Q(x))
Theorem èx.(P(x)¦Q(x)) æ èx.P(x)¦èx.Q(x)

çi: 

èx.(P(x)¦Q(x))

 

: 

3,6

3

èx.(P(x)¦Q(x))êèx.P(x)¦èx.Q(x)

2

 

supuesto

: 

èx.P(x)¦èx.Q(x)

çi

 5

 

7

èx.(P(x)¦Q(x))çèx.P(x)¦èx.Q(x)

supuesto: 

1-2

4

1

êi  

: 

4-5

Theorem èx.P(x)¦èx.Q(x) æ èx.(P(x)¦Q(x))

èx.P(x)¦èx.Q(x)çèx.(P(x)¦Q(x))
: 

1
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Equivalencias

• Equivalencia 3(b): (∃x)F ∨ (∃x)G ` (∃x)(F ∨ G)

4,3.1

: 

1

5

äx.P(x)ëäx.Q(x)

 

 

11

äx.(P(x)ëQ(x))

supuesto

: 

3 : 

3.2

supuesto

8

 

P(i)

äe 2,3-5

: 

8.2

12

4

: 

, 

9

: äx.Q(x)

 

 

: 

äe 7,8-10

ëe

actual i

äx.P(x)

ëi2

: 

actual i1

: 

äi

premisa

1,2-6,7-11

äi

 

6

, 

P(i)ëQ(i)

10

P(i1)ëQ(i1)

7

äx.(P(x)ëQ(x))

supuestos

: 

supuestos

: 

äx.(P(x)ëQ(x))

Q(i1)

: 

9,8.1

ëi1

2

äx.(P(x)ëQ(x))

äx.(P(x)ëQ(x))
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Equivalencias

• Equivalencia 3(b): (∃x)(F ∨ G) ` (∃x)F ∨ (∃x)G

: 

, 

ë intro

äx.P(x)ëäx.Q(x)

premisa

: 

äe

3

7

äx.P(x) 3,2.1

actual i

6

2

: 

 

7: 8

äx.P(x)ëäx.Q(x)

10

4

 

äi

2.2,3-5,6-8

: 

 

: 

P(i)ëQ(i)

äx.(P(x)ëQ(x))

9 : 

Q(i)

: 4

 

: 

 

supuesto

ë intro

äx.Q(x)

supuestos

äi

supuesto

1

6,2.1

: 

1,2-9

5

äx.P(x)ëäx.Q(x)

äx.P(x)ëäx.Q(x)

P(i)

 

ëe
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Equivalencias

• Equivalencia 3(b): (∃x)F ∨ (∃x)G ≡ (∃x)(F ∨ G)

6

 

 : 3

: 

4äx.P(x)ëäx.Q(x)

: äx.(P(x)ëQ(x))

çi

 

supuesto

Conjecture äx.(P(x)ëQ(x)) æ äx.P(x)ëäx.Q(x)

 

2

3,6

: 

äx.(P(x)ëQ(x))

äx.P(x)ëäx.Q(x)

çi

5

1-2

1

7

äx.P(x)ëäx.Q(x)çäx.(P(x)ëQ(x))

äx.P(x)ëäx.Q(x)êäx.(P(x)ëQ(x))

: 

Theorem äx.P(x)ëäx.Q(x) æ äx.(P(x)ëQ(x))

4-5

4

: 

äx.(P(x)ëQ(x))çäx.P(x)ëäx.Q(x)

: 

supuesto

êi  

1
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Equivalencias

• Equivalencia 4(b): (∃x)(∃y)F ` (∃y)(∃x)F

 

 

actual i

P(i,i1)

äx.P(x,i1)

: 

 äi

6

4,3.1

: 

äy.äx.P(x,y)

3.2,2.1

3

äi

1,2-6

2

, 

1

äe

äy.äx.P(x,y)

5

äe

: 

: 

 

7

äy.P(i,y)

äy.äx.P(x,y)

actual i1 supuestos

äx.äy.P(x,y)

, 

: 

: 

4

supuestos

2.2,3-5

: 

premisa
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Equivalencias

• Equivalencia 4(b): (∃x)(∃y)F ≡ (∃y)(∃x)F

6 : 

äy.äx.P(x,y) 1

supuesto

: 

äx.äy.P(x,y)

êi

: 

3,6

supuesto

äx.äy.P(x,y)êäy.äx.P(x,y)

2

5

äy.äx.P(x,y)

: 

 

 

3  

çi

Conjecture äx.äy.P(x,y) æ äy.äx.P(x,y)

çi 1-2

7

äx.äy.P(x,y)çäy.äx.P(x,y)

: 

äx.äy.P(x,y)

4

 

: 

: 

1

 4

äy.äx.P(x,y)çäx.äy.P(x,y) 4-5

Conjecture äx.äy.P(x,y) æ äy.äx.P(x,y)
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Reglas de la igualdad

• Regla de eliminación de la igualdad:

t1 = t2 F [x/t1] = e
F [x/t2]

donde [x/t1] y [x/t2] son libres para F .

• Ejemplo:

1 (x + 1) = (1 + x) premisa

2 (x + 1 > 1) → (x + 1 > 0) premisa

3 (1 + x > 1) → (1 + x > 0) =e 1,2

• Ejemplo: t1 = t2, t2 = t3 ` t1 = t3

1 t1 = t2 premisa

2 t2 = t3 premisa

3 t1 = t3 =e 2,1
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Reglas de la igualdad

• Regla de introducción de la igualdad:

= i
t = t

• Ejemplo: t1 = t2 ` t2 = t1

1 t1 = t2 premisa

2 t1 = t1 =i

3 t2 = t1 =e 1,2
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