LOGICA INFORMATICA CURSO 200405

Tema 7: Deduccién natural en
l6gica de primer orden

José A. Alonso Jiménez
Andrés Cordon Franco

Grupo de Loégica Computacional
Dpto. de Ciencias de la Computacion e Inteligencia Artificial

UNIVERSIDAD DE SEVILLA

LI 200405 Ccla Deduccién natural en légica de primer orden 7.1


http://www.cs.us.es/~jalonso�
http://www.cs.us.es/~acordon�
http://www.cs.us.es/glc�
http://www.cs.us.es/�
http://www.us.es/�

Reglas del cuantificador universal

® Regla de eliminacion del cuantificador universal

* Regla de eliminacién del cuantificador universal:
(V) F
Flx/t]
donde [x/t] es libre para F'.

Ve

°* Nota: Analogia con Ae; y Aes.
*Ejemplo 1: P(c), (Vz)(P(z) — -Q(x)) F =Q(c)

1: actualy, P(y) , ¥x.(P(x)—=Q(x)) premisas
2: P(y)—=—Q(y) Ve 13,1.1
3:=Q(y) —e 2,12

*Nota: (Vz)(Jy)(z < y) ¥ Fy)(y < y).
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Reglas del cuantificador universal

® Regla de introduccién del cuantificador universal

* Regla de introduccién del cuantificador universal:

Lo

Flz/x
(Vx)F
donde xy es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.

V1

°* Nota: Analogia con Ai.

*Ejemplo 2: (Vz)(P(z) — Q(x)), (Vz)P(x) F (Vz)Q(x)

1:Yx.(Px)—>Q(x)) , Vx.P(x)  premisas
2 :| actual i supuesto
3:] P(i))—Q(i) Ve 1.1.2
4 -1 P(i) Ve 122
5:] Q(i) —e 34
6 : Vx.Q(x) Vi 2-5
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Reglas del cuantificador existencial

® Regla de introducciéon del cuantificador existencial

* Regla de introduccién del cuantificador existencial:
Flz/t]
(x)F

donde [x/t] es libre para F'.

=0}

°* Nota: Analogia con Vi; y Vis.
°*Ejemplo 3: (Vx)P(x) F (Jx)P(x)
1: actual j, Vx.P(x)  premisas

2: P(j) Ve 12,11
3: X.P(x) 3 2,1.1
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Reglas del cuantificador existencial

® Regla de eliminacion del cuantificador existencial

°* Regla de eliminacién del cuantificador existencial:

T F[w/wo]

(3z)F G
G

donde xy es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.

de

°* Nota: Analogia con Ve.

*Ejemplo 4: (Vz)(P(z) — Q(x)), (3z)P(z) F (3z)Q(x)

1:Wx.(Px)—=Q(x)) , Ix.P(x) premisas

2 :| actual i, P(i) supuestos
3:1 P>i))—Q(i) Ve 1.12.1
4| Q() — e 322
5:] x.Q(x) i 42.1

6 : Ix.Q(x) Je 122-5
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Reglas del cuantificador existencial

* Ejemplo 5: (Vz)(Q(z) — R(z)), (3z)(P(x) A Q(x)) - (3z)(P(x) A R(x))

1: Wx.(Q(x)—=R(x)) , X.(P(x)AQ(x))  premisas

2 ;| actual i, P())AQ(i) supuestos
31| Q()—R() Ve 1.12.1
41| Q(i) ne 2.2

5:1 P(i) Ne 2.2

6:] R(i) —e 34

7 : P(i)/\R(i) Al 5.6

8 :| Ix.(P(x)AR(x)) i 7,2.1

9 : Ix.(P(X)AR(x)) Je 12,2-8
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Reglas del cuantificador existencial

*Ejemplo 6: (3x)P(x), (V)(Vy)(P(z) — Q(y)) F (Vy)Q(y)

1: X.P(x) , ™.Vy.(Px)—Q(y)) premisas

2 :| actual i supuesto
3:|| actual i1, P(i1) supuestos
|| w.(Pan—Qe) ve 1231
5 : P(i1)—Q(i) Ve 42

61| Q() e 532
7:| Q) Je 1.13-6
8 : Vy.Q(y) Vi 2-7
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Equivalencias

¢ Equivalencias:
°*Sean F' y G féormulas.
[1(a)] =(Vx)F = (Jx=)—F
[1(b)] =(Fx)F = (Vx)-F

°*Sean F' y G formulas y x una varible no libre en G.
[2(a)] (Vx)F NG = (Vx)(F NG)
2(b)] (Vx)F VG = (Vx)(F V G)
2(c)] (Fx)F NG = (Fx)(F N G)
[2(d)] (x)F VvV G = (Fx)(F V G)
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Equivalencias

*Sean F y G férmulas.
3(a)] (V2)F A (V2)G = (Vz)(F A G)
3(b)] (3z)F V (32)G = (3z)(F V G)

*Sean F y G férmulas.

[4(a)] (Vz)(Vy)F = (Vy)(Vx)F
[4(b)] (3z)(Fy)F = (3y)(3z)F

LI 200405 Ccla

Deduccién natural en légica de primer orden 7.9



Equivalencias

* Equivalencia 1(a): —(Va)F + (Jx)~F

1: —Vx.P(x) premisa

2 .| =Ix.=P(x) supuesto
3:]| actual i supuesto
4 : —P(i) supuesto
5 : Ix .= P(x) di 4.3

0 : J_ —e 5,2
7| P() RAA 4-6
8 :| Vx.P(x) Vi 3-7
9:1 L —-e 8,1
10 : Ix.~P(x) RAA 2-9
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Equivalencias

* Equivalencia 1(a): (Jx)—-F + = (Vx)F

1: Ix.=P(x) premisa

2 1| =x.P(x) supuesto

3| Vx.P(x) ——e 2

4 || actual i, —P(i) supuestos
5:11 P(i) Ve 34.1

6 : 1 —e 5,4.2

7:1 L de 146
8 : —|VX.P(X) RAA 2-7
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Equivalencias

* Equivalencia 1(a): —(Vx)F = (Jx)—F

: X AP(X)——Vx.P(x)  —i 4-5
VX .P(x)6>X.—P(x) i 36

1:|] —Vx.P(x) supuesto

2 | Ix.—P(x) Conjecture =Vx.P(x) F Ix.=P(x) 1
3 aVx.P(x)—3x.—P(x) —i 1-2

4| X.=AP(x) supuesto

5:] —vx.P(x) Theorem Ix.—P(x) F —Vx.P(x) 4
6

7
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Equivalencias

* Equivalencia 3(a): (Vx)(F ANG) F (Vx)F A (V)G

- Yx L. (P(x)AQ(x))

[E-

actual i1
P(i1)AQ(il)
P(i1)

- Vx.P(x)

actual |
P()AQ(i)
Q(i)

© o0 N O Ot B~ W BN

: Vx.Q(x)

[
o

: VX.P(X)AYX.Q(x)

premisa

supuesto
Ve 172
Nel 3

Vi 2—4

supuesto
Ve 16
ne2 7

Vi 6-8
Al 59

LTI 2004-05

Ccla

Deduccion natural en légica de primer orden

7.13



Equivalencias

* Equivalencia 3(a): (Vx)F A (V)G + (Vz)(F N G)

1: Ux.P(X)AVXx.Q(x)  premisa

2 :| actual | supuesto
3:] Wx.P(x) Ne 1

4 | P(i) Ve 32

5:] Vx.Q(x) Ne 1

6:| Q) Ve 5.2

71 P()AQ() A 4.6

8 : Vx.(P(x)AQ(x)) Vi 2-7
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Equivalencias

* Equivalencia 3(a): (Vx)(F ANG) = (Vx)F N (V)G

1:| ¥x.(P(x)AQ(x)) supuesto
2 1| Yx.P(x)AVx.Q(x) Theorem Vx.(P(x)AQ(x)) F Vx.P(x)AVx.Q(x) 1
31 Ux.(P(X)AQ(X))—=Vx.P(x)AVXx.Q(x) —i 1-2
4 | Vx.P(x)AVx.Q(x) supuesto
5:] Yx.(P(x)AQ(x)) Theorem Vx.P(x)AVx.Q(x) F ¥x.(P(x)AQ(x)) 4
6 : Vx.P(x)AVX.Q(x)—Vx.(P(X)AQ(x)) —i 4-5
7 Vx . (P(x)AQ(x))e=Vx . P(x)AVXx.Q(x) i 36
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Equivalencias

* Equivalencia 3(b): (qx)F V (3x)G + (3x)(F V G)

1: IXx.P(x)v3Ix.Q(x) premisa
2 | Ix.P(x) supuesto
3:]| actual i, P(i) supuestos
41| P>)VQ(i) Vil 3.2
5:1| 2x.(Px)vQ(x)) Ji 43.1
6 :| Ix.(P(x)vQ(x)) Je 23-5
7] Ix.Qx) supuesto
8 :|| actual i1, Q(i1) supuestos

1| P(>i1)vQ(il) Vi2 8.2
10 | | Ix.(P(x)VQ(x)) Ji 9,8.1
11 ] Ix.(P(x)vQ(x)) Je 7,8-10
12 : X.(P(x)vQ(x)) Ve 12-6,7—11
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Equivalencias

* Equivalencia 3(b): (3z)(F V G) F (3x)F Vv (Ix)G

1: X.(P(x)vQ(x)) premisa

2 ;| actual i, P(i)vQ(i) supuestos

3:1] P(i) supuesto

4 - Ix.P(x) Ji 32.1

5:1] Xx.Px)vIx.Q(x) V intro 4

6:1] Q(i) supuesto

71| X.Q(x) Ji 6,2.1

8 :|| x.P(x)vIx.Q(x) V intro 7

9:] xX.P(x)vix.Q(x) Ve 2.23-56-8
10 : Ix.P(x)Vv3Ix.Q(x) Je 12-9
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Equivalencias

* Equivalencia 3(b): (3x)F V (Fx)G = (3x)(F V G)

1:] x.P(x)vax.Q(x) supuesto

2] X.(P(x)vQ(x)) Theorem Ix.P(x)vIx.Q(x) F Ix.(P(x)vQ(x)) 1
3 X.Px)vIx.Q(x)—3Ix.(P(x)vQ(x)) —i 1-2

4| Ix.(P(x)vQ(x)) supuesto

5:] x.P(x)vix.Q(x) Conjecture Ix.(P(x)VQ(x)) F Ix.P(x)Vvx.Q(x) 4
6 : Ix.(P(x)vQ(x))—Ix.P(x)vIx.Q(x) —i 4-5

7 X.PX)VX.QX)—=3KX.(Px)vQ(x)) i 3,6
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Equivalencias

* Equivalencia 4(b): (3z)(Jy)F + (Jy)(Ix)F

1: Ix.Jy.P(x,y) premisa

2 :| actual i, Jy.P(iy) supuestos
3:]| actual i1, P(i,il) supuestos

4 1| Ix.P(x,i1) Ji 3.2,2.1
5 Jy.3Ix.P(x y) 3 43.1

6 :| dy.Ix.P(xy) Je 223-5
7 Jy.X.P(xy) Je 12-6
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Equivalencias

* Equivalencia 4(b): (Ix)(Jy)F = (Jy)(I=)F

1:] Ix.Jy.P(xy) supuesto
2 1| Jy.X.P(xy) Conjecture Ix.3dy.P(x,y) F Jy.Ix.P(xy) 1
3: Ix.dy.P(x,y)—3y.3x.P(x,y) —i 1-2
4 | dy.X.P(xy) supuesto
5:1 Ix.Jy.P(xy) Conjecture Ix.Jy.P(xy) F Jy.3x.P(x)y) 4
6 : dy.Ix.P(x,y)—3Ix.3y.P(xy) —i 4-5
7: X Iy Pxy)—=Iy.IXx.Pxy) i 36
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Reglas de la igualdad

* Regla de eliminacién de la igualdad:

tl = tz F[w/tl]
Flx/t]

donde [x/t,] y [x/t2] son libres para F'.

* Ejemplo:
1 (x+1)=1+=x) premisa
2 (x+1>1) — (x+1>0) premisa
3 14+4x>1) —- (1+x>0) =el1,2

'Ejemplo: tl = tz, tz = t3 H t1 = t3
1 t; =t premisa

2 ty = t3 premisa
3 tl = t3 =€ 2,1
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Reglas de la igualdad

* Regla de introduccién de la igualdad:
t=t

*Ejemplo: t; =t 1y =t
1 t; =t premisa
2 t1 =1t =i
3 to =1t =e 1,2
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