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2 Examen de Ldgica informdtica (Grupos 1 y 2) del 26 de Junio de 2006

Ejercicio 1 [1.6 puntos| Sea F' la formula (p — q) — —(q¢ V1) A —p.
1. Decidir, mediante tablero semdntico, si F' es una tautologia.

2. Si F' no es una tautologia, calcular, a partir de su tablero semdntico, los contramodelos de F,
una forma normal disyuntiva de —=F y una forma normal conjuntiva de F.

Solucién:
Apartado 1: Decidiremos la validez de F' construyendo el tablero semantico de —F'.

L =((p—q) — ~(qVr)A-p)
2. p—q (1)
3. =(=(gVvr)An-p) (1)

L gV ©) L ()
6. gVvr (4) 13. p (5)
/\ /\
14. ~p (2) 15.q (2)
7.-p (2) 8.q (2) Cerrada Abierta
13-14 {p,q}

9.¢q (6) 10.r (6) 11.q (6) 12.r (6)
Abierta Abierta Abierta Abierta

{-p.qt  {-pr} {a} {a,7}

Puesto que el tablero de —F tiene ramas abiertas, la férmula —F tiene modelos y, por tanto, F
no es una tautologia.

Notese que para decidir que F' no es una tautologia bastaba desarrollar hasta encontrar la primera
rama abierta. Hemos desarrollado el tablero completo para encontrar los contramodelos de F' que se
piden en el siguiente apartado.

Apartado 2: Los contramodelos de F' son los modelos de =F' y se obtienen a partir de las ramas
abiertas del tablero de =F'. Los contramodelos son

lp |a [r
U1 0 1 -
(%) 0 — 11
V3 | — 1 —
v | — |1 |1
vs |1 |1 | —

Puesto que vz esta contenido en vy, vy y vs, los contramodelos se reducen vy y v3. Por tanto,
-~F=(-pAr)Vyq
y una forma normal disyuntiva de —F es

(-pAT)Vq
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Ademas,

F == F

~((pAT) V)

—(mp AT) A g

(mp V) A g
(pV-r)A—g

y una forma normal conjuntiva de F' es

(pV—r)A—q.
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Ejercicio 2 [1.6 puntos| Demostrar o refutar las siguientes proposiciones:

1. Si{F — G, F} es consistente, entonces {G} es consistente.

2. 51 S es un conjunto inconsistente de formulas, entonces el tablero semdntico cerrado de S
obtenido aplicando las reglas o antes que las reglas ( tiene menos nodos que el tablero semdntico
cerrado de S obtenido aplicando las reglas 3 antes que las reglas c.

Solucion:

Apartado 1: La proposicién es cierta. En efecto, supongamos que {F' — G, F'} es consistente,
entonces existe un modelo v del conjunto. Por tanto, v(F' — G) = 1y v(F') = 1. Por la definicién
del valor de verdad del condicional, v(G) = 1. Por consiguiente, {G} es consistente.

Apartado 2: La proposicion es falsa. Como contraejemplo consideremos el conjunto

S = {pl A (p2 /\p3)7q Vv r, g, _'T}'

El tablero semantico cerrado de S obtenido aplicando las reglas o antes que las reglas (3 es

1.

00N D U W

p1 A (P2 A p3)

9.¢ (2) 10.r (2)

Cerrada

9-3

qVvr

-q

—-r

p (1)

p2Aps (1)

p2 (6)

ps  (6)
Cerrada

104

y el tablero semantico cerrado de S obtenido aplicando las reglas 5 antes que las reglas « es

1.

5. q

2.
3.
4

1A (P2 A p3)
qVvr
-q
—r
(2) 6.7 (2)

Cerrada  Cerrada

-3

64

El ntimero de nodos del primer tablero es mayor que el nimero de nodos del segundo tablero.
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Ejercicio 3 [1.6 puntos| Se consideran las siguientes formulas:
o= (Vo) (Fe1) (Vy) (Fyn) (V2) (F20) P, 21,4, 11, 2, 21)
Fy = (32) (V) By) (V1) (32) (Fu) Pz, 2, 21, y, 91, 1)
Fy = (32)(Ve) (3y) (Fyn) (V2)(321) Pz, 21, 9,91, 2, 21)

Decidir, por resolucion, las siguientes relaciones. Para las que no se verifiquen, dar un contramodelo.

1. FiEF
2. 3L
Solucion:

Apartado 1: Decidir F; | Fy se reduce a decidir si {F;,—Fb} es inconsistente. Lo haremos por
resolucion. En primer lugar calculamos una forma clausal de F}

(V) (F1) (Vy) (1) (V2) (F21) P (2, 21,9, 1, 2, 21)
=t (V2)(Vy)(Fy1)(V2)(321) P(x, f1(2), y, 51, 2, 21)
=sat (VZL‘)(Vy)(VZ)(E'Zl)P({L‘,fl(ZL‘),y,fQ(ZL‘,y),Z,Zl)
=sat (‘v’x)(‘v’y)(Vz)P(x,fl(x),y,fQ(x,y),z,fg(x,y,z))
{{P(ZL‘, fl(x)aya fQ(xvy)vza f3(x7y72))}}

y una forma clausal de =F3

=(32) (V1) (Fy) (V1) (32) (Fu) Pz, @, 21, 9, 91, )
(V) (321) (V) (3y1) (V2) (Vu) = P (2, @, 21, 5 41, 1)
sat (V) (YY) (3y1) (V2) (Vu) 2P (2, 2, fa(2),y, 41, 1)
sat (V) (Vy)(V2) (Yu) 2 P(z, 2, fa(2), y, f5(2, ), u)
{{-P(z, 2, falz),y, fs(z,y),u)}}

Las clausulas obtenidas son

{P(Jﬁ, fl('r)vyu fQ(SL’,y),Z, f3(37,y, Z>>}
{_'P(Zv Z, f4($)7 Y, f5(:zc,y),u)}

Para calcular una resolvente de C y C5 separamos las variables aplicandole a C'; el renombramiento
0 = [x/x1,y/11,2/7] con lo que se obtiene

C10 = {P(z1, fr(z1), y1, fo(z1,91), 21, f3(21, 91, 21)) }
y calculamos un unificador de méxima generalidad de P(x1, f1(z1), 1, f2(®1, 1), 21, f3(21, 1, 21)) ¥

P(Z,l‘, f4(x)7ya f5(x,y),u)
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unlf(()P(xlvfl(xl)vylafQ(xlayl)v217f3(x17y1721)) = P(vaa f4($),y,f5($,y),u)),

= umf((a)tl z, fi(z1) =z, 1 = fa(x), folzr, 1) =y, 21 = f5(2,y), fs(x1,y1, 21) = w)),

= U”'f(Ef}@]l)) =x,y1 = fu(x), fo(@1, 1) =y, 21 = f5(2, ), fs(x1, 91, 21) = u)),

= unif((y1 = fa(fi(z1)), fol2r, 1) =y, 21 = fs(fi(21),v), fa(zr, 01, 21) = u)),
[z/21, 2/ fi(z1)])

= unif((fa(x1, fu(f1r(21))) = y, 21 = fs(fr(21),9), f3(21, fa(fi(21)), 21) = w),)
2/, 2/ fi(z1), y1/ fa( fr(z1))])

= unif((z1 = f5(f1(21), fa(21, fa(f1(21)))), fa(r, fa(fi(21)), 21) = ),
[2/x1, @/ fi(z), y1/ fa(fi(2), y/ fo(o, fa(fi(21)))])

= unif((f3(z1, fa(fi(21)), fs(fi(x1), fo(r, fa(fi(21))))) = u)),

f(%’)/l’l yof fi(me), yi/ fa(fi(@1)), y/ fa(n, falfi(20)), 20/ f5(fu(@a), fo(@, fa(fi(21))))])

2/, 2/ fi(z), y1/ fa(fi(x1)), y/ fo(n, fa(fr(2)), 21/ fs(fr(zn), fa(zn, fa(fi(z1)))),
u/ f3(w1, fa(fi(21)), fs(fr(21), fa(zr, fa(fi(21)))))])

= [z/zr, 2/ fi(zr), y1/ fa(fi(21)), y/ fa(n, fa(fi(21)), 21/ f5(fr(n), fol, fa(fi(21)))),

u/ f3(wy, fa(fi(21)), f5(fr(mr), fa(zr, fa(fi(21)))))]

Por tanto, la resolvente de C; y C5 es la clausula vacia. De lo que se sigue que {Fy,—F5} es incon-
sistente y F} = Fb.

Apartado 2: Decidir F | F, se reduce a decidir si {F3, =F5} es inconsistente. Lo haremos por
resolucion. En primer lugar calculamos una forma clausal de Fj

(3z) (V1) (3y) (3y1) (V2) (F21) P2, 21, 9, 41, 2, 21)
sat - (V21)(Fy) (3y1) (V2)(321) Pla, 21, Y, y1, 2, 21)
sat - (V21)(3y1)(V2)(321) Pla, 21, fo(w1), 91, 2, 21)
(Vz1)(V2)(F21) P(a, 71, fo(21), fr(21), 2, 21)
sat (V1) (V2)Pla, 21, fo(r1), fr(71), 2, fs(21, 2))
HP(a, 21, fo(x1), fr(21), 2, f3(21, 2)) }}

Las clausulas de =F, y F3 son

C(2: {_'P(va7 f4($),y,f5<l’,y),U)}
Cs = {P(a, 1, fo(21), fr(21), 2, fs(21, 2)) }

Para calcular una resolvente de C5 y (3 calculamos un unificador de maxima generalidad de los

literales P(z,x, f4(x),y, fs(x,y),u) y P(a,z1, fo(x1), f1(x1), 2, fs(x1, 2)).
unif ((P(z, 7, fa(r),y, fs(x,y), w) = P(a,x1, fo(x1), fr(71), 2, fs(21, 2)),

€)
= unlf(()z =a,T = T, f4<SL’) = f6<x1>7y = f7<l’1), f5(:c,y) =ZzZu= f8('r17 Z)),
= Unlf(fl’/—])l’l, f4<SL’) = f6<x1>7y = f7(371), f5(:c,y) =z U= f8<x17 Z)),
= unif((fa(z1) = fo(x1),y = fr(21), f5(2,y) = z,u = fs(21,2)),
[2/a, x/x1])
= unif((f4(3:1) = f6<x1>7y = f7(371), f5(x,y) =Z,Uu= f8<x17z))7
[2/a, x/x:])

= “No unificable”
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Por tanto, Cy y C5 no tienen resolventes. De lo que se sigue que {F3, = F,} es consistente y Fy [~ Fy.
Un contramodelo de Herbrand se obtiene haciendo

I(P) = {P(a,ty, fe(t1), f7(t1), 1, fs(t1,1)) : t,t, € UH},

donde U H representa el universo de Herbrand definido recursivamente por
» ac UH,
» Sit € UH, entonces fy(t), f6(t), fz(t) € UH

= Si tl,tg € UH entonces f5<t1,t2),fg<t1,t2) e UH.
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Ejercicio 4 [1.6 puntos| Se considera el conjunto S = {(Vzx)[P(z,y) — —Q(2)], P(x,v), (Fu)Q(u)}
1. Probar que S es consistente.

2. Decidir si S tiene o no un modelo, justificando la respuesta.

Soluciodn:
Apartado 1: Probar que S es consistente se reduce a probar que

51 =A{(32)(3y)(32) () [(Vz)[P(z,y) — —Q(2)] A P(x,v) A (Fu)Q(u)]

lo es. Lo haremos por resolucion. Comenzamos calculando una forma clausal de S;

(32)(3y) (32)(30)[(Va) [P(x, y) — —Q(2)] A P(z,v) A (Fu)Q(u)]

(32)(3y) (32) (30)[(Var )[P (21, y) — =Q(2)] A Pla,v) A (u)Q(u)]

(32) By) (32) (3v) (Fu) (Var )[(= P (a1, y) V =Q(2)) A P(r,v) A Q(u)]
sat (Ver)[(=P(21,0) V =Q(c)) A Pla, d) A Q(e)]

{=P(21,0), ~Q(c)}, {P(a,d)}, {Q(e)}}

Las clausulas obtenidas son

Cr: {~P(x1,0),Q(c)}

Cy: {P(a,d)}

Cs: {Q(e)}
Entre las clausulas no hay resolventes. Por tanto, S; es consistente y un modelo de Herbrand de S es
{P(a,d),Q(e)}. Es decir, el universo es U = {a, b, c,d, e}, la interpretacion de P es I(P) = {(a,d)}
ylade @ es I(Q) = {e}. Ademads, (U, I) con la asignacién A tal que A(z) =a, A(y) =0, A(z) =cy
A(v) = d verifica el conjunto S. En efecto,

{(v2)[P(z,y) — =Q(2)], P(z,v), (Fu)Q(u)}
1 1 11e¢ 1 ad 1le 1 e

Apartado 2: Decidir si S tiene modelo se reduce a decidir si

Sy = { (V) (V) (V2) (Vo) [(V2) [Pz, y) — —Q(2)] A P(x,v) A (Fu)Q(u)]

lo es. Lo haremos por resolucion. Comenzamos calculando una forma clausal de S;

(V) (Vy) (V2) (Vo) (V) [P(z,y) — =Q(2)] A P(z,v) A (Fu)Q(u)]
(V) (V) (V2) (Vo) [(Var ) [P (21, ) — =Q(2)] A Pz, 0) A (Fu)Q(u)]
(V) (V) (V2) (Vo) (Fu) (Var )[(= P (1, y) V =Q(2)) A P(z,v) A Qu)]
sat (V) (Vy)(V2) (Vo) (V) [(=P(21,y) V =Q(2)) A P(z,v) AQ(f (2,9, 2,v))]
{=P(21,y), ~Q(2)}, {P(2,0)} {Q(f (x,y, z,v)) }}

Las clausulas obtenidas son

Cl : {_'P(xlay)a_'Q(Z)}
Cy: {P(x,v)}
C%; : {Q(f(:c,y,z,v))}
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Una refutacion es

1 {=P(z1,),~Q(2)}

2 {P(x,0)}

3 {QUf(z,y,2,0))}

4 {-Q(2)} Res. de 1y 2 con 0 = [z/z1,v/y]

5 0O Res. de 4[z/z] y 3 con 0 = [z1/ f(x,y, z,v)]

Por tanto, S5 es inconsistente y .S no tiene modelos.
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Ejercicio 5 [1.6 puntos| Se considera el siguiente argumento:

Algunas personas admiran a los que tienen bigote. Algunas personas no simpatizan
con nadie que admire a los que tienen bigote. Luego algunas personas no son simpéaticas

a todos.

1. Formalizar el argumento utilizando los simbolos B(x): z tiene bigote, A(x,y): = admira v,

S(z,y): x simpatiza con y.

2. Dedidir, mediante cualquiera de los métodos de demostracion estudiados en el curso, la validez

del argumento.

Soluciodn:
Apartado 1: La formalizacion es la siguiente

= Algunas personas admiran a los que tienen bigote:
Fy: (3z)(Vy)[B(y) — Az, y)]

= Algunas personas no simpatizan con nadie que admire a los que tienen bigote:
Fy - (3z)(Vy)[(V2)[B(2) — Aly, 2)] = =5 (2, y)]

= Algunas personas no son simpaticas a todos:
Fy o (3)=(Vy)S (e, y)

Apartado 2: Vamos a decidir por resolucién si {Fy, F»} = F3. En primer lugar calculamos una

forma clausal de F}

(F2)(Vy)[B(y) — A(z,y)]

(3z)(Vy)[~B(y) Vv Az, y)]
sat (VY)[2B(y) Vv Ala, y)]

{{-B(y), Ala,y)}}

una forma clausal de F5

(32)(Vy)[(V2)[B(z) — Aly, 2)] — =S(z,y)]
= (J2)(Vy)[=(V2)[B(z) — Ay, 2)] V =S (7, )]
= (32)(VY)[(3F2)~(B(2) — Aly, 2)) V =S(z,y)]
= (Jo)()[(F2)[B(2) A=Ay, 2)] V =S(z, )]
= (Fo)(Vy)(3)(B(2) A=Ay, 2)) V =S (2, y)]
=t (Y9)(32)[(B(2) A —A(y,2)) V =S(b, )]
=t (VY(B(f() A=Ay, f(y))) vV ~S(b,y)]
= (WIB(f)V ﬁsﬁb, y)) A (=AY, f(y)) vV =S(b,y))]

y una forma clausal de =F3

—(37)~(Vy)S(z, )
(V) == (Vy)S(z,y)
(V) (Vy)S(x,y)
{S(z,y)}}
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Una refutacion es

1

N O O W N

8

{=B(y), Ala,y)}
{B(f(v)),~S(,v)}
{~A(y, f(y)), ~S(b,y)}
{S(z,9)}

{=A(y, f(v)}
{B(f(y)}

{DA(a, fw)}

Res
Res
Res
Res

.dedy3cono=|z/b
.dedy 2 cono=[x/b]

.de 6y 1[y/y1] con o = [y1/f(y)]
.de 7y 5 cono=|y/al

Por tanto, {Fy, Fy, = F3} es inconsistente y {F, Fyo} = F3.



12 Examen de Ldgica informdtica (Grupos 1 y 2) del 26 de Junio de 2006

Ejercicio 6 [2 puntos| Probar mediante deduccion natural:

L. E(pAg —(rVs)—(p—r)V(g—s))

2. {(V2)[Q(x) — ~R(x)],
(V) [P(z) — Q(x) V S(x)],
(32)[P(x) A R(2)]}
= (32)[P(x) A S(2)]

Solucion:
Apartado 1: = ((pAg) = (rVs)) = ((p—71)V(g—s))

La solucién se muestra en la figura [l (pagina [[3).
Apartado 2: {(Vz)[Q(z) — —R(x)],
(Vo)[P(z) — Q(z) V S(z)],
(3x)[P(z) A R(x)]}
= (32)[P(x) A S(z)]

La solucién se muestra en la figura B (pagina [[4]).
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1 (pAg)— (rVs) Supuesto

2 pV-p LEM

3 p Supuesto

4 qV —q LEM

5 ¢ Supuesto

6 pAgq Al 3,5

7 rvVs —e 1,6

8 r Supuesto

9 p Supuesto
10 r Hyp

11 p—r —19—10
12 (p—r)V(g—s) Vi 11

13 s Supuesto
14 ¢ Supuesto
15 s Hyp

16 ¢g—s —i 14 —15
17 (p—r)V(g—9) Vi 16

18 (p—r)V(g—s) Ve 7,8 — 12,13 — 17
19 —q Supuesto
20 ¢q Supuesto
21 1 —e 19,20
22 s le 21

23 q— s —i 20 — 22
24 (p—r)V(g—s) Vi 23

25 (p—r)Vig—s) Ve 4,5 —18,19 — 24
26 —p Supuesto
27 p Supuesto
28 L —e 206,27
29 r Le 28

30 p—r —i 27— 29
31 (p—7r)Vig—s) Vi 30

32 (p—1r)Vig—s) Ve 2,3 — 25,26 — 31
3B (pAg) = (rVs) = (p—7)V(g—s) —il—32

Figura 1: Apartado 1
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1 (Vo)[Q(z) — —R(x)] Supuesto
2 (Vz)[P(z) — Q(z) vV S(x)] Supuesto
3 (3x)[P(z) A R(x)] Supuesto
4 actual ¢ Supuesto
5 P(i) ANR(7) Supuesto
6 P(i) — Q>i)VS(>) Ve 2
7 P(i) Ne 5
8 Qi) VvV S(>) —e 6,7
9 Qi) Supuesto
10 Qi) — —R(1) Ve 1,4
11 —R(i) —e 10,9
12 R(i) Ne 5
13 L —e 11,12
14 S(i) le 13
15 P(i) A S(i) AT, 14
16 (3x)[P(xz) A S(x)] Ji 15,4
17 S(1) Supuesto
18 P(i) A S(i) N Y
19 (Fz)[P(z) A S(z)] Ji 18,4
20 (Fx)[P(z) A S(x)] Ve 8,9 —16,17—19
21 (32)[P(z) A S(z)] Je 3,4 — 20

Figura 2: Apartado 2



