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4 Examen de Diciembre de 2000

Examen de Diciembre de 2000

Ejercicio 1 El ejercicio consta de dos apartados.
(a) Probar que la siguienteébfmula es una tautoldg: (p — g Ar) — (p — (¢ — 1))

(a.1) Utilizando tableros seamticos.
(a.2) Mediante forma normal conjuntiva.

(b) Seal = {_|A1 V —ByV CQ, _|A1 vV Bl, _|A2 V BQ, Al, AQ}

(b.1) Probar qud’ es consistente y describir razonadamente todos los modelds
(b.2) Probar queJ = Cy; mediante resoluéin lineal.

Solucion:
Solucion del apartado (a.1):Un tablero semantico de((p — =g Ar) — (p — (¢ — 1))) €s

~((p = (gAr) = (p—(g—71))
p— (mgAr), L(p — (¢ —71))
p— (g A T)|,p, ~(qg—r)
p— (g /\|7'),p,q, -

0, 0,4, ] | ~qAr,p,q, |
| |

Cerrada
|

Cerrada

Como todas las hojas son cerradas,— —¢ A r) — (p — (¢ — r)) es una tautologia.

Solucion del apartado (a.2):Calculo de una forma normal conjuntiva de:

(p——gAr)—(p—(qg—r))

= (pV(~gAT))V(=pV(~gVT)) [por (2)]

= (- pAa(=gAT))V(=pV g V) [por (3)]

= (pA(=qV )V (=pV-qVr) [por (3) y (5)]
= (pA(gV 7))V (=pV-gVr) [por (5)]

= (pV-pV-ogVr)A(qV-rV-opVogVr) [por(7)]

= VAV

=V

Por ser la formula equivalentég es una tautologia.

Solucion del apartado (b.1):Vamos a ver qué condiciones tiene que cumplir una valonacpara ser
modelo del/. Para verificar las dos Ultimas formulasldese tiene que
v(A) =1 1)
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v(Asz) =1 (2)
Para verificar-A; vV By, teniendo en cuenta (1), se tiene que
Para verificar-A, vV Bsy, teniendo en cuenta (2), se tiene que

v(Bz) =1 4)
Para verificar-A; vV = B; V Cy, teniendo en cuenta (1) y (3), se tiene que

v(Cq) =1 )

En definitiva, cualquier valoraciontal quev(A,) = v(As) = v(B;) = v(Bs2) = v(Cy) = 1 es un modelo
deU.

Solucion del apartado (b.2):Una resolucion lineal es

{_‘Al, By, Cz}

{_‘Ah B1}

{_‘A27 Bz}

{A}

{A2}

{5}

{=A;,-B} Resolvente dé y 1
{=B:} Resolvente d& y 4
{—=A:} Resolvente d8 y 2
O Resolvente dé y 4

S © 00 ~J O Tk WwWwN +—

—_

Ejercicio 2 (a) Hallar las formas nomal prenexa conjuntiva, de Skolerfaysal de la brmula:
((32)A(y, 2) — (u)B(y, u)) — (3z)(V2)[P(z) — —Q(2)]
(b) SeaS el conjunto formado por laHfmulas

Fy s (Vo) (V)L (z,y) — Iy, )] A (Vo) (YY) (V2) [ (2, y) A Ly, 2) — I(z, 2)]
Fy: P(e) A (Vz)[P(z) — S(d, x)]
Fy o (Vo) (Yyn) (Vy2) [P (2) A =L (y1, y2) — (S (yr,2) A S(y2, 2))]

Decidir, mediante resoluén o construyendo un modelo de Herbrand, si:

(b.1) S |= (Vy)[L(y, d) — (Vo)[P(z) — S(y, )]]
(b.2) S = —=(3x)[S(x,e) A —I(z,d)]

Solucion:
Solucion del apartado (a):
1.— Forma normal conjuntiva:
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[Skolemc]

Vu)[(A(a,b) V =P(c) V =Q(2)) A (=B(a,u) V =P(c) V ~Q(2))]

(32)A(y, 2) — (Bu)B(y,u)) — (32)(V2)[P(x) — =Q(2)]
(a,b), =P(c), ~Q(2)}, {~B(a,u), ~P(c), ~Q(2) }}

2)(
(A

v
8t

(
(

—sat

3.— Forma clausal:
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Examen de Junio de 2001

Ejercicio 3 Este ejercicio tiene 3 apartados.

1. Decide, utilizando el Btodo que se indica, si cada una de lasiulas siguientes es insatisfactible
0 una tautologga.

A:(pAgepVa) —(p—q)

B:(p——(g—-r)A(r——q)

C:(g—=pAr)A=(p—=pVq)
Los netodos que deben usarse son: tablerosés#ios parad, formas normales par& y resolucon
paraC.

2. Describe, razonadamente, todos los modelos de cada ulaa flemulas anteriores.

3. Consideremos el conjuntd= {pV ¢ — rVs,r ANt — s,r A=t — —u}. Decide, mediante tableros
senanticos, siU = p — sV —w.

Solucion:
Solucion del apartado (1.a):La formulaA es una tautologia ya que el tablero semanticf-té}

“((pANg=pVq) — (p—q)
|
pAqg—=pVag-(p—q)
|
PAG—=pVg,pVqg—pAg,—(p—q)

|
[PAg—pVa,pVqg—pAgp —q|

pAqg—pVaq,~(pVq),p—q| [PANI—=DPVaPANGP g
| |
[bAqd—pVa,p,p | [PAg—pVg,q,p,q]

|

Cerrada Cerrada

tiene todas las hojas cerradas.
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Solucion del apartado (1.b):Vamos a calcular una forma normal disyuntivaigte

(p— =g — 7)) A(r— —q)

= (mpV(ngV-r)A(=rV—g) [por (2)]
= (mpV (=g A=) A(=rV —g) [por (4)]
= (=pVI(gAT))A(=rV g) [por (5)]
= (pA(rV=g) V(@A) A (=Y —q)) [por (7)]
= ((kpA-7)V(mp A=)V ((gAT)A (=T V —q)) [por (6)]
= ((pA-1)V(pA=q)V((gAT A=)V (gATA=q)) [por(6)]
= ((-pA-7)V(=pA—q)V(FVF)

(=p A=r) V(=P A —q)
Por tanto, la formula3 es satisfacible (por ejemplo, sfp) = v(r) = 0, entonces(B) = 1), pero no es
una tautologia (por ejemplo, sfp) = 1, entonces(B) = 0).

Solucion del apartado (1.c):En primer lugar, se calcula una forma clausat-de

“((g—=pAr)A=(p=pVq)

= ((g—=pAr)A=((p—=2VANDVqg—Dp))) [por (1)]

= ((mqV@Ar)A-((=pV(Va)A(=(pVae Vp))) [por(2)]

= a(qVAT)Vaa((mpVpVae)A (Vg Vp)) [por(3)]

= (mgA=(AT)V((pVVQ)A(=(@Vae V) [por(4)y(5)]
= (A (=pV-1)V((—pV(VQ)A=(PVaVp)) [por (3) y (5)]
= (@N(pV 1) VVA(=(pVa) VD))

= (gA(mpV 1)V (=(pVa Vp)

= (gA(mpV )V ((=pA—q)Vp) [por (4)]

= (gA(mpV-=r)V((=pVp)A(~gqVp)) [por (7)]

= (A (=pV 1)V (VA(=gVDp))

= (gA(=pV 1))V (=qVp)

= (qV(mgVp)A((=pV—r)V(=gVp)) [por (7)]

= VAV

=V

Puesto que-C' es una tautologid, es insatisfacible.

Solucion del apartado (2): Puesto qued es una tautologia, todas las valoraciones son modelé. de
Los modelos de3 son las valoracionestales quey(p) = v(r) = 0 0 bienv(p) = v(¢q) = 0. Puesto qué’
es insatisfacible, no tiene modelos.
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Solucion del apartado (3):Un tablero semantico dé U {—(p — sV —u)} es

pVqg—rVsrAt—srA-t— —u—-(p—sV-u)

|
pVqg—rVs,rAt—srA-t— —up —(sV-ou)

‘p\/qefr’\/s,'r’/\tﬁs,rAﬁtHﬁu,p,ﬂs,ﬂ—'u‘

‘p\/q—>r\/s,r/\tﬂs,r/\—|t—>ﬂu,p,—|s,u‘

pVqg—1rVs(rAt),rA—t— —u,p-s,ul |58 .-, 8 U]
|
Cerrada
=(pVaq),~(rAt),r N—t — —u,p,—s,u rV s, a(r At),r A=t — —u,p, s, u

=p, g, ~(r At),r A=t — -, p, s, u

Cerrada

r,=(r At),r A=t — —u,p, s, u Sy, T8, U

Cerrada

r,ﬂr,r/\—'t—>ﬂu,p,—|s,u‘

r,ﬁt,rA—'tHﬂu,p,—'s,u‘

Cerrada

r? _|t7 _\u7p7 _‘57 u‘

Cerrada

r,—t, = (r A —t),p, s, u

T? _|t7 _\T7p7 _|S7u‘

r, =t ==t p, s, u)

Cerrada Cerrada

Como todas las hojas son cerradds= p — s V —u.

Ejercicio 4 Las relaciones de parentesco verifican la siguientes pogues generales:
= Siz es hermano dg, entonceg es hermano de.
= Todo el mundo es hijo de alguien.

= Nadie es hijo del hermano de su padre.
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= Cualquier padre de una persona es taéibpadre de todos los hermanos de esa persona.
= Nadie es hijo ni hermano dé siismo.

Tenemos los siguientes miembros de la familiga®el Don Antonio, Don Luis, Antdito y Manolito y
sabemos que Don Antonio y Don Luis son hermanos,iftotg Manolito son hermanos, y Atitibo es hijo
de Don Antonio. Se pide:

1. Formalizar los conocimientos anteriores en un lengu@@dmer orden usando tan solo:

= A, L, a, m como constantes para D. Antonio, D. Luis, Afto y Manolito, respectivamente.
» Los predicadosHer(z,y) = “ x es hermano dg”, Hijo(x,y) =“« es hijo dey”.

2. Obtener una forma clausal para el conjunto deniulas obtenido en el apartado 1.

3. Decidir mediante resolugn si Don Luis es el padre de Manolito o0 no.

Solucion:
Solucion del apartado (1): Formalizacion:

= Six es hermano dg, entonceg es hermano de.
(Vz)(Vy)[Her(z,y) — Her(y, z)].
= Todo el mundo es hijo de alguien.
(Var)(3y)Hijo(z, y).
= Nadie es hijo del hermano de su padre.
(Vx)(Yy)(Vz)[Hijo(x, y) A Her(z,y) — —Hijo(z, 2)].
= Cualquier padre de una persona es también padre de toduerfoanos de esa persona.
(V) (Vy)[Hijo(z,y) — (Vz)[Her(z, 2) — Hijo(z,y)]].
= Nadie es hijo ni hermano de si mismo.
(Vx)[=Hijo(z, ) A =Her(z, x)].
= Don Antonio y Don Luis son hermanos.
Her(A, L).
= Antofito y Manolito son hermanos.
Her(a, m).
= Antofito es hijo de Don Antonio.
Hijo(a, A).

Solucion del apartado (2): Calculo de formas clausales:

(Va)(Vy)[Her(z,y) — Her(y, )]
(Vz)(Vy)[—Her(z,y) V Her(y,z)] [por (4)]
{{—Her(z,y), Her(y, z)}}
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(V) (Jy)Hijo(z, y)
=t (VYx)Hijo(z, f(x)) [Skolem f]
= {{Hijo(x, f(z))}}

(V) (Vy)(V2)[Hijo(x,y) A Her(z,y) — —Hijo(x, 2)]
= (Vo)(Vy)(V2)[~(Hijo(z, y) A Her(z,y)) V —Hijo(z, z)] [por (4)]
= (Vx)(Yy)(Vz)[-Hijo(x,y) V —Her(z,y) V =Hijo(x, z)] [por (5)]
= {{-Hijo(z,y), ~Her(z, y), "Hijo(z, 2)} }

(Va)(Vy)[Hijo(z,y) — (Vz)[Her(z, z) — Hijo(z, y)]]
= (Vo)(vy)[- HUO(SC y) V (Vz)[-Her(z,z) V Hijo(z,y)]] [por (4)]
= (V) (Yy)(Vz)[-Hijo(x,y) V —Her(z,z) V Hijo(z,y)]  [por (16)]
= {{—Hijo(z, y), =Her(z, ), Hijo(z,y)} }

(Vx)[=Hijo(z, z) A —Her(z, x)]
{{=Hijo(x, )}, {~Her(x, )} }
Her(A, L)

{{Her(A, L)}}

Her(a, m)

{{Her(a,m)}}

Hijo(a, A)

= {{Hijo(a, A)}}

Solucion del apartado (3): Vamos a demostrar que Don Luis no es el padre de Manolito. élara
suponemos lo contrario lo que da lugar a la claugtligo(m, L) }. Una demostracion por resolucion de las

clausulas obtennidas es

1 {=Her(z,y),Her(y,z)}
{Hijo(z, f(x))}
{=Hijo(z,y), ~Her(z,
{—=Hijo(z,y), "Her(z,

2

3 y), ~Hijo(z, 2)}
4

5 {—Hijo(z,z)}

6

7

8

x), Hijo(2, )}

{—Her(z,z)}
{Her(A, L)}
{Her(a,m)}
9 {Hijo(a, A)}
10 {Hijo(m, L)}
11 {—Hijo(a,y), "Her(A,y)}
12 {=Her(z,m),Hijo(z,L)}
13 {Hijo(a, L)}
14 {—-Her(A, L)}
15 O

Resolvente d8'y 9 cono = [z/a, z/A]
Resolvente de 'y 10 cono = [z/m,y/L]
Resolvente dé2y 8 cono = [z/d]
Resolvente dé3y 11 cono = [y/L]
Resolvente deé4y 7 cono = ¢

Ejercicio 5 Este ejercicio tiene dos apartados.

1. Ob&nganse formas prenexa conjuntiva, de Skolem y clausalsigugéente drmula:

(32)(Vu)[By) P(u, f(y), a) —

(Qu, ) —

(B[R, 2) A P(u,y, 2)])]

siendoa un dmbolo de constante y un dmbolo de fundn de aridad 1.
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2. Dada una®rmula proposiciona¥F', seal’ (F') = {G € PROP : F' |= G}. Pruébese que, para cada
A, B € PROP,

(@) A — Bestautolofp <= T(B)CT(A).
b)) A=B <« T(B)=T(A).

Solucion:
Solucion del apartado (1):
1.— Forma normal prenexa conjuntiva:

() (Vu)[(Fy) P(u, f(y), a) = (Qu, z) — (Fy)[Q(y, 2) A P(u,y, 2)])] -
= (@)(Vu)[By)P(u, f(y),a) = (Qu, ) — (Bv)[Q(v, 2) A P(u,v, 2)])]  [por rectificacion]
= (3) (V) [~(3y)Plu, f(y).0) V (~Q(u,2) V (30)[Q(v, 2) A Plu,v,2)])]  [por (4)]
= (F)(Vu)[(Yy)~P(u, f(y), a) V (=Q(u, x) V (I)[Q(v, 2) A P(u,v,2)])]  [por (9)]
= (30)(Vu)30)[(¥y)~P(u, (y). a) V (~Q(u.2) V (Q(v, 2) A Plu,v,2))] [por (18)]
= (3z)(Vu)(3v)(Vy)[~P(u, f(y),a) V (-Q(u, ) V (Q(v, 2) A P(u, v, 2)))] [por (12)]
= (F)(Vu)(F0)(vy)[(=P(u, f(y),a) V =Q(u, z) V Q(v, 2)) A

(=P(u, f(y), a) V =Q(u, z) V P(u,v, 2))] [por (19)]

2.— Forma de Skolem:

(32)(Yu)[By) P(u, f(y),
= () (M)BEu)(vy)l(=

=t (32)(32)(Vu)(3v)( y)[E
=sat (Elx)(Vu)(Hv)(Vy)[

=t (Vu)(F0)(Vy)[(—

Q

P(u,v, z))] [por cierre]
b

(u,v,b))] [Skolemd]
))] [Skolem(]

=sat (\V/U) (vy)[(_'P ) )
P u),b))] [Skolemg]

Y)
=sat (Vu) (Yy)[(=P
P

(u
( ,a) VvV =Q(u, )V P(u, g(u),b))] [Skolemg]
= {{—P(u,?
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Solucion del apartado (2a):
1.— Demostracion de quelsi A — B, entonced’(B) C T'(A): Supongamos que
EA—B (1)
SeaGG € T(P). Tenemos que demostrar qGec T'(A). Por la eleccion dé&' y la definicion deT’(P), se
tiene que

G € PROP (2)

BEG 3)
Para probar qud = G, consideremos una valoracional que

v(A) =1 (4)
Entonces, por (4) y (1)

v(B) =1 (5)
Por (5)y (3)

v(G) =1 (6)
Luego,

AEG (7)

Por (2), (7) y la definicion d&'(A), se tiene qué € T'(A).

2.— Demostracion de que’B(B) C T'(A), entonces= A — B: Supongamos que
T(B) C T(A) 8)
Puesto qués = B, setiene qués € T'(B) Yy, por (8),B € T'(A). Luego, por la definicion d€'(A), A = B
y, por tanto}|= A — B.

Solucion del apartado (2b):
A=B AEBYBEA
): A— By ): B— A
T(B) C T(A)y T(4) C T(B)
T(A)=T(B)

reny

Ejercicio 6 Seas$ el conjunto formado por las siguientggmulas

Probar mediante resoludin basica o construyendo un modelo de Herbrand, que

1. § = (V) 3y)[Pla.y) A =Py, 2)]
2. S | (Va)[-Plx,a) — (3y)P(y, ).
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Examen de Septiembre de 2001

Ejercicio 7 Este ejercicio tiene dos apartados.

() Pruebese que la siguientérimula es una tautoldg:
p—r)—=(g—r)—=(@PVaeg—r))

Primero utilizando tableros sefnticos y despes mediante resolu@n proposicional.
(b) Pruebese que:

(b.1) SiU es un conjunto de tautol@as y A es una érmula proposicional tal qué/ |= A, entonces

A es una tautolo.
(b.2) SiAy B son dos dusulas proposicionales¥ es la brmula—(A A B), entonces
F es insatisfactible sysé y B contienen ambas un par complementario.

Solucion:
Solucion del apartado (a.1):Un tablero semantico dg-~((p — r) — (¢ — r) — (pV g — 1))} es

~((p—=r)—=(g—=7r)—(pVag—r)))
|
p—r((g—r)—(pVg—r))
|
p—r,q—r,(pVg—r)
|

p—7r,q—r,pVq ]

|-p,q —r,pVgq | rq—r,pVg |

Cerrada

=, —q,p Vg, ] |—p, 7,0V q, 7]

Cerrada

| =P, =g, p, | | =P, ¢, q, 7|

Cerrada Cerrada
Como todas sus hojas son cerradas, la féormula es una tgistolo

Solucion del apartado (a.2):En primer lugar, se calcula una forma clausal de

((p—=7r)—={g—=r)=(pVg—r)).
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Una
1

00 3 O U i W I

((p—=7r)—=(g—=7r)—=(@Vg—r1))

~(=(=p V)V (=(=gVr)V(=(pVq) Vr))) [por(2)]
—=(=p V1) A=(=(=g V)V (=(pVae) Vr)) [por(4)]
(—pVr)A=a(=gVr)A=(=(pVaq) V) [por (5) y (4)]
(mpVr)A(mgVr)A(==(pVaq)A-r) [por (5) y (4)]
(pVT)A (=g V)N (pVq)A-r [por (5)]

H=w.r} ¢} Ap, ¢}, {-r}}

demostracion por resolucion es

{=p.r}

{~q.r}

{p.q}

{=r}

{-p}  Resolvente déy 4
{—¢} Resolventedey 4
{q} Resolvente d8y 5

O Resolvente d&y 6

Solucion del apartado (b.1): Seav una valoracion. Entonces, = U (por ser los elementos dé

tautolog

ias), y = A (porqueU = A). Por tantoA es una tautologia.

Solucion del apartado (b.2):

roree

F es insatisfacible

—(A A B) es insatisfacible

para toda valoracion, v(—(AA B)) =0

para toda valoracion, v(A A B) =1

para toda valoracion, v(A) = v(B) =1

Ay B contienen ambas un par de literales complementarios [pof g&3 clausulas]

Ejercicio 8 Sea

S

= {(Va)=P(z,z), (Vz)(Vy)[P(z,y) V Py, )], (Vo) P(z, ()}

y seaF’ la formula
(Vo) (Vy)[P(z,y) — (32)[P(z, 2) A P(z,y)]].

(a) Hallese una forma clausal d€y otra de—F'.

(b) Pruébese, utilizando un modelo de Herbrand, gug- F'.

Solucion:
Solucion del apartado (a.1):Calculo de una forma clausal dé
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(Vo) (Vy)[P(z,y) — (32)[P(z,2) A P(z,y)]]
= (Vo)(Vy)[-P(z,y) v (32)[P(z,2) A P(2,y)]] [por (4)]
= (Vo)(vy)(3F2)[=P(x,y) v (P(z,2) A P(2,9))] [por (18)]
= (V) (W)(3)[(~P(a.y) V Pz, 2)) A (~P(z,y) V P(z.y)] [por (19)]
=t (VO)(VY)[(=P(z,y) V Pz, f(z,y))) A (=P(z,y) vV P(f(x,y),y))] [Skolemf]
= {=P,y), Pz, f(z,y))}, {~P(x,y), P(f(z,9),4)}}

Solucion del apartado (a.2):Calculo de una forma clausal d€:

=(Vz)(Vy)[P(x,y) — (32)[P(x, 2) A P(z,y)]]
=(V2)(Vy) (32)[~P(x,y) V (P(x,2) A P(z,y))]  [por (a.1)]

= ()3 (V2)=(=P(z,y) V (P(z,2) A P(z,y))) [por(8)y (9)]
= (3)3y)(V2)[-P(z,y) A (P(z,2) A P(z,y))] [por (6)]

= (3@ (V)[P(x,y) A (—P(x,2) V-P(z,y)]  [por(7)y (5)]
=t (V2)[P(a,b) A (—|P(a 2) V =P(z,0))] [Skolema 'y 0]
=  {{Pla, )} {=P(a,z),~P(2,0)}}

Ejercicio 9 Se conocen los siguientes hechos:
1. Todos los ordenadores soraquinas.
El TX-150 es un ordenador.
Felix puede arreglar, o bien estropear, cualquieaguina.
Cada cosa puede ser arreglada por alguien.
Las cosas solamente desesperan a quienes no son capauesgligrlas.

El TX-150 desespera a&kx.

N g A w Db

Ninguna mMquina puede ser arreglada pormisma.
Se pide:

(a) Formalizar los hechos anteriores utilizando los sigués $mbolos de predicadoO(z): “ = es un
ordenador”, M(zx): “ = es una raquina”, A(z,y): “ = puede arreglay”, E(z,y):“ x estropeay” y
D(z,y): "z desespera@”. Y a, b como constantes para TX-150 &li, respectivamente.

(b) Utilizando resoludn responder a las siguientes preguntas: ¢ Puede arregdix el TX-1507? ¢ Es-
tropea Felix el TX-1507?

Solucion:
Solucion del apartado (a): Formalizacion:

1. Todos los ordenadores son maquinas.
(Va)[O(x) — M (x)].

2. EI TX-150 es un ordenador.
O(a).
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3. Feélix puede arreglar, o bien estropear, cualquier mmaqu
(Vz)[M(x) — A(b,z) V E(b, z)].

4. Cada cosa puede ser arreglada por alguien.
(V) (Fy)Aly, z).

5. Las cosas solamente desesperan a quienes no son capaneg/delas.
(Vo) (Vy)[D(z,y) — —A(y, 2)].

6. El TX-150 desespera a Feélix.
D(a,b).

7. Ninguna maquina puede ser arreglada por si misma.
—(3x)[M () A A(x, x)].

Solucion del apartado (b): En primer lugar, se calculan formas clausales de las f@smamteriores.
(Va)[O(x) — M ()]

(Va)[-O(x) V M(z)] [por (4)]

{{-0(x), M(x)}}
O(a)

{{0(a)}}

(Vz)[M(z) — A(b, )
(V) [=M(x) v A(b, z)
{{-M(z), A(b, z)

(Vz)(3y) Ay, )
a (V2)A(f(2), ) [Skolem f]

HA(f(2),2)}}
(V) (Vy)[D (2, y) — ~A(y, v)]
(Vz)(Vy)[~D(x,y) V ~A(y,x)]  [por (4)]
H=D(z,y), Ay, z) }}
D(a,b)
{D(a,b)}}

=(37)[M(z) N Az, )]
(Vz)~(M(z) A Az, x)) [por (8)]
(V) [=M(z) V ~A(z, z)] [por (5)]
H~M(z), ~A(z,z)}}

Las clausulas obtenidas son

E(b,z)]
E(b,z)] [por (4)]
,E(b,x)}}

V
V

»
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{—O(x), M(x)}

{O(a)}

{=M(x), A(b, ), E(b, )}
{A(f(z), z)}
{=D(x,y),~Aly, =)}
{D(a,b)}

{(=M(x), ~A(z, x)}

N O UL W N

Vamos a demostrar que Félix no puede arreglar el TX-15@ &y, suponemos lo contrario, lo que da
lugar a la clausula

8 A(b,a)
Una refutacion por resolucion de las clausulas antesies
5 {=D(z,y), ~Aly,x)}

6 {D(a,b)}

8 {A(b,a)}

9 {-A(b,a)} Resolvente déy 5
10 O Resolvente déy 8

Vamos a demostrar que Félix estropea el TX-150. Para elpmreemos lo contrario, lo que da lugar a
la clausula
11 —=E(b,a)
Una refutacion por resolucion de la clausiilgunto conl-7 es
1 {=0(x), M(x)}

2 {O(a)}
3 {-M(x), A(b,x), E(b,x)}

5 {=D(x,y), Ay, z)}

6 {D(a,b)}
10 {=E(b,a)}
11 {M(a)} Resolvente dé y 2
12 {-A(b,a)} Resolvente déy 6
13 {A(b,a), E(b,a)} Resolvente dg y 11
14 {E(b,a)} Resolvente de3y 12

15 O Resolvente de4 y 10
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Ejercicio 10 SeaA la formula proposicional
(pVgeo )N (—p—s)A (-t —q)AN(sNt— u).

(a) Pruebese quel es satisfactible.
(b) Demstrese por el gtodo de tableros seémticos queA = r — wu.

(c) Pruébese por resoluon proposicional que

{pVge —r,mp—s,at —q,sNt—uf Fr—u.

Solucion:
Solucion del apartado (a): Vamos a demostrar la satisfacibildad denostrando un modelo dé. Sea
v una valoracion. Para queverifique las implicaciones dé basta que no verifique sus consecuentes; es
decir,v(s) = 0,v(q) = 0y v(u) = 0. Siv(q) = 0, para que verifique(pV g < —r), basta que(p) # v(r)
(por ejemplop(p) = 1y v(r) = 0). Por tanto, la valoracion tal que

v(p) =1,v(q) =0,v(r) =0,v(s) =0y v(u) =0.
es un modelo del.

Solucion del apartado (b): Un tablero semantico dgA, —(r — u} se muestra en la Figura 1 (pagina
[Z0). Puesto que todas sus hojas son cerradas, se tienkejgue— w.

Solucion del apartado (c):En primer lugar, se calcula formas clausales de las forsrdddas hipotesis
y de la negacion de la conclusion:

pVqe -

(pVg——r)A(=r—pVq) [por (1)]
(=(pVa@)V-r)A(==rVpVq) [por (2)]
(FpA=g)V=r)A(rVpVa) [por (3) y (5)]

(pV=r)A(=gV 1)) A(rVpVa) [por(7)]

{{_'pa _'T}v {_'Q7 _'T}v {rapa Q}}

_|p — S
——p Vs [por(2)]
pVs  [por(5)]
{{p.s}}

-t —q
-t Vg [por (2)]
tvg  [por(3)]
{{t.a}}

SNt —u

—(sAt)Vu [por(2)]
(msV —t) Vu [por(3)]
{{_'Sv —t, u}}
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(pVager)AN(mp =)Aot —=q) A(sAt— u),=(r —u)

|
pVqg—r,(-p—8s)A(-t—q)A(sAt—u),~(r— u)

|
pVqg— o = pV g (p—s) At = g A(s At —u),~(r — u)

|
pVqg——r,mr—=pVg,p—s, (ot —q)A(sAt—u),=(r—u)

pVq— r,or —=pVg,—p—s,t—qsANt—u,(r—u

pVqg— —r,or —=pVgop—s,ot—qsANt—ur

=(pVq),—r —pVg,—p— st —qsAt—ur,ou| [T U]

(=p, ¢, 7 > pVg,p—s,~t—qsAt—ur-ul  Cermada

‘ﬁp,...,—ﬁp,...‘ —p,—q,~r —pVq,s,—t—q,s Nt — u,ru
|
Cerrada
—|p,—|q’—|r—>p\/q,5,—|t—>q’—\(3/\t)’7“’—|u LU, T, U
|
Cerrada
[, 8, ] ‘ﬁp,—'q,—'r—>p\/q,s,—|t—>q,ﬁt,r,—'u‘
|
Cerrada
ot ot [
| |
Cerrada Cerrada

Figura 1:Arbol semantico
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—(r —w)

=(=r Vu) [por (2)]
—=r A U [por (4)]
rA—u [por (5)]

{rth {-ui}

Una resolucion de las clausulas obtenidas es

1 {-p,—r}

2 {~q,-r}

3 {r,p,q}

4 {p.s}

5 {t,q}

6 {-s,t,u}

7 {r}

8 {-wu}

9 {—q} Resolvente d& y 2
10 {-p} Resolvente d&y 1
11 {-s,—t}  Resolvented8y 6
12 {t} Resolvente d8y 5
13 {s} Resolvente de0 y 4
14 {-t} Resolvente deély 13
15 O Resolvente de4 y 12

Ejercicio 11 Sea$ el conjunto formado por las siguientégiulas:

Fy: Pla) A (V) [P(x) — Q(f (2), 2)]

Fy 2 (Vo) (Vy)[@Q(x, y) — (R(f(x)) A =R(f(f(2))))]
Fy: (Vo) [P(x) V R(x)]
Fy: (Va)=(P(x) A R(x))

Se pide:
(a) Probar mediante resolugn queS = P(f(f(f(a)))).
(b) Probar, utilizando un modelo de Herbrand, gbie (Vz)[Q(f(z),z) — P(x)].

Solucion:
Solucion del apartado (a):En primer lugar, se calculan formas clausales de las tagoyede la nega-
cion de la conclusion:

2 Pla) A (V) [P(x) — Q(f(x),2)]
P(a) A (Vo) [=P(z) vV Q(f(x), )]  [por (2)]
z)[P(a) A (=P(z) v Q(f(x),z))] [por (15)]
{P(a)}, {=P(x),Q(f(x),2)}}
)

(¥
{ Q(f(x)

- (V) (Vy)[Q(x,y) — (B(f(x)) A =R(f(f(x))))]
(V) (V) [=Q(e, ) V (R(f (2)) A =R(f ()] [por (2)]
(V) (V) [(~ Q. ) v R(F(@))) A (<Qe, ) V =R(F(f(x)))]  [por (19)]
{=Q(z,y), R(f ()}, {=Q(x,y), ~R(f(f()))}}

(e =

=

{-
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I =

TS

. (Va)[P(z) V R(x)]

{P(z), R(z)}}

. (Vx)=(P(z) A R(x))

(V) [=P(x) V ~R(x)]
{{=P(z), ~R(x)}}

~P(f(f(f(a))))
{=P(F(F(f(a)))}}

[por (5)]

Una resolucion de las clausulas obtenidas es

1 {P(a)}

2 {~P(x), Q(f(x), %)}

3 {-Q(z,y), R(f(x))}

4 {=Q(z,y), ~R(f(f(x)))}

5 {P(z), R(x)}

6 {-~P(x), ~R(x)}

7 A{=P(f(f(f(a)))}

8 {R(f(f(f(a))))} Resolvente d& y 5

9 {-Q(f(a),y)} Resolvente d8 y 4
10 {—=P(a)} Resolvente déy 2
11 0 Resolvente de0 y 1

Solucion del apartado (b): Vamos a obtener consecuencias que nos permitan contruioddionde
Herbrand.

L (v2)[P(a) = R(f(f(2)))] [por £y 3]

2 (va)(¥)[Q(r,y) — P(f(f(«)))] [por Foy F]

3 (Vo)[R(z) v R(f(f(x)))] [porly F;]

4 P(a) [por Fi]

5 Q(f(a),a) [pordy F]

6 —R(f(f(f(a)))) [por5y Fb]

7 R(f(a)) [poréy 3]

8 R(f(f(a))) [por 1y 4]

9 P(f(f(f(a))) [por2y 5]
10 QUF(f(f(f(a))), f(f(f(a))))  [pOr9y Fi]
11 =R(fF(FUOF(F(f())))) [por10y F3]
12 R(f(f(f(f(a))))) [por11y 3]
13 R(F(F(FF(f(a))))) [por 1y 9]

Se observa que la ley de formacion es
P(a),Q(f(a),a), R(f(a)), R(f(f(a))),

PO, QU (@))), S (@), RUCF (@), RO (@), -

Sea

L ={P(f(a), QU (a), [ (a)), R(f**(a)), R(f*"*(a)) : n € N}.
Se comprueba facilmente qugl= Sel, = (Vo)[Q(f(z), ) — P(z)]. Para extendef, a un modelo de
S en el que no se verifique'x)[Q(f(z), z) — P(x)], introducimos una nueva variablg suponemos que
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Q(f(b),

De manera analoga a la anterior, se obtiene

);b)

>
~—
~—

=
—
==
\_/\_/
N~—

—~

P
—

)-

(f
(f
(f
(f
(f
(f
(f
(f
(f
(f
(f

VO VI IO UIO =

h R R R
e Y -
N AN AN AN

Sea

L =L U{P(f*" (1)), Q(f*"*H(0), f21 (b)), R(FH(b)), R(F" (b)) : m € N}
Se comprueba facilmente quel= S e I, = (V)[Q(f(z),z) — P(x)].

Ejercicio 12 Este ejercicio tiene dos apartados.

(a) Hallense las formas prenexa conjuntiva, de Skolem y claweskl hrmula:
(32)(Fy) (V2)[(V0)[Q(z, v) V R(z, y)] — =(Fv)=(Tu)[Q(z, v) A —R(z, u)]].

(b) Seand y B formulas proposicionales§' una tautologa. Pruebese que son equivalentes:

(1) EA— (BAO).
(2) Para cada valoradnv , siv = A A C entonces = B.

Solucion del apartado (a):
1.— Forma prenexa conjuntiva:

(F2)(3y) (Vo) [(V0)[Q(z, v) V R(z,y)] — —(3v)=(Fu)[Q(z, v) A =R(z, u)]]

= (J2)(3y)(Vz)[(V0)[Q(z,v) V R(z, y)] Hﬂ(ﬂw)ﬂ(HU)[Q@ w) A —R(z,u)]]
= (F2)(3y)(V2)[~(V0)[Q(z,v) V R(z,y)] V ~(3w)=(3u) [Q(z, w) A =~ R(z,u)]]
= (F2)(3y)(V2)[(30)~(Q(z,v) V R(z,y)) V (Yw)==(3u) [Q(z, w) A = R(z,u)]
= (32)(Fy)(V2)[(30)(=Q(z,v) A ~R(z,y)) V (Vw)(Fu)[Q(z, w) A ~R(z,u)]]
= (J2)(3y)(Vz)(Fv)(Vw)[(-~Q(z,v) A ~R(z,y)) V (Fu)[Q(z, w) A ~R(z,u)]]
= (32)(3y)(V2)(Fv)(Vw)(Fu)[(-Q(z,v) A =R(z,y)) V (Q(z, w) A = R(z,u))]
= (32)(Fy)(V2)(Fv)(Vw)(Fu)] (-Q(z,v) V Qz, w)) A (=Q(z,v) V = R(z,u)) A
(~R(z,y) V Q(z,w)) A (=R(z,y) V =~ R(z,u))]

2.— Forma de Skolem:
(F2)(3y) (V2) (3v) (Yw) (Fu)[ (-Q(z,v) V Q(z,w)) A (—=Q(z,v) V ~R(x,u)) A
(mR(z,y) V Q(z,w)) A (—R(z,y) V ~R(z, u))]
= (FY)(V2)(30) (Vw)(3u)[ (=Q(a,v) V Qa,w)) A (=Q(a,v) V =R(a,u)) A
(—R(a,y) vV Qa,w)) A (~R(a,y) V = R(a, u))]
=t (V2)(30) (V) (3u)[ (=Q(a,v) V Q(a,w)) A (=Q(a,v) V = R(a,u)) A
(= R(a,b) V Q(a,w)) A (—R(a,b) V ~R(a,u))]

[por rectificacion]
[por (4)]

[por (8) y (9)]
[por (6) y (7)]
[por (16)]

[por (18)]

[por (19) y (20)]

[Skolema]

[Skolemb]
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= (V2)(Vw)(3u)[ (—Q(a, f(2)) V Q(a,w)) A (=Q(a, f(2)) V ~R(a,u)) A [Skolem(]
(= R(a,b) V Q(a,w)) A (—R(a,b) V ~R(a,u))]
=sat (V2)(Vw)[ (=Q(a, f(2)) V Qa,w)) A (=Q(a, f(2)) V ~R(a,g(z,w))) A [Skolemg]
—R(a,b) V Q(a,w)) A (=R(a,b) V -R(a, g(z,w)))]

{—R(a,b),~R(a,g(z,w))} }
Solucion del apartado (b): [(1) = (2)] Seav una valoracion. Entonces,
vEAANC
— vfEA
— v EBAC [por(1)]
— vEB
[(2) = (1)] Seav una valoracion. Entonces,
vEA
— v EAANC [porserC tautologia]
— v[EB [por (2)]
— v BAC [porserC tautologia]

Luego,v = A — BACy, portantof= A — BAC.
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Ejercicio 13 Consideremos labfmula proposicional
A:(r—=p AN(-r—qVs)—pVqVs

y el conjunto dedrmulas
U={r<pVgqgs—psAN-r—sVt}.

1. Pruébese, mediante tableros samicos, qued es una tautolot.
2. Pruébese, razonadamente, quiees consistente, mostrando para ello un modelé&’de

3. Pruébese, mediante resolaadilineal, quel = —p — (¢ V t).

4. SeaB la formula anterior-p — (q V t). ¢ Podemos eliminar algunérimula del/ de manera que la
formula B sea consecuenciagdica del conjunto debrmulas restante?

Solucion:
Solucion del apartado 1:El tablero semantico deA es

~((r—=p)AN(=r —qVs)—=pVqVs)
Yy N v P
rﬁp,ﬂr—>q\|/5,—|(p\/q\/s)
rﬁp,ﬂ'r—>q\|/5,—|p,ﬁ(q\/s)

r—p, o — qV s, p, g, 7]

‘—m,—'rﬂq\/s,—'p,ﬂq,—'s‘ p,r —qVs,p, g, S
Cer|rada
(=7, ==, =p,—q, 5] |—7,qV 5,7, ~q, s
Cerrada

| =74, 7P, ~q, 0S| |7, S, 7D, g, TS|

Cerrada Cerrada

Como todas las hojas son cerrada®s una tautologia.

Solucion del apartado 2: Seav una valoracion. Para quesea modelo de las dos implicaciones de
U basta que sus consecuentes sean falsas es decirp(p) = 0y v(s) = v(t) = 0. Seamw tal que
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v(p) = 0, para que» sea modelo de la equivalencia, basta qug = v(q). Por tanto, una valoraciontal

quev(p) =0,v(q) =0,v(r) =0,v(s) =0y v(t) = 0 es un modelo d&'.

Solucion del apartado 3: En primer lugar, calculamos formas clausales de las fasdéU y de la
negacion de la conclusion:

Una resolucion lineal con las clausulas obtenidas es

—_

0~ O O = W N

9
10
11
12
13

r<—pVq
(r—=pvVagA(pVg—r)
(—=rV(pVg)A(=mVaeVr)
(=rV(pVa)A((-=pA=g)Vr)
(~rvVpV @ A((=pVT)A (=g Vr))
{-rp. b {-p,r}, {—~q,1}}

S —pP

sV p

{{=s,p}}

SN — sVt
—(ms Ar) V(s Vi)
(m—s Vo) V(s Vi)
(sVr)V(sVt)

{{s,m1}}

—(=p — (g V1))
=(==p V(g Vi)
=(pVi(gVi))
—pA-(qVt)
—p A (=g A —t)

{{-p}, {—q} {~t}}

{=r.p.q}

{=p, 7}

{—aq,r}

{—s,p}

{s,r t}

{-p}

{—aq}

{~t}

{s,r} Resolvente déy 8
{r,p} Resolvente d8 y 4
{p,q} Resolvente dé0y 1
{p} Resolvente dely 7
O Resolvente dé2y 6

Solucion del apartado 4:Sean

Fy
Fy

r<—=>pVyq
1S —p
Fgl

“SAr—sVi

[por (1)]
[por (2)]
[por (4)]
[por (7)]

[por (2)]

[por (2)]
[por (3)]
[por (5)]

[por (2)]
[por (5)]
[por (4)]
[por (4)]
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las formulas dé/. Veamos que no puede eliminarse ninguna sin perder la aoesee:

w {F,, 3} |~ B: Seaw, tal que
v1(p)0 =, vi(q) = 0, v1(r) = 1, v1(s) =0y vi(t) = 0.
Entoncesy, (F,) = vy (F3) = 1y v (B) = 0.
» {F}, F3} [+ B: Seau, tal que
v2(p)0 =, va2(q) = 0, va(r) = 0, va(s)
Entoncesyy(Fy) = va(F3) = 1y vy(B) = 0.
» {F, F5} [~ B: Seaw; tal que
v3(p)0 =, v3(q) = 0, v3(r) = 0, v3(s) = 0y v3(t) = 0.
Entoncesys(F)) = v3(F2) = 1y v3(B) = 0.

Ejercicio 14 En cierto pas oriental se ha celebrado la fase final del campeonato naldeifutbol. Cierto
diario deportivo ha publicado las siguientes edtttas de tan magno acontecimiento:

= Atodos los porteros que no vistieron camiseta negra les enancgol aldin delantero europeo.
= Algln portero ju@ con botas blancas Yo le marcaron goles jugadores con botas blancas.
= Ningln portero se ma@ un gol a $ mismo.
= Ningln jugador con botas blancas vigttamiseta negra.

Se pide:

1. Formalizar los enunciados anteriores en un lenguaje dim@r orden usando los siguientéaolos
de predicado:P(z): “ = es portero”, D(x): “ = es delantero europeo”N(zx): “ x viste camiseta
negra”, B(x): “ x juega con botas blancas’M (z,y): “ x mardd un gol ay”.

2. Obtener una forma clausal para el conjunto denfiulas del apartado anterior.

3. Probar, mediante resolu@n, que algin delantero europeo jugcon botas blancas.

Solucion:
Solucion del apartado 1:

= A todos los porteros que no vistieron camiseta negra lesamargol algun delantero europeo.
(Vo)[P(z) AN (z) — (Jy)[D(y) A M(y, =)]].

= Algln portero jugb con botas blancas y s6lo le marcardagjogadores con botas blancas.
(3)[P(z) A B(x) A (Vy)[M(y, z) — B(y)]].

= Ningln portero se marc6 un gol a si mismo.
—(3x)[P(z) AN M (z,z)].
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= Ningln jugador con botas blancas vistid camiseta negra.
—(32)[B(x) A N(z)]

Solucion del apartado 2: Calculo de formas clausales:
V) [P(z) A =N(x) — (Fy)[D(y) A M(y, )]

(
= (Vo) (P@) A-N(@)) vV (FY)[D(y) A My, z)]] [por (2)]
= (Vo)[(=P(x) v =N(2)) v (By)[D(y) A M(y, 2)]] [por (5)]
= (Vo)[(=P(z) vV N(x)) vV By)[D(y) A M(y, z)]] [por (7)]
= (Vo) 3)[(~P(z) V N(x)) vV (D(y) A M(y, z))] [por (18)]
= (Vo)By) (=P (z) V N(x)) vV D(y)) A ((=P(x) vV N(z)) v M(y,z))]  [por (19)]
=sar (V2)[((=P(x) vV N(x)) V D(f(x))) A ((=P(z) V N(z)) V M(f(x),))] [por Skolem]
= {{=P@),N@), D(f(x)} {=P(x), N(x), M(f(x),2)}}
(32)[P(x) A B(x) A (Vy)[M(y, 2) — B(y)]]
= (3)[P(x) A B(x) A (Vy)[~M(y, =) vV B(y)]]  [por (2)]
= (Fo)(V)[P(x) A B(x) A (~M(y,x) V B(y))] [por (15)]
=t (VY)[P(a) A Bla) A (=M(y,a) V B(y))] [por Skolem]
=  {P(@)},{B(a)},{~M(y,a), By)}}
(@) [Px) A M(z, 2)
= (Vo) (P(x) AN M(z,x)) [por (9)]
= (Vo)[=P(z) vV -M(z, )] [por (5)]
= {{~P@),~M(z,2)}}
=(3z)[B(z) A N(z)]
= (Yo)=(B(z) AN(x)) [por (9)]
= (Vo)[=B(x) V-N(z)] [por (5)]

Solucidn del apartado 3: Para demostrar que “algln delantero europeo jugd cors lindémcas” se
calcula una forma clausal de su negacion:

=(32)[D(x) A B(x)]
(Va)=(D(z) A B(z))  [por (9)]
(Va)[=D(x) vV ~B(x)] [por (5)]
{=D(z), ~B(x)}}

Una refutacion por resolucion de las clausulas obtengda
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1 {~P(z), N(z), D(f(z))}

2 {~P(z),N(z), M(f(z),2)}

3 {P(a)}

4 {B(a)}

5 {=M(y,a), B(y)}

6 {-P(zx),"M(z,z)}

7 {~B(z),~N(z)}

8 {~D(z),~B(x)}

9 {-D(x),~M(x,a)} Resolvente d8'y 5 cono = [y/z]
10 {=D(f(a)),~P(a), N(a)} Resolvented8y2conb, = [z/y]lyo =[y/a,z/f(a)]
11 {=D(f(a)),N(a)} Resolvente de0 y 3
12 {=P(a),N(a)} Resolvente dély 1
13 {N(a)} Resolvente dé2y 3
14 {-B(a)} Resolvente dé3y 7
15 O Resolvente dé4 y 4

Ejercicio 15 Este ejercicio tiene dos apartados.

1. Consideremos el lenguaje de primer ordan= { P, f} y las frmulas deL;:
Fyz (V) (3y) Pz, fy), Fo = (Fy) (Vo) P, f(y) Y Fs - By) (Vo) Pz, y).
(a) Hallese unal; estructuraZ, tal queZ = F) peroZ [~ F,.
(b) Hallese unal; estructuraZ’, tal queZ’ = F; peroZ’ (- Fs.

2. Consideremos ahora el lengudje = {a, b, P,Q} y la formula, F', siguiente:

(Va)(3y) [Pz, y) A =Q(x,a)].
Hallese un modelo de Herbrand de

Solucion:
Solucion del apartado (1a):SeaZ = (U, I) conU = {1,2}, f! = {(1,1),(2,2)} (es decir, laidentidad
enU)y PT = {(1,1),(2,2)} (es decir, la igualdad ei). EntoncesZ = F, peroZ j= Fb.

Solucibn del apartado (1b): SeaZ’ = (U’,I') conU’ = {1,2}, fI' = {(1,2),(2,2)} (es decir, la
constante 2 ed’) y P = {(1,2),(2,2)} (es decir, la relacion menor o igual &h. EntoncesZ’ |= Fj
peroZ’ |~ F,.

Solucion del apartado (2a):El universo de Herbrand de, es UH= {a, b}. Un modelo de Herbrand
deF esl ={P(a,a), P(a,b), P(b,a), P(b,b)}.
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Ejercicio 16 SeanA : -r — s A —u, B : (rVs) A (u — r) y U el conjunto dedrmulas:

U={qVrVvsr—qVtq— —-pt—uu— —sp}
(a) Pruebese, mediante tableros samicos qued y B son bgicamente equivalentes.
(b) Hallense, razonadamente, todos los modelo§ dgEsU consistente?
(c) Pruébese, mediante resolacilineal, que ladrmula A es consecuenci@fjica deU.

(d) Deddase razonadamente si larfnula—B es, 0 no, consecuenciadica del.

Solucion:
Solucion del apartado (a): El tablero semantico de(A < B) es

—((=r = sA-w) = ((rvs)A(u—r)))

T

1 2

Subtablero 1 Subtablero 2
donde el subtablero 1 se muestra en la Figura 2 (p&glna 3@uptablero 2 en la Figura 3 (pagind 31)

—((-r = sA-u) — ((rvs)A(u—r)))
|

—r— sA-u,=((rVvs)A(u—r))

- — s A -, (rVs) - — $Au, 2 (u— )

‘ -r — s A u,r, —us‘ ‘—vr' — s A\ u,u, —w“

[==r, =, =5 [sA—u,—r,—s| [T o] [s A -uyu,
| | | |
Cerrada Cerrada

| |

Cerrada Cerrada

Figura 2: Subtablero 1

Al tener todas sus hojas cerraddsy B son equivalentes.

Solucion del apartado (b): Consideremos las formulas de
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(((rvs)A(u—r)) — (—r — sA-u))
|
(rvs)A(u—r),=(-r—sA-u)
|
rVs,u—r,a(-r —sA-u)
|
rV s, u— r,r, (s A )
r Vs, —u, o, (s A ) Vs, r,or, (s A )
|
Cerrada
r, =, =, (s A ) S, w1, (s A )
Cerrada
|5, u, or, s | |s, o, o, o
| |
Cerrada Cerrada
Figura 3: Subtablero 2
Fi: gVvrVs
F: r—qVt
Fy: q—-p
Fi: t—u
Fs: uw— —s
Fe: p
Seav un modelo dd/. Por Fg, se tiene
v(p) =1 (1)
Por (1) y£3,
v(q) =0 (2)
Por (2) yF1,
v(irvs)=1 3)
Por (3), se distingue dos casos. En el primer caso,
v(r)=1 (4)
Por (4)F2y (2),
v(t) =1 (5)
Por (5) yFy,
v(u) =1 (6)
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Por (6) yF,

v(s) =0 (7)
Por tanto, hemos encontrado un modeldal que

v1(p) = 1,v1(q) = 0,v1(r) = 1, v1(s) = 0,v1(t) = L,v1(u) =1

En el segundo caso,

v(r) =0 4)
Por (4) y (3),

v(s) =1 (5)
Por (5") y F5,

v(u) =0 (67
Por (6") y Fy,

v(t) =0 (7)

Por tanto, hemos encontrado otro modgldal que
UQ(p) = 171}2((]) - 07U2(T) = 07U2(S) = 17U2(t) - O)”Q(U) = O

Puesto qué/ tiene modelos, es consistente.

Solucion del apartado 3:En primer lugar, calculamos las formas clausales de lasufas del/ y de

la formula—A:

Fi:qVrVvs = {{q, 7, s}}

Fy:r—qVvt =-rVqVt [por (2)]
= {{-rq.t}}

Fy:q——p =-qV-p [por (2)]
= {{~a¢,~p}}

Fy:t—u =-tVu [por (2)]
= {{~t,u}}

F5:u— —s =-uV-s [por (2)]
= {{~u, —s}}

Fg:p = {{r}}

=(==r V(s A ) [por (2)]
=(rv(sAn-w))  [por(5)]
= A =(s A ) [por (4)]
—r A (s V-—u))  [por (3)]
= A (msVau)) [por (5)]

{=r}} {78, ub}

—Aa(or — s A )

Una resolucion lineal con las clausulas obtenidas es
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{q,7, s}

{=rq,t}

{_'Q7 _'p}

{_'tv u}

{~u,—s}

{r}

{=r}

{_'57 u}

{¢,r,u} Resolvente déy 8
10 {q,r,—s} Resolvente doy 5
11 {¢,r}  Resolvente dé0y 1

0 3 O U= Wi -

N}

12 {q} Resolvente dely 7
13 {-p} Resolvente dé2y 3
14 O Resolvente dé3y 6

Solucion del apartado (d): Puesto que los modelos &g calculados en el apartado (b), son las valora-
cionesuv; Yy v, tales que

vi(p) = 1,v1(q) = 0,v1(r) = 1, 01(s) = 0,01(t) = 1,01 (u) =1
va(p) = 1,v2(q) = 0,v2(r) = 0,v2(s) = 1, v(t) = 0,v2(u) =0
cuencia dd/ basta calcular el valor deB en dichas valoraciones.

para determinar shB es conse-

vi(=((rvs)A(u—r))) = H-(vi(rVvVs)A(u—r))
= H_ (Hp(v1(r V s),v1(u —1)))
= H.(Hx(Hy(vi(r),v1(s)), H-(v1(u), v1(r))))
— HL(H\(H(1,0), H_(1,1)
= H-(HA(1,1))
= H_(1)
=0

Por tanto,~B no es consecuencia de
Notese que el calculo anterior puede simplificarse (parétbdo de Quine) en

~((rVvs ) A (u = 1))
0 110 1 1 11

Ejercicio 17 Consideremos el lenguaje de primer order- {a, P, Q} (siendoa un Smbolo de constante
y Py @ predicados de aridad 1). Sdala formula deL

(Vo)[P(z) — (Q(z) V Q(a))] — ((3z)P(z) — (F)[Q(z) v Q(a)])
(a) Ob&nganse formas clausales pafay —F'.
(b) Pruébese, utilizando resolu basica, quef’ es bgicamente &lida.

(c) Descibase un modelo de Herbrand dé

Solucion:
Solucion del apartado (a): Calculo de una forma clausal d&
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Solucion del apartado (b): Sustituyendo en la forma clausal €é’ calculada anteriormente, fay la

z porb se obtiene un conjunto de clausulas que tienen una rebathéisica. En efecto,

Resolvente dé y 2
Resolvente déy 3
Resolvente déy 4

N~ T T

Solucion del apartado (c): A la vista de la forma clausal d& del apartado (a), se observa que un

modelo de Herbrand dE es el conjunto vacio (es decir, ningn elemento verifiga ninguno verifica))).

Ejercicio 18 Consideremos el LPQ@, = {a,b, P,Q, R, T}. Esciibanse érmulas del que expresen las

siguientes afirmaciones:

1. Pilar dirigi6 algin drama pero no dirigh ninguna comedia.
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2. Pedro dirigb una comedia de mayor dur@ci que cualquiera de las dirigidas por Pilar.
3. Pedro no dirigdb comedias salvo que Pilar dirigiera g drama.

4. Pilar dirigio todo drama que no diri@i Pedro.

P(x) expresaé que “z es una comedia’Q)(z) que “z es un drama”,R(x, y) expresaa que “z dirigio y”
yT(x,y) que “z es de mayor duradin que y”. Las constantesy b denotaén, respectivamente, a Pedro y
a Pilar.

Solucion:

1. Pilar dirigi6 algn drama pero no dirigio ninguna catize
(Fy)[Qy) A R(b,y)] A =(32)[P(2) A R(b, y)]

2. Pedro dirigid una comedia de mayor duracion que cuatgude las dirigidas por Pilar.
(3z)[P(x) A R(a,x) A (Vy)[P(y) A R(b,y) — T(x,y)]]

3. Pedro no dirigid comedias salvo que Pilar dirigieraialgfama.
(3x)[P(x) A R(a, z)] — (3y)[Q(y) A R(b,y)]

4. Pilar dirigi6 todo drama que no dirigio Pedro.
(Va)[@(x) A —R(a, z) — R(b, z)]

Ejercicio 19 Consideremos la$fmulas del LPOL = {P,Q}

Fy: (3z)[P(z) A Q(z)).
Fy: (3z)P(x) A (Fx)Q(x),

Fy 0 (32)(3y)[P(z) A Qy)]
(a) Hallese unal estructuraZ tal queZ |~ F, peroZ ~ F.

(b) Pruébese que todo modelo dges modelo dés.

(c) Pruéebese qués y F3 son bgicamente equivalentes.

Solucion:
Solucidn del apartado (a): Vamos a buscar formas clausalesfdey —F; y saturar por resolucion el
conjunto de las clausulas obtenidas para hallar un modettedorand dé€ £, —F7 }.

(32) P(z) A (32)Q(x)

(Fx)P(z) A (Jy)Q(y) [rectificacion]

(3)(Fy)[P(x) A Q(y)]  [por (11)-(18)]

st Pla) NQ(b) [por Skolem]
{P@)}{QM)}}

Fr: =(30)[P(x) A Q(x)]
(Ve)=~(P(x) AQ(z))  [por (9)]

(Va)[~P(z) vV =Q(z)]  [por (5)]

{=P(z),~Q(z)}}

Las clausulas obtenidas son

&

|
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1 {P(a)}
2 {Q0)}
3 {=P(x), ~Q(z)}
Veamos el proceso de saturacion, por resolucion:
Al resolver 1 con 1 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 1y 2 no se obtiene resolvente.
Al resolver 3con 1, 2y 3 se obtiene
4 {-Q(a)} (resolvente de 3y 1)
5{=P(b)} (resolvente de 3y 2)
Al resolver 4 con 1, 2, 3y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5con 1, 2, 3, 4y 5 no se obtiene resolvente.

A la vista del saturado, un modelo&s= (U, I) conU = {a, b}, P! = {a}, Q" = {b}.

Solucion del apartado (b): Probar que todo modelo d€ es modelo de;, equivale a probar que
F, = F, que, a su vez, equivale a probar dug, —F»} es inconsistente. Probaremos la tltima condicion
por resolucion. Para ello, empezamos calculando unasfodausales dg, y —F5.

B (30)[P(e) AQ(x)]

= P(a) NQ(a) [por Skolem]
= {P@)}{Qa)}}

REAEER(E ) A (31)Q(2))

x)P(x
—(32)(3y) [P (x) A
(V) (V) ~(P(x) A
(V) (Vy)[=P(x) V =
{=P(2),~Q(y)}}

La resolucion es

Q(y)]  [porapartado (a)]
Q(y))  [por (9)]
Q(y)] [por (3)]

1 {P(a)}

2 {Q(a)}

3 {=P(x), ~Q(y)}

4 {-Q(y)} Resolvente déy 3
5 0 Resolvente dé y 2

Solucion del apartado (c): Para probar qué, y F3 son logicamente equivalentes, basta probar que
F, = F3y F3 = F». Lo haremos por resolucion. Para ello, necesitaremosa®tausales dg;, —F5, I
Yy —F3.

Fy: (32)P(2) A (3)Q()
= {{P@},{Q®)}}  [poranterior]

—Fy: —((32)P(x) A (F2)Q(z))
{{=P(z),-Q(y)}} [por anterior]

(F2)(3y)[P(x) A Q(y)]
a Pc) NQ(d) [por Skolem]

{P(a)}{Q(d)}}

i
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|

(NI

3
4

Fy 2 =(32)(3y)[P(x) A Q(y)]
(V2)(vy)~(P(z) AQ(y))  [por (9)]
(Vz)(vy)[=P(z) V =Q(y)] [por (3)]
(Vz)(vy)[=P(z) V =Q(y)] [por (3)]
{=P(2),~Q(y)}}

Demostracion, por resolucion, d& = Fi:

{P(a)}

{Q()}

{=P(2), ~Q(y)}

{-Q)} Resolvente de y 3

O Resolvente de y 2

5

Demostracion, por resolucion, dg = Fy:

1
2
3
4
5

{P(c)}

{Q(d)}

{=P(x), ~Q(y)}

{=Q(y)} Resolvente dé y 3
O Resolvente de y 2
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Ejercicio 20 Consideremos los conjuntos derhulas:

S={p—qq=rNs,~sAr—q,q}
T={qVr,—qVv-r}

=

. Pruébese, mediante tableros samicos, queS es consistente.

N

. Ob&nganse, razonadamente, todos los modelds. de
3. Pruébese, mediante resolai lineal, queS U T' es inconsistente.

4. Teniendo en cuenta los apartados anterioreséongase unadrmula £, formada exclusivamente por
las variablesg y r, talque: ' ¢ TAUT'y S = F.

Solucion:
Solucion del apartado 1:Un tablero semantico de es

[P —q.q—rAs,msAr—q,—q|

P~ aq—rAsrAs—qsAr—qq|

|-pa—rAsrAs—g-sAT—q¢,q| 4,4
|
Cerrada
‘ﬁp,q—>7~/\s7ﬁ('r/\s)7ﬁs/\r_>q7ﬁq‘ Y
|
Cerrada

‘ﬂp,ﬂ(r/\s),ﬂs/\rﬂq,ﬂq‘ ‘ﬁp,r/\s,—\(r/\s),—'s/\rﬂq,ﬂq‘

Cerrada
|p,~(r A s), (s Ar)~q| | =p—(r As) g, ]
|
Cerrada
‘ﬁpv ﬁraﬁ(“S/\'r)aﬁQ‘ ‘ﬁpvﬁsaﬁ(ﬁS/\r)aﬁQ‘
| -p, T, |_‘_‘57_‘q| | -p, _|'T7 _‘q| |ﬁp7‘\8,‘|ﬁ87ﬁq| | -p, s, T, “q|
. | |
Abierta Cerrada Abierta

Abierta

Al tener hojas abiertas, el conjuntoes consistente.

Solucion del apartado 2:La hojas abiertas son
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Sl - {_'p7 g, T, S}
52 = {_'p7 —q, _'T}
53 = {_'p7 g, T, _'S}
Por tanto, los modelos deson las valoracionestales ques(p) = v(q) = v(r) = 0.

Solucion del apartado 3: En primer lugar, tenemos que calcular las formas claus&dasdformulas
deSUT.

p—q =-pVyq [por (2)]
={{-»q}}

g—rNANs =(q@—orAS)AN(rAs—q) [por (1)]
= (g V (rAs))A(=(rAs)Va) [por (2)]
= (g V (rAs))A((=rV=s)Vg) [por (3)]
= ((mgV7r)A(=gVs))A((=rV=s)Vg) [por(6)]
= {{~q¢, 7}, {—q, s}, {-r,—s,¢}}

“sAr—q =-(asAT) Vg [por (2)]
= (—sV-r)Vy [por (3)]
=(sV-r)Vyg [por (5)]
= {{s,n.q}}

—q = {{~q}}

qVvr = {{q,r}}

~qV-r  ={{~q, r}}

Una resolucion lineal con las clausulas obtenidas es
1 {-p,q}
2 {~q,r}
3 {—q,s}
4 {-r,—s,q}
5 {s,—rq}
6 {—q}
7 {q,r}
8 {=g,—r}
9 {s,q} Resolvente d&y 5

10 {q,—r} Resolvente dé y 4

11 {q} Resolvente de0y 7

12 O Resolvente dely 6

Solucion del apartado 4: Puesto que en cualquier modelale S se verifica que(q) = v(r) = 0,
entonces la formulag A —r €s una consecuencia no tautologicesde

Ejercicio 21 Supongamos conocidos los siguientes hechos acercaidetm de aprobados de dos asig-
naturas Ay B:

1. Sitodos los alumnos aprueban la asignatura A, entonaisstaprueban la asignatura B.

2. Sialdin delegado de la clase aprueba Ay B, entonces todos los akiaprueban A.
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3. Sinadie aprueba B, entonces niimgdelegado aprueba A.
4. Si Manuel no aprueba B, entonces nadie aprueba B.
Se pide:
(a) Formalizar los enunciados anteriores en un lenguajem®@@r orden usando los siguientdsrdolos
de predicado:D(z): “ x es un delegado”Ap(z,y): “ x aprueba la asignatura”. Las constantes
a, b, m denotaén la asignatura A, la asignatura B y a Manuel, respectivateen

(b) Obtener una forma clausal para el conjunto denfiulas del apartado anterior.

(c) Probar, mediante resoluan, que si Manuel es un delegado y aprueba la asignatura Aneet todos
los alumnos aprueban las asignaturas Ay B.

Solucion:
Solucion del apartado (a)Formalizacion:

1. Sitodos los alumnos aprueban la asignatura A, entondes aprueban la asignatura B.
(Ve)Ap(z, a) — (Vy)Ap(y, b).

2. Sialgun delegado de la clase aprueba Ay B, entonces toslalumnos aprueban A.
(3z)[D(z) A Ap(z, a) N Ap(x,b)] — (Vy)Ap(y, a).

3. Sinadie aprueba B, entonces ningun delegado aprueba A.
~(32)Ap(z, b) — ~(3y)[D(y) A Ap(y, a)].

4. Si Manuel no aprueba B, entonces nadie aprueba B.

Solucion del apartado (b) Formas clausales:
1 {=Ap(c,a), Ap(y,b)}
2 {=D(x),~Ap(x,a),~Ap(x,b), Ap(y,a)}
3 {Ap(dv b)7 _'D(y)7 _'Ap(y7 a)}
4 {Ap<m7 b)7 _|Ap<37, b)}

dondec, d y e son constantes de Skolem.

Solucion del apartado (c)Resolucion:
Antes de hacer la resolucion se formaliza la negacion aemalusion (Si Manuel es un delegado y
aprueba la asignatura A, entonces todos los alumnos aprieasignaturas Ay B):
~(D(m) A Ap(m, a) — (Vx)[Ap(x, a) N Ap(z,b)])
y se calcula las clausulas correspondientes:
5 {D(m)}
6 {Ap(m,a)}
7 {—-Ap(e,a),~Ap(e,b)}
La resolucion es
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1 {-Ap(c,a), Ap(y,b)}

2 {~D(xz), ~Ap(z,a), ~Ap(z,b), Ap(y, a)}

3 {Ap(d,b),~D(y), ~Ap(y,a)}

4 {Ap(m,b), ~Ap(z,b)}

5 {D(m)}

6 {Ap(m.a)}

7 {-Ap(e,a), ~Ap(e, b) }

8 {Ap(d,b),~Ap(m,a)} Resolvente de 5.1y 3.2

9 {Ap(d,b)} Resolvente de 8.2y 6.1
10 {Ap(m,b)} Resolvente de 9.1y 4.2
11 {=D(m),=Ap(m,a), Ap(y,a)} Resolvente de 10.1y 2.3
12 {=Ap(m,a), Ap(y,a)} Resolvente de 11.1y 5.1
13 {Ap(y,a)} Resolvente de 12.1y 6.1
14 {Ap(y,b)} Resolvente de 13.1y 1.1
15 {=Ap(e,b)} Resolvente de 7.1y 13.1
16 O Resolvente de 15.1y 14.1

Ejercicio 22 El ejercicio tiene dos apartados.
1. Consideramos el lenguaje = { P, f,a,b, c} y el conjunto dedrmulas:
S ={P(c,a) = (V2)P(z,0), (Vo)[P(f(z), ) — (V2) P(z,2)], = P(b, ¢)}
Pruébese, proporcionando un modelo de Herbrand, §ué P(f(a),a) VvV =P(f(b),b).
2. Consideramos el lenguaje, = {a,b, P}. SeaF la formula
= P(x,a) N —P(x,b) A (Jy)(32)P(y, 2)

Pruébese qué&’ es consistente y que NO tiene rimgmodelo de Herbrand (en el lenguaig).
¢.Contradice esto el teorema de Herbrand? &teese la respuesta.

Solucion:
Solucion del apartado (1):Las formas clausales de las formulas del problema son:

= deP(c,a) — (V2)P(z,0), Si = {{=P(c,a), P(z,0)} };

= de(Va)[P(f(x), x) = (V2)P(z,2)], 52 = {{=P(f(2), 2), P(z,2)}};
= de—P(b,c), S5 = {{-P(b,c)}};

= de—(P(f(a),a) V=P(f(0),b)), Ss = {{=P(f(a),a)}, {P(f(0) ) }}.

Vamos a calcular la saturacion, por resolucion y factmiian, deS; U S, U S3 U S,. Las clausulas
iniciales son

1 {=P(c,a),P(z,b)}

Tl W N
~

J

s)

—~

~

~—~

S

:_/
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Al resolver 3 con 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 4 con 3y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5 con 3, 4 y 5 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 3, 4, 5y 1 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 3, 4,5, 1y 2 se obtiene
6 {P(z,b)} (resolventede 2y 5)y
7{=P(f(c),c)} (resolvente de 2y 3)
La clausula 6 subsumealalyalab
Al resolver 6 con 3, 4, 2y 6 no se obtiene resolvente.
Al resolver 7 con 3, 4, 2, 6 y 7 no se obtiene resolvente.

Por tanto, el saturado es
{=P(f(x),z), P(z,2)}
3 {=P(b,c)}
4 {=P(f(a),a)}
6 {P(z0)}
7 {=P(f(c),0)}

El universo de Herbrand €$H = {a, f(a), f(f(a)),...,b, f(b), f(f(D)),... ¢, f(c), f(f(c)),...} Yy
un modelo de Herbrand ds= {P(z,b) : z € UH }.

\)

Solucion del apartado (2): Para demostrar quUE es consistente basta mostrar una estrudfudel, y
una asignaciont enZ tales queZ, |= F. SeaZ = (U, 1) conU = {1,2},a’ = 1,0" =1y P = {(1,2)}.
SeaA tal queA(z) = 1. EntoncesZ, = F (ya que

IA(F) =TZa(=P(z,a) N=P(x,b) A (Jy)(Iz)P(y, 2))
= gA(ﬁP(% a)) A Za(=P(x,0)) N Ta((By)(32) Py, 2))
puesto que -
Ta(=P(z,a)) =-P'(A(x),a’)
=-PI(1,1)
— F
=V

Za(=P(z,b)) = -PI(A(x),b)
— PI(1, 1)
— -F
=V
Za((3y)(F2)P(y, 2)) = V porque
Tay,22(P(y, 2)) 251(172) )

Veamos qué no tiene ningin modelo de Herbrand (en el lenguaje El universo de Herbrand de;
es UH= {a, b}, la base de Herbrand es BH{P(a,a), P(a,b), P(b,a), P(b,b)}. Las interpretaciones de
Herbrand de.; son los 16 subconjuntos de BH. Skeana interpretacion de Herbrand dle. Demostrare-
mos quel (= F distinguiendo tres casos:

» Caso 17 = (. Entonces] [~ F (ya qued b~ (Jy)(3z)P(y, 2)).
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» Caso2:P(a,a) € I 0 P(b,a) € I. Entonces/ [~ F (yaquel = —P(z,a)).
» Caso 3:P(a,b) € I 6 P(b,b) € I. Entonces] [~ F (ya quel [~ —P(z,b)).

El que I’ sea consistente y no tenga modelo de Herbrand no contrddessm@ma de Herbrand, ya que
F' no esta en forma clausal (tiene un cuantificador existBncia
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Ejercicio 23 Dadas lasbérmulasA : (s = p)V(t — q)y B : (s — q) V (t — p), se pide:
1. Pruébese quel = B:

(a) Mediante tableros sefnticos.
(b) Mediante resoluéin por entradas.

2. Descibanse, razonadamente, todos los modeloside a continuaddn, priebese nuevamente que
A = B, utilizando la definiddn de consecuenciadica.

3. ¢EsB — —A unatautologa? Rabnese la respuesta.

Solucion:
Solucion del apartado (1.a):El tablero semantico dgA, - B} es

(s=p)V({E—9,~((s=qV(t—p)
(s—=p V(- Q>7L(5 —q),~(t—p)
(s = p) V(¢ —>q|),s, —q,~(t — p)
(s—pVI(t —|> q),8,7q,t, —p

|s —p,s,—q,t,p] [t —q,s,7q,t,p]
|=s,8, 2,6, =p| |p,s,~q,t,-p| | ots,—g L pl (4,8, 1 p]
| |
Cerrada Cerrada Cerrada Cerrada

Como todas las hojas son cerraddss= B.

Solucion del apartado (1.b):En primer lugar, calculamos la forma clausal4le

(s—=p)V(t—q =(sVp)V(atVvg) [por(2)]
={{—s,p,t,q}}

y la forma clausal de:B

“((s—=qV(t—p) ==((-svgV(=tvp)  [por(2)]
(msVq) A=(=tVp) [por (4)]
(78 A=g) A (==t A=p)  [por (4)]
gs A =q) A (t A =p) [por (5)]

{st {~a},{t}, {-p}}

Una resolucion por entradas de las clausulas obtenidas es

]
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{_'57 b, -, Q}

{s}

{—aq}

{t}

{—p}}

{p,—t,q} Resolvente de y 2
{—t,q} Resolvente déy 5
{q} Resolvente dé y 4
O Resolvente d8y 3

©O© 00 O Ui W N

Solucion del apartado 2:Para calcular los modelos deconstruimos el tablero dé:

(s—=pV(t—q)

5= p t—q

/\ {\
[4]

_ | | |
Abierta Abierta Abierta Abierta

Los modelos del son las cuatro valoracionestales quey; (s) = 0, va(p) = 1, v3(t) = 0 6 v4(q) = 0.

Como las cuatro son modelos e se tiene quel (~ B.

Solucion del apartado 3: En el apartado anterior encontramos una valoraci@al quev’(A)

v'(B) = 0. Para dicha valoracion,

V(B — —~A) = H_ (v (-B),v'(-A))
— H_(H.(v'(B)), H-(v/(A)))
= H_(H.(0), H.(1))
= H_(1,0))
=0

Por tanto,~B — —A no es una tautologia.

Ly

Ejercicio 24 Este ejercicio tiene dos apartados.

1. Hallar las formas prenexa, de Skolem y clausal défaiula:
—(3x)(V2)[P(z) — =Q(2)] V ((32)Aly, 2) — (Fu)B(y, u))

2. Consideremos el lenguajg = {P, f,a, b} y el conjunto deGrmulas:

S =A{(ve)[P(a,z) — P(b, f(x))], (Vo) [P(f (x), ) — (V2)P(2,0)], Pla, f(a)) AP(f(b),b)}

Pruébese, proporcionando un modelo de Herbrand, §jyé (3z)[P(x,a) A P(f(x),b)].

Solucion:
Solucion del apartado 1:
1.— Forma prenexa:
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—(3z)(V2)[P(z) — =Q(2)] V ((32)Aly, z) — (3u) B(y, u))
= @) (v)[P(r) = —Q(2)] V ((Bv)Aly,v) — (3u)B(y,u))  [por (2)]
= (3)(V2)[P(x) V ~Q(2)] V (=(F0) Aly,v) V (u) Bly,u))  [por (4)]
= (Vo)) ~(~P(x) V—Q(2) V (Y0)-=Aly,v) V (Gu)B(y,w))  [por (8)y (9)]
= (Y2)32)[P(z) A ==Q(2)] v (Vo) =A(y, v) V (Fu) B(y,u)) [por (5)]
= (Vo)(32)[P(2) AQ(2)] V (Vo) = A(y,v) V (Fu) B(y, u)) [por (7)]
= (Bu)(v2) @)(W)[(P(x) A Q(2)) V (=A(y.v) V Bly, u)) [por (11)—(18)]
2.— Forma de Skolem:
(3u) () (3=) () (P(x) A Q(=)) V (~A(y,0) V Bly, u))
=t (Fy)(Fu)(Vz)(32) (Vo) [(P(x) A Q(2)) V (—A(y,v) V B(y,u))] [cierre existencial]
=t (Fu)(V2)(32)(Vo)[(P(x) AQ(2)) V (—A(c,v) V B(c,u))] [c constante de Skolem]
=t (V2)(32)(V0)[(P(x) A Q(2)) V (mA(c,v) V B(c,d))] [d constante de Skolem]
=t (Y2)(V0)[(P(x) AN Q(f(x))) V (=A(c,v) V Ble,d))] [f funcion de Skolem]
3.— Forma clausual:
(V) (Vo)[(P(x) A Q(f(x))) vV (-A(c,v) V B(c, d))]
= (V2)(W)[(P(x) vV ~A(c,v) V B(c,d)) AN(Q(f(x)) V —A(c,v) vV B(e,d))] [por (20)]
= {(P(),~Alc,v), Ble,d)}, {Q(f (x)), 7 A(c,v), B(c, d)} }

Solucion del apartado 2:Las formas clausales de las férmulas del problema son:

= de(Vz)[P(a, ) — P(b, f(2))], S1 = {{=P(a,z), P(b,
= de(Vz)[P(f(z),2) — (V2)P(z,0)], 52 = {{=P(f(2),
, [(a)) NP(f(0),b), S3 = {{P(a, f(a))}, {P(f(b),
= de—(3x)[P(x,a) A P(f(x),0), Ss = {{=P(z,a), =P(f(x),

f(@))3 )

= deP(a b)}};

b)}}-

), P(2,0)}};

Vamos a calcular la saturacion, por resolucion y factmiian, deS; U S, U S3 U S,. Las clausulas

iniciales son
1 {=P(a,z), P(b, f(z))}
2 {~P(f(z),2), P(z,0)}
3 {P(a, f(a)}

4 {P(f(b),0)}
b {_'P(xaa)v _'P(f(x)ab)}
Al resolver 3 con 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 4 con 3y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 3, 4y 1 se obtiene
6 {P(b, f(f(a)))} (resolvente de 1y 3).
Al resolver 6 con 3, 4, 1y 6 no se obtiene resolvente.
Al resolver 2 con 3, 4, 1, 6y 2 se obtiene
7{P(z,b)} (resolventede 2y 4) y
8{—P(f(x),z), P(b, f(b))} (resolvente de 2y 1).
La clausula 7 subsume ala2yala4.
Al resolver 7 con 3, 1, 6y 7 se obtiene
9{P(b, f(b))} (resolventede 7y 1)
La clausula 9 subsume ala 8
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Al resolver 9 con 3, 1, 6, 7y 9 no se obtiene resolventes.
Al resolver5con 3,1, 6,7,9y5 se obtiene
10{—P(zx,a)} (resolvente de 5y Ma clausula 10 subsume ala 5

Por tanto, el saturado es
1 {=P(a,z), P(b, f(z))}
{P(a, f(a))}
6 {P(, f(f(a))}
7 {P(z0)}
9 {P(b. f(b)}
10 {=P(z,a)}

w

El universo de Herbrand €8H = {a, f(a), f(f(a)),...,b, f(b), f(f(D)),...} y un modelo de Her-
brand ed = {P(a, f(a)), P(b, f(f(a))), P(b, f(b)), P(z,b): z€ UH}

Ejercicio 25 Consideremos los siguientes hechos acerca de la €utdsilos integrantes de la monaiqu
inglesa:

1. El primogenito de un rey hereda la corona de dicho rey.
2. Sialguien derrota a un rey entonces hereda su corona.
3. Sialguien hereda la corona de un rey entonces se conwartey.
4. Enrique VIII era el primognito de Enrique VII.
5. Ricardo lll era rey y Enrique VIl derr@ta Ricardo IlI.
Se pide:

(a) Formalizar los enunciados anteriores en un lenguaje den@r orden usando losisbolos de pre-
dicado: D(z,y): « derrota ay, H(z,y): x hereda la corona de;, R(z): = es rey,P(z,y): x €s
el primogenito dey. Las constantes, b, c denotaén, respectivamente, a Ricardo Ill, Enrique VIl y
Enrique VIII.

(b) A partir de la informaadn anterior, probar, mediante resolds, que Enrique VIl fue rey.

Solucion:
Solucion del apartado (a)La formalizacion del problema es:

1. El primogénito de un rey hereda la corona de dicho rey:
(V) (Vy)[R(y) A P(z,y) — H(z,y)].

2. Sialguien derrota a un rey entonces hereda su corona:
(Va(Vy)[D(z,y) A R(y) — H(z,y)].

3. Sialguien hereda la corona de un rey entonces se congiertsy :
(V) [(3y)[R(y) A H(x,y)] — R()].

4. Enrique VIl era el primogénito de Enrique VII:
P(c,b).
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5. Ricardo lll erarey y Enrique VIl derrotd a Ricardo IlI:
R(a) A D(b,a).

Solucion del apartado (b) Resolucion:
Para realizar la refutacion tenemos que formalizar laciégale la conclusion y obtener las correspon-
dientes formas clausales.

La formalizacion de la negacion de la conclusion-égc).
Las clausulas correspondientes a los hechos y a la negdeila conclusion son

N O UL i~ W N+~

{=R(y),~P(z,y), H(z,y)}
{=D(z,y), ~R(y), H(x,y)}
{=R(y),~H(z,y), R(x)}
{P(c,b)}

{R(a)}

{D(b,a)}

{=R(c)}

Una refutacion es

{=R(y), ~P(z,y), H(z,y)}
{=D(z,y),~R(y), H(z,y)}
{=R(y),~H(z,y), R(x)}
{P(c,b)}

{R(a)}

Resolvente 7.1y 3.3
Resolvente 8.2y 1.3
Resolvente 9.2y 4.1
Resolvente 10.1y 3.3
Resolvente 11.1y 5.1
Resolvente 12.1y 2.3
Resolvente 13.1y 6.1
Resolvente 14.1y 5.1
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Ejercicio 26 SeanF'y G las siguientesdrmulas:
Fip—=qAN((r——t)A(qg—r1))
1. Pruébese mediante un tablero semtico queF' — (p — —t) es una tautolo@.

2. Utilizando una forma normal, p&bese qué' es satisfactible.

3. Pruébese mediante resolaci que{F, G} = r — p.

Solucion:
Solucion del apartado 1:El tablero semantico de(F’ — (p — —t)) es

(=N (r =) A(g =) = (p = o))

A
|
A

(=N ——t)AN(g—1),~(p — —t)

|
p—q,(r——t)AN(g—7),~(p— —t)
|

p—>q77*—>—|t’qﬁ7*,—|(p—>—|t)

p—qr— t,q—r,p, ]

|
p—qr——tg—rpl

P —q,t,q — rp,t
|

Cerrada

P — g, g —rpt

|—p,—r,q = p,t
|

Cerrada

q,r,q—1r,pt

q, T, g, p,t
|

Cerrada Cerrada

q, T, p,t

Al ser todas las hojas cerradds,— (p — —t) es una tautologia.

Solucion del apartado 2: Demostraremos la satisfacibilidad @ecalculando una FND (forma normal
disyuntiva) dei:
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(=t < (<t Ap)) — ~(p — 1)
(=t —= (=t Ap) A((=t Ap) — —t)) — =(p — —t)  [por(1)]

4

= ((—=t V (ot Ap)) A(=(=t Ap) VL)) V=(=pV-t) [por(2)]

= ((tV (=t Ap) A(=(=tAp)V—t)) vV =(=pV t) [por (5)]
=((tV (ot Ap)A((=tV —p) V—t)) V (m=pA-=t)  [por (3)y (4)]
=((tV(=tAP) AtV =p)Vt) V(pAL) [por (5)]

= ((tV (2t Ap)) AV)V (pAL)

=tV (-tAp)V(pAt)
Por tanto,G es satisfacible y tiene dos modelos principalgdal quewv(t) = 1y v, tal quevy(t) =0y
va(p) = L.

Solucion del apartado 3:En primer lugar, calculamos las formas clausales:

(P =@ A((r—=t)A(g— 1))

= (p V) A((-rV=t) A (=g Vr)) [por (2)]

= {{-».a}. {-r ~t} {~qr}}

(=t < (2t Ap)) — =(p — —t)

(tV (=t Ap))V(pAt) [por el apartado anterior]
(EV =) A(EV D)V I(PAL) [por (6)]
(VA@EVD)V(pAL)

(tVp)V(pAt)

(EVpVp)A({EVPVE) [por (6)]

{{t,p}}

r—p)

= -(-rVp) [por (2)]
=--r A-p [por (4)]
=rA-p [por (5)]
= {{r}. {-p}}

Una resolucion de las clausulas obtenidas es

{-p,q}

{_'Tv _'t}

{—q,7}}

{t.p}

{r}

{-p}

{-t} Resolvente dey 5
{p} Resolvente d& y 4
O Resolvente d8y 6

—

—

—_

O 00 O O i W N

Ejercicio 27 Consideremos el lenguaje de primer order- {a, f, P, Q), R} y el conjunto dedrmulas del.
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1. Defnase razonadamente un modé&lde S cuyo universo sefl = {1,2,3,4,5}.
2. Pruébese utilizando un modelo de Herbrand gug- (Vz)[R(z) — Q(x)].
3. Pruébese mediante resoléci queS |= (Vz)[R(z) — R(f(x))].

Solucion:
Solucion del apartado 1:Tenemos que encontrar una estructira (U, I) de L, conU = {1,2, 3,4, 5},
gue sea modelo de las 6 formulas$te

Fy oz (Va)[Q(z) — R(z)],
Fy : (Vo)
Fy: (Vz)-P(x,x),
F4 . ( )

Fy 2 (Vz)[R(z) < P(z, f(z))],

Fs 2 Q(f(a))
Calculamos las consecuencias basicas de las formukasaaas con sus argumentos limitados a los 5 pri-
meros elementos del universo de Herbrand.des decira, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))), f(f(f(f(a))))y

FUS (@)

Fr: R(f(a)) [de Fs y Fi]
Fy . P(f(a), f(f(a))) [de F7y F3]
Fy: P(f(f(a)), f(a)) [de Fy y F5]
Fio: Q(f(f(a))) [de Fyy Fy]
Fu: R(f(f(a))) [de Fip y F1]
Fip: P(f(f(a)), f(f(f(a)))) [de F; y F5]
Py P(f(f(f(a)), f(f(a))) [de Fip y Fb]
Py Q(f(f(f(a)))) [de Fi3y Fi]
Fis o R(f(f(f(a)))) [de Fiyy F1]
Fig o P(f(f(f(a))), fF(f([(f(a))))) [de Fi5 y F3]
Fir o P(f(f(f(f(a)))), f(f(f(a)))) [de Fig y F3]
Fig: QUf(f(f(f(a))))) [de Fi7y Fl]
Fio: R(f(f(f(f(a))))) [de Figy Fi]
Fao o P(F(F(f(f(@), F(F(f(f(f(a)))))) [deFigy F3]
Fy o P(F(FUF(f(f@), F(f(f(f(a)))) [deFay F]
Fo o Q(f(f(f(f(f(a)))))) [de Fyy y Fy]
Fog o R(f(f(f(f(f(a)))))) [de Fy y 1]

Las consecuencias anteriores, ordenadas, son:
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Un modelo de las consecuencias es

al =1,

1 =1{(1,2), 2
Pr=10,2),(2
= {1,2},
:{172}

1), (3,1),(4,1), (5, 1)},
D},

que puede comprobase facilmente que es un modeto de

Solucion del apartado 2:El universo de Herbrand dees UH= {a, f(a), f(f(a)),...}. Un modelo
de Herbrand dé& en el que no se cumple la formulex)[R(z) — Q(z)] es

I'={P(z, f(x)),

P(f(x),2), Q(f(x)), R(x) : = € UH}.

Vamos a comprobarlo,

» [ = (V2)[Q(z) — R(x)], ya queR se cumple para todos los elementos de UH.

P

Il (Vo) [P(f (@),

)
= (V)=
)
)

~
T
O

[P(f(x
[R(x)
(f(a)), ya
[R(x)

n [}~ (Vo)[R(z) — Q(x)], ya queR(a) € UH peroQ(a) ¢ UH.

w [ | (Vo)(Vy)[P(z,y) — P(y,x)], ya que enP es simétrica ef.
(z,

x), ya que todas las ocurrencias @en [ tiene sus dos argumentos distintos.

z) — Q(f(x))], ya que paratodo € UH, Q(f(z)) € I.

queQ(f(a)) € UH.

I = (V2)[R(z) <« P(x, f(z)), yaqueR(z)y P(z, f(x)) se verifican ed para todor € UH.

Solucion del apartado 3:En primer lugar, calculamos las formas clausales de lasiufas deS' y de

la negacion dévx)[R(x

) = R(f(x))]:
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(Vo) [Q(x) — R(x)]
(V2)[~Q(z) v R(x)]
{=Q(x), R(x)}}

o (Vo) (Vy) [P, y) —
(V) (Vy) [~

TS

T

o (Vo) P(z,x
{~P(z,2)}}

o (Vo) [P(f (), ) —
(V) [=P(f (), z) V
{~P(f(2),2),

: (Vo)[R(z) < Pz,

I =

IO

1=

(v2)[(~R(x) V P(z,
{-R(x), P(z,
C Qf(a))
HQU (@)}
~(Va)[R(x) —
(Vo)
(Z)~(-
(3) (+-

=

R(x) V R(f
() vV R(f
() A

R(b) N =R(f(b))
=sat {{R(b)}’ {_'R(

Una resolucion de las clausulas

1 {=Q(x), R(z)}

(z,y) vV Py, x)]
H~P(z,y), P(y,x)}}
)

(Va)[(R(z) — P(z, f(
Cite

)
) —R(f(x
(32)(R(z) A =R(f(x)))

[por (2)]

P(y, )]
[por (2)]

Q((f ())]
Q(f(x)

f(@))] [por (2)]

)}

()
z) [por (1)]

]
) A (P (z, f(
x [por (2)]

F(@))) A
P(x, f

— R(f(x))]

()] [por (2)]
(2)) [por (8)]
) [por (6)]
[por (7)]
[b constante de Skolem]

f0)1

obtenidas es

Resolvente d8y 1
Resolvente déy 5
Resolvente de0 y 2
Resolvente dely 4
Resolvente de2y 9

Ejercicio 28 Hallense formas prenexa, de Skolem y clausal de la siguiéntefa:

(Vz)[(32) P(2) — Q(z)] —

((V2)Aly, 2) — (Bu)B(y,u))

Solucion:
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1.— Forma prenexa:
(Vz)[(32)P(2) — Q(z)] — ((V2)A(y, 2) — (Fu)B(y, u))

= (Vo)[(32)P(z) — Q(z)] — ((Vv)A(y,v) — (3u)B(y,u))  [por rectificacion]

= ~(Vz)[~(32)P(2) V Q)] V (=(Vv)A(y,v) V (3u)B(y,u))  [por (2)]

= (J2)[=(=(32)P(2) vV Q(2))] V ((Fv)~A(y,v) V (Ju) B(y, u)) [por (8)]

= (J2)[=(32)P(2) A Q(x)] V ((Fv)~A(y, v) V (Fu)B(y, u)) [por (6)]

= (I)[(3)P ()AﬂQ(w)]\/ (Fv)=A(y,v) V (3u)B(y, u)) [por (7)]

= (J2)(32)(Fv)Fu)[(P(2) A =Q(z)) V (mA(y,v) V B(y,u))]  [por (11)—(18)]
2.— Forma de Skolem:

(V2)[(32)P(2) — Q(z)] — ((V2)A(y, 2) — (Fu)B(y, u))

=t (3)[(V2)[(32)P(2) — Q(x)] — ((V2)A(y, z) — (3u)B(y,u))] [cierre existencial]

= (3 (Ex)(F)F)Fu)[(P(2) A =Q(z)) V (mA(y,v) V B(y,u))] [por anterior]

= (P(e)AN=Q(b) V (mA(a,d) V B(a,e)) [constantes de Skolem]
3.— Forma clausal

(V2)[(F2) P(2) — Q(x)] — ((V2)A(y, 2) — (Su)B(y, u))

sat (P(c) AN=Q(b)) V (—A(a,d) V B(a,e)) [anterior]
(P(e) vV (mA(a,d) V B(a,e))) A (=Q(b) V (mA(a,d) V B(a,e))) [por (20)]
{{(P(c),~A(a,d), B(a, e) A=Q(b), ~A(a, d), B(a,e)}}
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Ejercicio 29 Probar(EV F) - G = (E — G) A (F — G)
(a) Mediante deducon natural.

(b) Por resolucobn.

Solucion:
Solucion del apartado (a): Demostracion por deduccién natural:

v (EVF)—=G premisa

> F supuesto
3 EVF VI2

s G —£1,3

5 EF—G —72 —4
6 F supuesto
7 EVF VI6

s G —E&1,7
9 F—G —76 — 8

w (E—=G)AN(F —G) NT5,9

Solucion del apartado (b): Demostracion por resolucion: En primer lugar se tramséola premisa a
forma clausal:

(EVF)—G
= ~(EVF)VG [por (2)]
= (EAN-F)VGE [por (4)]
= (REVG)AN(—-FVQ) [por (7)]

{{_'E7 G}7 {_'F7 G}}
A continuacion, se transforma la negacion de la concfuaiforma clausal:
(B =G ANF —G))

= ~(-EVG)A(RFVEG) [por (2)]
= =(mEVG)V-(-FVG) [por (3)]
= (mEAN-G)V (—F A-G) [por (4)]
= (EANG)V(FA-G) [por (5)]
= (EAN-G)VF)AN(EAN-G)V-G) [por (6)]
= (EVF)AN(GVE)AN{(EV-G)A(—GV-Q)) [por (7)]

{{E7 F}7 {_'G7 F}7 {E7 _'G}7 {_'G}}
Finalmente, se construye una refutacion de las clausbl@nidas:
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{_'E> G}

{_'F7 G}

(B, F}

{-G,F}

{E£, -G}

{~G}

{-F} Resolvente dé y 6
{-F} Resolvente de y 6
{F} Resolvente d8y 7
O Resolvente d8y 9

O O 00 O UL Wi

—_

Ejercicio 30 El ejercicio tiene tres apartados.
(a) Pruébese qué’ — (F — G) |~ (F — F) — G mediante tableros seémticos.
(b) Descibanse todos los modelos de— (F' — G) que no son modelos d& — F') — G.

(c) LaformulaFE — (F — G) — (F — F) — @G, ¢es una tautoldg? Rabnese la respuesta.

Solucion:

Solucion del apartado (a): Demostracion por tableros semanticos:

E—(F—-G),~(F—F)—Q)
|

E— (F—G),E—F-G

[~E,E — F,~G] |F — G E— F,-G|

|-E.~G| |-E,F,-G)|

[~F,E — F,~G| |G,E— F,~G|

Abierto Abierto
Cerrado

|-F,~E,~G| |-F,F,~G]
|
Abierto Cerrado
Solucion del apartado (b): Los modelos d&= — (F' — ) que no son modelos de la formula —
F) — G son los modelos de las hojas abiertas del arbol anteriateeis, cualquier valoracion tal que
v(E)=0yv(G)=0.

Solucion del apartado (c):La formulall — (F — G) — (E — F') — G no es una tautologia, porque
silo fuera se tendria qué — (F' — G) = (E — F') — G en contradiccion con el apartado (a).

Ejercicio 31 Seal un lenguaje de primer orden con uimgbolo de predicadog), (de aridad 2) y un
simbolo de fundn, f, (de aridad 1). Se considera la estructufadada por: Universo:{a,b}, Q' =
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{(a,b), (b,a)}, ff(a) = ay f1(b) = a. Decidir clales de las siguiente®fmulas se satisfacen en la
estructura:

L (Vo)Q(f(x),2) — Q(x,z)]
2. (3)[Q(f (), ) — Q(z, )]

Solucion:
Solucion para la primera férmula:

(Vo) [Q(f (z), ) — Q(z,2)]) =V & Li/(Q(f(2),2) = Qz,2)) = VY
Lho o) (QUS (), ) — Q(

T (Q(f(2),2) — Q(a,x)) = Q" (f'(b),b) — Q"(b,b) =
= Ql(a’a b) - Ql(ba b) =
=V —=F=
=F

Por tantoZ((Vz)[Q(f(z),z) — Q(x,x)]) =F

Solucion para la segunda érmula:

Z(E)[Q(f (x),2) = Qz, 2)]) =V & L/e(Q(f(z), 7)
Lio o) (Q(f (), )

Ty (Q(f(2),2) = Q(z,2)) =V
Por tantoZ((32)[Q(f (z), #) — Q(z,z)]) =V

Ejercicio 32 Sabemos que
1. Cualquiera que estudie lo suficiente aprueba todas lagnasuras.

2. Cuando alguien que celebra su cumgies.en julio ha aprobado todas las asignaturas, se le obsequi
con un regalo.

3. Quien recibe un regalo sin estudiar lo suficiente, nuncalsequiado con un owil.
4. Pablo es un alumno que, a pesar de no estudiar lo suficietiio un movil como regalo.
Se pide:

(a) Formalizar los conocimientos anteriores teniendo eenta que los predicados del texto se represen-
tanas: C'(z) ="z celebra su cumpld®s en julio”; A(z) =*“ x ha aprobado todas las asignaturas”;
S(z) =*z estudia lo suficiente”R(z, y) =" x recibe el regala,”. Y las constantes y b representan
respectivamente a Pablo y alwil.

(b) Obtener el conjunto de &lisulas de lasdrmulas anteriores y probar que es inconsistente dando un
subconjunto de su exteside Herbrand que lo sea.
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(c) Probar, mediante resoluan, que el enunciado “Si Pablo recibe uroml como regalo, entonces ha
aprobado todas las asignaturas” es consecueng@da de los enunciados 1y 3.

Solucion:
Solucion del apartado (a): Formalizacion del discurso:
Fy: (Vo)[S(z) — A(z)]
Fy: (Vo)[C(z) N A(x) — (Fy) Rz, y)]
Fs: (Vo)[(3y)R(z,y) A =S(x) — —R(x,b)]
Fy: —S(a) A R(a,b)

Solucion del apartado (b.1):Calculo del conjunto de clausulas de las formulas amtesi

Fy: (Vo)[S(z) — A(z)]
= (V2)[=5(z) v A(z)] [por (4)]
= {{=5@) A(=)}}  [por(4)]
o (Va)[C(x) A A(x) — (Fy)R(z, y)]
= (Vo)[~(C(z) N A(z)) V (Fy)R(z,y)]  [por (4)]
= (V2)[(=C(z) v =A(z)) V (3y)R(x,y)] [por (5)]
= (Y2)3y)[-C(z) v -A(z) V R(z,y)]  [por (18)]
=t (V2)[-C(2) V -A(z) V R(z, f(x))] [f funcion de Skolem]
= {{~C(x),~A(z), R(z, f(z))}}
Fs: (Vo)[(Jy)R(z,y) A =S(x) — —~R(x,b)]
= (Y2)[=(By)R(z,y) A =S(x)) V ~R(z,b)]  [por (4)]
= (Y2)[(=Ey)R(z,y) vV -=5(x)) v =R(xz,b)]  [por (5)]
= (V2)[~@y)R(z,y) v S(x)) V ~R(z,b)] [por (7)]
= (vo)[((Vy)-R(z,y) vV S(x)) V —R(z,b)]  [por(9)]
= (Vo)l(Vy)[-R(z,y) v S(x)] V R(z, )] [por (12)]
= (Vo)(Vy)[-R(z,y) vV S(z) V ~R(z,b)] [por (12)]
= {{~R(z,y),5(x), ~R(z,b)}}

: =S(a) A R(a,b)

I

{{=5(a)},{R(a,b)}}

Solucion del apartado (b.2):Demostracion de la inconsistencia del conjunto de classu

{~5(x), A(x)}

{~C(x),~A(z), R(z, f(z))}

{-R(z,y),S(x), ~R(z,b)}

{—=S(a)}

{R(a,b)}

{S(a)} Resolvente d8 'y 5 conoy = [z/a, y/b]
7 O Resolvente déy 4 conoy = €

—_

O O = W N

Por tanto, un subconjunto de su extension de Herbrand sstente es el formado por
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030'1 = {—|R(a, b), S(a)}
050'1 = {R(CL, b)}
Cioy = {=5(a)}

Solucion del apartado (c):La formalizacion de la conclusion es

R(a,b) — A(a)
La forma clausal de su negacion es

{{R(a, )}, {~A(a)}}

La demostracion por resolucion es
1 {=5(x), A(x)}

2 {~R(z,y), S(x), ~R(x,b)}

3 {R(a,b)}

4 {-A(a)}

5 {S(a)} Resolvente d8y 5 cono = [z/a,y/b]
6 {A(a)} Resolvente déy 1 cono = [z/a]

6 O Resolvente dé y 4 conoy = ¢
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Ejercicio 33 En un texto de Lewis Carroll, eld Jorge y el to Jaime discuten acerca de la barkeidel
pueblo, atendida por tres barberos: Alberto, Benito y Carlioos dosibs aceptan las siguientes premisas:

1. Si Carlos no esten la barbera, entonces ocurra que si tampoco estAlberto, Benito tendr que
estar para atender el establecimiento.
2. Si Alberto no est, tampoco estar Benito.

El tio Jorge concluye de todo esto que Carlos no puede estar sajseientras que eld Jaime afirma que
sblo puede concluirse que Carlos y Alberto no pueden estagrates a la vez. Decidir con elgtodo de los
tableros seranticos cil de los dos tiene ram.

Solucion:
En la representacion del problema usaremos los siguisimdmlos proposicionales
a representa que Alberto esta en la barberia
b representa que Benito esta en la barberia
¢ representa que Carlos esta en la barberia
Luego,
—a representa que Alberto esta ausente
—b representa que Benito esta ausente
—c¢ representa que Carlos esta ausente
Con dicha notacion, la representacion de la primera [m@es
—¢ — (—a — b)
y la de la segunda es
—a — —b
La representacion de la conclusion del tio Jorge-es Por tanto, el tio Jorge tiene razon si
{=¢ = (—ma — b),~a — —b} E ——c
0, equivalentemente, $i-c — (—a — b), ~a — —b, ~——c} es inconsistente. Puesto que el arbol

—C — (—|CL — b)7 -qQ — —|b7 ——C

—¢ — (ma — b),—a — —b, —c

‘ —|—|C7 a4 — —|b7 —|C‘ ‘ —qQ — b’ a4 — —|b7 —|C‘

Cerrada

‘ —|—|(]J7 a4 — —|b7 —|C‘ b7 —a — —|b7 —|C‘

‘a, —a — b, ﬁc‘ b, =—a, —|c‘ b, —b, —|c‘
[a,-b,—c| [ba,~c|  Cerrada
| |
a,c Abierta Abierta

|
Abierta
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no es cerrado, el conjunto-¢c — (—a — b), 7a — —b, =c} es consistente (por ejemplo, es posible que
Alberto esté en la barberia y Carlos no esté). Por tahto éorge no tiene razon.
La representacion de la conclusion del tio Jaime(es: A —a). Por tanto, el tio Jaime tiene razon si
{—=¢ — (ma — b),—a — —b} | =(=¢c A —a)
0, equivalentemente, $t-c — (—a — b), 7a — —b, =—(—c A —a)} es inconsistente. Puesto que el arbol

—C — (—|CL — b)7 -qQ — —|b7 —|—|(—|C A —|(L>

—c — (—|a — b), —a — —b,—c A\ —a

—C — (—|(L — b)7 - — —|b7 —|C7 —Q

—\—\C’ —1aQ — —|b’ —\C’ —Qa ‘ ‘ —1aQ — b’ —1aQ — —|b’ —\C’ —Q ‘

Cerrada

‘—|—|a’ —1aQ — —|b’ —\C’ _\Cl‘ b’ -1 — —\b’ —\C’ —\a,‘

Cerrada

b, =—a, —c, —a ‘ b, =b, —c, na ‘

Cerrada Cerrada

es cerrado, el conjuntp-¢ — (—a — b), ~a — —b, == (—c A —a)} es inconsistente. Por tanto, el tio Jaime
tiene razon.

Ejercicio 34 Probar que laérmula(F — (F AG)) — (E — F) VvV (E — G) es una tautolom
(a) Mediante deducon natural.
(b) Usando formas normales.

(c) Por tableros se@nticos.

Solucion:
Solucion del apartado (a): Deduccién natural:
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v (E—= (FAG) supuesto
> F supuesto
3 FANG —&1,2

4 F NE3

s BE— F —712 —4
¢ (FE—F)V(FE—QG) VZ5

7 (F— (FANG)— (E—-F)V(E—-G) —I1-6

Solucion del apartado (b): Forma normal conjuntiva:

(E—= (FANG))— (EFE—F)V(FE—G)
-(~EV(FAG)V(-EVF)V(-EVGQG) [por (2)]
(——EAN=(FANG))V(mEVEF)V(-EVG) [por (4)]
(EN(-FV-G)V(-EVFEF)V(-EVQG) [por (3) y (5)]
(EN(-FV-G))V(-EVFVG)
(EV(-EVFVG)AN(=FV-G)V(=EVFVQ)) [por(7)]
(EV-EVFVG)A(-FV-GV-EVFVGQG)

Puesto que en cada una de las dos conjunciones hay un pardiesitcomplementarios, la formula es una
tautologia.
Solucion del apartado (c): Tablero semantico:

~(E=(FANG)=(E=F)V(E—=G))
E—>(F/\G),ﬂ((E|HF)v(EHG))
E— (F/\G),ﬂ(E|HF),ﬂ(E—>G)
E— (FAG),E|,ﬁF,ﬁ(EHG)

|
E— (FAG),E,~F, -G

|-E,E,~F,-G| |FANG E -F -G|

Cerrada |F,G,E,~F,~G|
|

Cerrada

Ejercicio 35 Probar la inconsistencia del conjunto derinulas:
U={-F—-FVG F—-FVG, G—F, F—FE FE—-F}

(a) Demostrando que no tiene modelos.
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(b) Por resolucdn

Solucion:
Solucion del apartado (a): Calculo de modelos dé

F|F|G|-FE—-FVG|EFE—-FVG|G—-F|F—FE|FE—-F

1
1
1
1
0
0
0

Ol || ol |-
e =l =l i =l
o

0

01010 0
Puesto que cada una de las 8 interpretaciones falsificaaatgumula dd/, el conjuntol/ no tiene modelos.
Solucion del apartado (b): Las formas clausales de las formulag.deon

-F—FVvd{d
-—EV FVG [por(2)]
EVFVG [por (5)]

{{E, FGY}
EF—-FVGE
= ~EVFVG [por(2)]
= {{—|E, F, G}}
G—F
= GVF [por (2)]
= {{=G, F}}
F—FE
= -FVE [por (2)]
= {{-~FE}}
E— =F
= -FEV-F [por (2)]
= {{-E,-F}}
Una refutacion dé/ por resolucion es
1 {E,F,G}
2 {-E,F,G}
3 {-G,F}
4 {-F E}
5 {-E,-F}
6 {—~F} Resolvente de 4y 5
7 {-G} Resolvente de 6y 3
8 {E,G} Resolvente de 1y 6
9 {E} Resolvente de 8y 7
10 {F, G} Resolvente de 2y 10
11 {G} Resolvente de 10y 6
12 O Resolvente de 11y 7
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Ejercicio 36 Seal un lenguaje de primer orden con uimgolo de predicad® de aridad 2.

(a) Probar que lasérmulas(Vz)(3y)P(x,y) y (3x)(Vy)P(z,y) no son equivalentes dando una estruc-
tura que sea modelo de la primera pero no de la segunda.

(b) En la estructuraM/ cuyo universo efM| = {a,b,c} y PM = {(a,a), (a,b), (a,c)}, (,cliles de las
siguientesdrmulas se satisfacen y &les no?

Solucion:
Solucion del apartado (a):Basta encontrar un modelo de Herbrand de
S ={(Va)(Jy) P(x,y), ~(32)(Vy) P(x,y)}
Para ello calculamos una forma clausal del conjunto amterio
(V) (3y) P(x, y)
sat  (Vx)P(x, f(x)) [f funcibn de Skolem]
{P(x, f(x)}}
~(3z)(Vy) Pz, y)
(V) (Jy)~P(z, y)
sat (V)= P(x,g(z )) [¢ funcidn de Skolem]
{{~P(z,9(z)}}

Una forma clausal d§ es{{P(z, f(x)},{-P(z, g(x)}}.
El universo de Herbrand d€ es UHS) = {a, f(a), f(f(a)),...,g(a),g(g(a)),...}. Un modelo de
Herbrand de5 esZ = {P(z, f(x)) : x € UH(5)}.

Solucion del apartado (b.1):

M((Vz)(3y)P(z,y) — (32)(Vy)P(z,y)) = H-(M((V2)(3y) P(z,y)), M((32)(Vy) P(z,y))) (1)
M((V2)(Fy)P(z,y)) =V = Mpu((Fy)P(r,y)=Vy
M ((By)P(z,y)) =Vy )
Mg (Fy) Pz, y)) =V
Mpp((Fy)P(z,y)) =V <= Mppya(P(zy)) =Vo
Mz (P(2,y)) =V O 3)
Mz poyse(P(z,y)) =V
Miajoyja)(P(2,y)) = PY(b,a) = F (4)
Miappyn(P(w,y)) = PY(b,b) = F (5)
Moy (P(,y)) = PY(b,c) =F (6)

De (3), (4), (5) y (6) se tiene
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Mp((Fy) Pz, y)) = F (7)

De (7) y (2) se tiene
M((Va)(3y) P(x,y)) = F (8)

De (8) y (1) se tiene
M((Ve)(3y) Pz, y) — (Fx)(Vy) Pz, y)) =V

Solucion del apartado (b.2):

M(EF)(vy) P(z,y) — (Vo) (Fy) Pz, y)) = H(M((Bx)(Vy) P(z,
M(Fe)(vy)P(z,y)) =V = Mpya (
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Mo (V) P(2,y)) =V = Mpjaya

<< <<

(11)

<< < I 11

Msjaysa(P(z,y)) = PY(a,a) =V (12)
Mz saym (P2, y)) = PY(a,b) =V (13)
Mizjaysa(P(2,y)) = PY(a,c) =V (14)

De (11), (12), (13) y (14) se tiene

Mizsa((Vy) P(z,y)) =V (15)
De (10) y (15) se tiene
M((Fx)(Vy) P(z,y)) =V (16)

De (9), (16) y (8) se tiene
M((3z)(¥y)P(z,y) — (V2)(3y)P(z,y)) = H_(V,F) = F

Solucion del apartado (b.3):

M(=[(Y2)By) Pz, y) A (F2)(Vy) Pz, y)])
Ho(M((Y2)By) P(x, y) A (F)(Vy) Pz, y
Ho(HA(M((V)(Fy) P, ), M(Bx)(Vy) P(z,y))))

H-(HA(F,V)) [por (8) y (16)]
H-(F)

Y
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Ejercicio 37 Decidir cluales de las siguientes afirmaciones se cumplen. Para elloyda prueba por
resolucbn y otra por deducéin natural de cada una de lagiNdas y calcular un modelo de Herbrand de
las que no lo son.

L (Vo) P(z) v (Vo)Q(z) = (Vo) [P(r) V Q(x)]
2. (Vo)[P(x) V Q)] = (Vo) P(x) V (Vo)Q(x)
3. (30)[P(x) A Q)] = (Fr) P(x) A (Fr)Q(x)

Solucion:
Solucion del apartado (1):Para decidir s{Vz) P(x)V(Vz)Q(z) = (Vz)[P(x)VQ(z)], basta comprobar
S = {(Vz)P(x) vV (V2)Q(x), ~(Vz)[P(x) V Q(x)]} es inconsistente. Comprobaremos la inconsistencia
de S por resolucion. Para ello, comenzamos calculando unasfctausal des.
(V) P(x) V (Vo) Q(x)
(V) P(x) v (Vy)Q(y)
(V) (Vy)[P(z) v Q(y)]
{P(2),Qy)}}
~(Vz)[P(z) V Q)]
(3x)=(P(x) v Q(x))
(Fz)[=P(x) A =Q()]
sat. ~P(a) A —Q(a )
{=P(a)}, {-Q(a)}}

Una demostramon por resolucion Sees

1 {P(z),Qy)}

2 {~P(a)}

3 {-Q(a)}

4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2
5 0O Resolvente de 3y 4

La demostracion por deduccion natural se muestra en leaf§{ET).

Solucion del apartado (2):Para decidir sjvx)[P(z)VQ(z)] E (Vz)P(x)V(Vx)Q(z) basta comprobar
si S ={(Va)[P(z)VQ(z)], ~((Vx)P(z) vV (Vz)Q(x))} es inconsistente. Comprobaremos la inconsistencia
de .S por resolucion. Para ello, comenzamos calculando unasfotausal des.

(V2)[P(z) V Q(x)]
{P(z),Q(x)}}
~((Yz)P(x) V (Vr)Q(2))
~((Vr) P(x) v (Vy)Q(y))
~(Va) P(x) A (VYY) Q(y)
(32)=P(x) A (3y)=Q(y)
(32)By)[~P(x) A =Q(y)]
a —P(a) AN=Q(b) [a y b constantes de Skolem]

{=P(a)}, {~Q(b)}}

Las clausulas de la forma clausal g§son:

—_

vl
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v (Vx)P(z) V (V2)Q(z) premisa

> VoP(x) supuesto

3 actual s supuesto

4 P(i) VE2,3

5 P(1) Vv Q(i) VZ4

6 (Vo)[P(x)V Q(x)] VI3 -5

7 VzQ(x) supuesto

8 actual j supuesto

o P(j) VET, 8

0 P(J)VQy) VI9

u (Vo) [P(x) vV Q(z)] VZI7—10
)

(
12 (Vz)[P(x) vV Q(x)] VEL2—-6,7—11

Figura 4: Deduccion natural del ejercicio 5.1

1 {P(z),Q(x)}
2 {=P(a)}
3 {-Q(b)}

Veamos el proceso de saturacion por resolucion:
Al resolver 2 con 2 no se obtiene resolvente.
Al resolver 3 con 2 y 3 no se obtiene resolvente.
Al resolver 1 con 2, 3y 1 se obtiene
4{Q(a)} (resolvente de 1y 2)
5{P(b)} (resolvente de 1y 3)
Al resolver 4 con 2, 3, 1y 4 no se obtiene resolvente.
Al resolver 5 con 2, 3, 1, 4y 5 no se obtiene resolvente.

Al no obtenerse la clausula vacia, se tiene §uss consistente y, por tanto,

(Va)[P(z) vV Q(z)] = (Vo) P(z) V (Vo)Q(x).
Ademas, un modelo de Herbrand lesZ = (U, I) conU = {a, b}, P = {b} y Q' = {a}.

Solucibn del apartado (3):Para decidir s{3z)[P(z) AQ(z)] = (3x)P(x)A(Fz)Q(z) basta comprobar
si S ={(3x)[P(z) A Q(x)], ~((3x)P(x) A (Fz)Q(z)) es inconsistente. Comprobaremos la inconsistencia
de S por resolucion. Para ello, comenzamos calculando unasfctausal des.

(F2)[P(z) A Q)]
sat Pla) A Q(a)
{P(a)}. {Q(a)}}
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—((Fz)P(x) A (3x)Q(x))
= ~(@2)P(x) A(Fy)Q(y))
= ~(Iz)P(x) vV ~(Fy)Q(y)
= (Vo)- (fC)V(Vy)ﬁQ(y)
= (Vo)(Vy)[-P(z) V =Q(y)]
= {{-P(»),~ QW) |
Una demostracion por resolucion Sees
1 {P(a)}
2 {Q(a)}
3 {=P(x), ~Q(y)}
4 {-Qy)} Resolvente de 1y 3
5 O Resolvente de 2y 4

Demostracion por deduccion natural:

v (Fo)[P(z) A Q(x)] premisa

> actual i, P(i) A Q(1) supuestos
5 P(i) NE2

4 (F)P(x) 373

5 Q) NE2

6 (J2)Q(x) 375

7 (Fz)P(x) A (Fx)Q(z) AZ4,6

8 (x)P(x) A (F2)Q(z) 3IE1,2-7
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