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Equivalencia logica: Formulas equivalentes.

* Def.: F y G son equivalentes si V(F) = v(G) para toda valoracién v.
Representacion: F = G.
®* Ejemplos de equivalencias notables:
1. Idempotencia: FVF=F ; FAF =F.
Conmutatividad: FVG=GVF : FAG=GAF.
Asociatividad: FV (GVH)=(FVG)VH ; FA(GAH)=(FAG) AH.
Absorcion: FA(FVG)=F; FV(FAG) =F.
Distributividad: FA(GVH)=(FAG)V(FAH);
FV(GAH)=(FVG)A(FVH).
Doble negacion: -——F =F.
Leyes de De Morgan: -(FAG)=-FVv-G; -(FVG)=-FA-G.
Leyes de tautologias: Si F es una tautologia, FAG=G; FVG=F.
Leyes de contradicciones: Si F es una contradiccion FAG=F ; FvVG=G.
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Equivalencia logica: propiedades

® Relacion entre equivalencia y bicondicional:
» F=GsyssEF < Gsyssk-F « G.

®* Propiedades basicas de la equivalencia logica:
» Reflexiva: F = F.
» Simétrica: SiF = G, entonces G=F.
» Transitiva: SiF =Gy G=H, entonces F = H.
® Principio de sustitucion de formulas equivalentes:
> Prop.: Si en la formula F se sustituye una de sus subformulas G por una

formula G’ 16gicamente equivalente a G, entonces la férmula obtenida, F’,
es l6gicamente equivalente a F.

> Ejemplo: F =-(pAQ)— —=(pA-T)
G =-(pAQ)
G =-pv—qQ



Formas normales: Forma normal conjuntiva

* Atomosy literales:
» Def.. Un atomo es un variable proposicional (p.e. p,q,...).
> Def.. Un literal es un atomo o su negacion (p.e. p,—p,q,—q,...).
> Notacion: L,Lq,Lo,... representaran literales.

® Forma normal conjuntiva:
» Def.. Una formula esta en forma normal conjuntiva (FNC) si es una
conjuncion de disyunciones de literales; es decir, es de la forma
(Ll,l\/ oV L17n1) JANRIAN (Lm,l\/ oV Lm,nm)-

> Ejemplos: (—pVvQ)A(—qV p) estd en FNC.
(=pVvQq)A(g— p) no estd en FNC.

» Def.: Una formula G es una forma normal conjuntiva (FNC) de la formula F
si G esta en forma normal conjuntiva y es equivalente a F.
> Ejemplo: Una FNC de =(pA(qQ—r))es (mpVg) A(—pV-r).



Formas normales: Galculo de forma normal conjuntiva

® Algoritmo de calculo de forma normal conjuntiva:
» Algoritmo: Aplicando a una formula F los siguientes pasos se obtiene una
forma normal conjuntiva de F, FNC(F):
1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia

A—-B=A—-BAB—A) (1)
2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia

A—B=-AVB (2)
3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias

—|(A/\ B) = -AV-B (3)

—-(AVB)=-AA-B (4)

——A=A (5)
4. Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias

AV (BAC) = (AVB) A (AVC) (6)

(AAB)VC=(AVC)A(BVC) (7)



Formas normales: Galculo de forma normal conjuntiva

® Ejemplo de célculo de una FNC de =(pA(qQ—T)):

~(pPA(q—T))
= —(pA(—qVr)) por (2)]
= —pV-(-qVr) por (3).
= —pV(=gA-T) [por (4)
= —pVv(gA-T) [por (5)]
= (—pVg)A(=pV-r) [por (6)

® Ejemplo de célculo de una FNC de (p—q) V(g — p):
(P—qV(q—p)

(=pVva)V(—aqVp) [por(2)]
= -pvqv-qVvp



Formas normales: Galculo de forma normal conjuntiva

* Ejemplo de célculo de una FNC de (p+ Q) —r:

VAVO)A(=gVQVI)A(PV—pVI)A(=qV-pVr)
VAV A(=qV-opVvr)

(peaq)—r

= (pP—gA(d—p)—r (1)
= ~((p—=a)A(@—p)Vr (2)]
= —((=pva)A(=qVPp))Vr ()
= (=(=pva)V-(-qvp)Vr (3))
= ((4=pA—-Q)V (m=gA—p)) VT (4),
= ((pA—Q)V(gA=P)) VT (5)
= ((PA=Q) VA A((PA-G)V=P)) VT (6)
= (((Pva)A(=qVva)) A((PV—=P)A(—QV=p))) VT (7)]
= (((pva)A(=aVva)) V) A(((PV=P)A(=QV —=p)) V) (7))
= ((PVa)VE)A((—qva) V) A((PV—-p)VI)A((=qV—-p)VrT)) [(7)
=

=
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Formas normales: Forma normal disyuntiva

® Forma normal disyuntiva:
> Def.: Una formula esta en forma normal disyuntiva (FND) si es una
disyuncion de conjunciones de literales; es decir, es de la forma
(LyaA...ALin) V...V (Lm1iA... Almny)-

> Ejemplos: (—=pAQ)V(—qA p) esta en FND.
(=pAQ)V(q— p) no esta en FND.

» Def.: Una formula G es una forma normal disyuntiva (FND) de la férmula F si
G esta en forma normal disyuntiva y es equivalente a F.
> Ejemplo: Una FND de =(pA (g —r)) es =pV (QA ).



Formas normales: Galculo de forma normal disyuntiva

® Algoritmo de calculo de forma normal disyuntiva:
» Algoritmo: Aplicando a una formula F los siguientes pasos se obtiene una
forma normal disyuntiva de F, FND(F):
1. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia

A—-B=A—-BAB—A) (1)
2. Eliminar los condicionales usando la equivalencia

A—B=-AVB (2)
3. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias

—|(A/\ B) = -AV-B (3)

—-(AVB)=-AA-B (4)

——A=A (5)
4. Interiorizar las conjunciones usando las equivalencias

AA(BVC) = (AAB)V (AAC) (6)

(AVB)AC= (AAC)V(BAC) (7)



Formas normales: Galculo de forma normal disyuntiva

® Ejemplo de célculo de una FND de =(pA(qQ—T)):
~(PA(Q—T))

= ~(pA(=qVr))  Ipor (2)

—~pV=(=qVvr)  [por (3)]

—pV (=—qA-r)  [por (4)]

—pV (qA-T) por (5)]

* Ejemplo de célculo de una FND de —=(—pV —q— —=(pAQ)):

—(=pV—=q— ~(pAQ))
= —(=(=pV—Qq)V-(pAQ)) por (2)
= —I—I(—Ip\/—ICI)/\_I_I(p/\CI) por (4)]
= (-pV-Q) A(PAQ) por (5)]
= (=pA(pAQ))V(=gA(pAQ)) [por (7)

(mPAPAQ)V(—QAPAQ)



Decisbn de validez mediante FNC

® Literales complementarios:

= siL=0p;
» El complementario de un literal L es L® = { P _ P
P siL=-p.
®* Propiedades de reduccion de tautologias:
» F A...NF,es unatautologia syss Fq, ..., F, lo son.
» LiV...VLyesunatautologia syss {L1,...,Ln} contiene algin par de

literales complementarios (i.e. existen I, | tales que Lj = L‘J?).

® Algoritmo de decision de tautologias mediante FNC
» Entrada: Una formula F.
» Procedimiento:
1. Calcular una FNC de F.

2. Decidir si cada una de las conjunciones de la FNC tiene algun par de
literales complementarios.
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Decisbn de validez mediante FNC

Ejemplos de decision de tautologias mediante FNC
» =(pA(q—r)) no es tautologia:
FNC(=(pA(d—T))) = (=pVA)A(=pV )
Contramodelos de —(pA (qQ—T)):
vi tal que vi(p) =1y vi(q) =0
Vo tal que Vo(p) =1y wp(r) =1
> (p—q)V(g— p) es tautologia:
FNC((p—a)V(d— p)) =-pVvVqVv-qVvp
> (p+< Q) — r no es tautologia:
Contramodelos de (p« () — T
v tal que vi(p) = 0,v1(q) =0y va(r)
V2 tal que V2(p) = 1,v2(q) =1y va(r)

0
0
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Decisbn de satisfacibilidad mediante FND

® Propiedades de reduccion de satisfacibilidad:
» K V...V HF, es satisfacible syss alguna de las féormulas F4, ..., F, lo es.
> LiA...ALp es satisfacible syss {L1,...,Ln} no contiene ningln par de
literales complementarios.

® Algoritmo de decision de satisfacibilidad mediante FND:
» Entrada: Una féormula F.
> Procedimiento:
1. Calcular una FND de F.
2. Decidir si alguna de las disyunciones de la FND no tiene un par de
literales complementarios.

13



Decisbn de satisfacibilidad mediante FND

Ejemplos de decision de satisfacibilidad mediante FND:
» =(pA(g—r)) es satisfacible:
FND(=(pA(q—T))) =—=pV(qA-T)
Modelos de =(pA(q—T)):
vy tal que vi(p) =0
Vo tal que Vo(gq) =1y vo(r) =0
» =(=pVv—-q— —(pPAQ)) es insatisfacible:
FND(=(=pV—q— —=(pAQ))) = (=PAPAT)V (-qAPAQ)
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