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Sustituciones

* Def.: Una sustitucion a (de L) es una aplicacion o : Var — Térm(L).

® Notacién: [X1/t1,X2/t2, ..., Xy /th] representa la sustituciéon o definida por
i, siXesX;

O_(X) _ I | |
X, SiXé&{X1,...,%}

* Ejemplo: [x/S(0),y/X+Y] la sustituciéon o de Var en los términos de la
aritmetica definida por

o(x) =s(0),0(y) =x+Yyy 0(2) = zparaz€ Var\ {X,y}
® Notacion: 0,01, 02, ... representaran sustituciones.



Aplicacion de sustituciones a&rminos

° Def.: t[X1/t1,...,X%n/tn] es el término obtenido sustituyendo en t las apariciones
de X; por ;.

* Def.: La extensiéon de 0 a términos es la aplicacion o : Térm(L) — Térm(L)

definida por
( .
C, si t es una constante C;

to=<¢ a(x), sit es una variable X;
- f(t10,...,th0), sites f(t1,...,t)

* Ejemplo: Si g = [x/f(y,a),y/Z, entonces
> ao = a, donde a es una constante.
WO = W, donde W es una variable distinta de X e Y.
h(a,x,w)o = h(ag,xo,wo) = h(a, f(y,a),w)
f(x,y)o = f(xo,yo)=f(f(y,a),2)
h(a, f(x,y),w)o =h(ag, f(x,y)o,wo) = h(a, f(f(y,a),z),w)

v v vy



Aplicacion de sustituciones adrmulas

Def.: F[x1/t1,...,X%:/tn] es la férmula obtenida sustituyendo en F las
apariciones libres de X; por ;.

Def.: La extension de 0 a férmulas es la aplicacién o : Form(L) — Férm(L)
definida por

( P(t10,...,th0), siF eslaférmula atémica P(ty,...,tn);
t10 =120, si F esla féormulat; = to;
Fo=<¢ —(Go), si F es =G;
Go xHo, siF es GxH;
| (QX)(Gox), siF es (Qx) Gy Qe {V,d}

donde Oy es la sustitucion definida por

Oly) = X, siyesX;
X\ = o(y), siyesdistinta de X



Ejemplos de aplicacon de sustituciones adrmulas

* Ejemplos: Si g = [x/f(y),y/b|, entonces
> (M)(Q(X) = R(x,y)))o = (vX)((Q(X) — R(x,Y))0x)



Sustituciones libres

® Def.: Una sustitucion se denomina libre para una formula cuando todas las
apariciones de variables introducidas por la sustitucion en esa formula resultan

libres.
®* Ejemplos:
> |y/X] no es libre para (3IX)(X < Y)
() (X< Y)Y/X] = (IX) (X< X)
> [y/g(y)] es libre para (VX)(P(x) — Q(x, f(y

]
(P(x) = Q(x, £(y)))ly/9(y)] =
> [y/g(x)]( no es libre para (VX)(P(x) —

(v
( (X
(V) (P(x) = Q(x, T(y)))ly/9(x)] = (VX
p

® Convenio: Al escribir Fo supondremos que 0

)
P(x) — Q(x, f(a(y))))
(¥)))

P(x) — Q(x, f(9(x))))
S|

ibre para F.

)
X)(
f
)(



Regla de eliminacon del cuantificador universal

®* Regla de eliminacion del cuantificador universal:
VX)F
(F e
Fx/t]
donde [x/t] es libre para F.
® Nota: Analogia con Ae1 y Aeo.

* Ejemplo: P(c), (vx)(P(x) — —Q(x)) = =Q(c)

1 P(c) premisa
2 (V)(P(x) = —Q(x)) premisa
3 P(c)—Q(c Ve 2

4 Q(c) —e 3,1

* Nota: (VX)(3y)(x<y) 7 (Ty)(y <y).



Regla de introduccon del cuantificador universal

X0

F /%

(VX)F
donde Xg es una variable nueva, gue no aparece fuera de la caja.
® Nota: Analogia con A..

Ejemplo: (VX)(P(x) — Q(x)), (VX)P(x) = (¥X)Q(X)
(VX)(P(x) — =Q(X)) premisa

1

2 (WX)P(x) premisa
3 actual Xg supuesto
4 P(o)— Qo)  Vels3

5 P(Xo) Ve 2,3

6 Q(Xo) —e 4,5
7 (VX)Q(X) Vi3—6



Regla de introduccon del cuantificador existencial

®* Regla de introduccion del cuantificador existencial:
F{x/t
X/
(IX)F
donde [x/t] es libre para F.
® Nota: Analogia con Vi1 y Vio.

* Ejemplo 3: (VX)P(X) F (IX)P(x)
1 (YX)P(X) premisa
2 P(xo) Vel
3 (IXP(x) Fi2




Regla de eliminacon del cuantificador existencial

Xo F[X/Xo]

G

(IX)F

Je
G

donde Xg es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.
® Nota: Analogia con Ve.

Ejemplo: (VX)(P(x) — Q(x)), (IX)P(x) = (IX)Q(X)

1 (W) (P(X) — Q(X)) premisa
2 (IX)P(x) premisa
3 actual Xg, P(Xo) supuesto
4 P(%o) — Q(xo) Ve l,3

5 Q(Xo) —e 4,3
6 (IX)Q(X) 3i 5

.

(IX)Q(X) 34 2,3—-6



Equivalencias

®* Sean F y G férmulas.

[1(@)] =(VX)F = (3x)-F
[1(0)] =(FX)F = (VX)-F

®* Sean F y G férmulas y X una varible no libre en G.

2(a)] (

2(b)] (

2(c)] (AX)FAG =
2(d)] (IX)F VG =
®* Sean F y G férmulas.

VX)F NG =

[3(a)] (VX)F A (¥X)
[3(b)] (IX)F Vv (3IX)
®* Sean F y G férmulas.
= (Vy
= (3Jy)(IX)F

[4(2)] (vX)(Vy)F
[4(0)] (3X)(3y)F

VX)(F A G)
VX)(F Vv G)
X)(F AG)

(FVG)

(
= (
(
(IX)(FVG

3
]
G = (VX)(F AG)
G = (IX)(FVG)

) (VX)F

11



Equivalencia 1(a)—

—(VX)P(X) - (3Ix)—=P(X)

1 —(VX)P(X)  premisa

2  —(3Ix)—P(X) supuesto
3 actual Xg supuesto
4 =P(Xp) supuesto

5 (IX)-P(x) Ji4,3

6 L —e 2,5

7 P(xo) RAA4—-6
8 (VX)P(X) Vi3—7

9 L —-e 1,8

10 (Ix)-P(x) RAA2-9
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Equivalencia 1(a)«

(IX)=P(X) F =(VX)P(X)

1 (3Ix)-P(x) premisa

2 (VX)P(X) supuesto

3 actual Xg,7P(Xp) supuesto
4 (VX)P(x) ——e 2

5 P(xo) Ve 4

6 L —e 3,5

7 L Je1,3—-6
3

—(VX)P(X) RAA2-7



Equivalencia 1(a)«

—(VX)P(X) = (Ix)—-P(X)

1 —(VX)P(x) supuesto

2 (IX)=P(x) Lema 1(a) —
3 —(WP(X)— (IX)-P(x) —il-2

4 (Ix)-P(X) supuesto

5 =(YX)P(X) Lema 1(a) «
6 (IX)-P(X) — ~(VX)P(X) —id4—5

7 —(VX)P(X) > (IX)-P(X) i 3,6



Equivalencia 3(a)—

(V) (P AQ(X)) F (WX)P(X) A (VX)Q(X)

1 (WX)(P(X) AQ(X)) premisa
2 actual Xg supuesto
3 P(X) AQ(Xo) Vel 2

4 P(Xo) Ne 3

5 (VX)P(X) Vi2z—4
6 actual Xq supuesto
7 P(x1) AQ(X1) Vel 6

8 Q(x1) Ne 7

9 (VX)Q(X) Vie—8

10 (VX)P(X) A (VX)Q(X) Ai 5,9



Equivalencia 3(a)«—

(VX)P(X) A (VX)Q(X) = (VX) (P(X) A Q(X))

1 (WX)P(X) A (VX)Q(X) premisa
2 actual Xg supuesto
3 (WXP(X) Ne 1

4 P(xo) Ve 3,2

5 (VX)Q(X) Ne 1

6  Q(xo) Ne S

7 P(x0) A Q(Xo) Ni 4,6

8 (W(PX)AQ(X))  Vi2—7



Equivalencia 3(a)«

(VX)(P(X) AQ(X)) = (VX)P(x) A (VX)Q(X)

1 (WX)(P(X) AQ(X)) supuesto

2 (VX)P(X) A (VX)Q(X) Lema 3(a) —
3 (M)(PX)AQ(X)) — (YX)P(X) A (VX)Q(X) —il-2

4 (VX)P(X) A (VX)Q(X) supuesto

5 (YX)(P(X) AQ(X)) Lema 3(a) «
6 (VX)P(X) A (VX)Q(X) — (VX)(P(X) AQ(X)) —i4—5

7 (V) (PX)AQ(X)) = (YX)P(X) A (VX)Q(X) i 3,6
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Equivalencia 3(b) —

(FX)P(X) v (3X)Q(X) = (3X) (P(x) v Q(x))

1 (IX)P(X)V(IX)Q(X) premisa

2 (IX)P(x) supuesto

3 actual Xg, P(Xo) supuesto

4 P(xo) VQ(x0) Vi 3

5 (IX)(P(x)VQ(x)) 11 4,3

6 (IX)(P(X)VQ(X)) Je 2,3-5
7 (IX)Q(X) supuesto

8 actual x1,Q(x1) supuesto

9 P(x1)VQ(x1) Vi 8

10 (IX)(P(x) vQ(X)) 1i 9,8

11 (IX)(P(x) vQ(X)) Je 7,8—-10
12 (IX)(P(X) vVQ(X)) vle ,2—6,7—11
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Equivalencia 3(b)

(3X)(PX) Vv Q(X)) - (3x)P(x) v (3x)Q(X)
1 (IX)(P(X)VQ(X)) premisa
2 actual X, P(Xg) VQ(Xo) supuesto
3 P(xo) supuesto
4 (IX)P(X) di 3,2
5 (IX)P(X) V (IX)Q(X) Vi 4
6 Q(Xo) supuesto
7 (IX)Q(X) 1i 6,2
8 (IX)P(X)V (IX)Q(X) Vi 7
9 (IX)P(X)V (IX)Q(X) Ve2,3—-56—8
10 (IX)P(X) V (IX)Q(X) de 1,2—-9
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Equivalencia 3(b) «

(3X)P(X) V (IX)Q(X) = (IX)(P(X) VQ(X))

1 (IX)P(X) Vv (IX)Q(X) supuesto

2 (IX)(P(X)VQ(X)) Lema 3(b) —
3 (P V (IH)QX) — (IX)(P(X) VQ(X) —il-2

4 (IX)(P(x) vQ(X)) supuesto

5 (IX)P(X) Vv (IX)Q(X) Lema 3(b) «
6 (I (PCIVQX)) — (X)PX)V (I)Q(X) —i4-5

7 ()

AX)P(X) V (IX)Q(X) < (IX)(P(X) VQ(X)) i 3,6



Equivalencia 4(b) —

(3X) (Y)P(x,y) F (3y) (3X)P(X,y)

(

1 (3IX)(FY)P(xy) premisa
2 actual Xo, (3y)P(Xo,Y) supuesto
3 actual yo, P(Xo,Yo0) supuesto
4 (IX)P(X,¥0) 1i3.2,2.1
5 (3y)(IX)P(X,y) di 4,3.1
6

I

(3y)
(3y) (IX)P(X,y) Je 2.2,3—5
(3y) (IX)P(X,y) Je1,2—6



Equivalencia 4(b) «

= (Jy)(IX)P(X,y)

(3X)(FY)P(x,y)

Lema 4(b) —

supuesto
—11—-2

N N

(3x)(Fy)P(x,y
By) 3Py

— N

(3X) (Y)P(x,y) — (Ty) (IX)P(X,y)

3

VN
m.(o\
%4

Q]
a E
-
N =
X X
N—" N
A QA
/N N
< >
M m
SN—"
/N N
> X
m M
N——"
<+ Lo
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Regla de eliminacon de la igualdad

®* Regla de eliminacion de la igualdad:
ti =ty F[x/tq]
F[x/t2]
donde [X/t1] y [X/t2] son libres para F.
®* Ejemplo:

1 (x+1)=(1+x) premisa

2 (X+1>1)— (Xx+1>0) premisa

3 (1+4x>1)— (1+x>0) =el2
®* Ejemplo: t1 =to,to =13t =13

1 ty=1t premisa

2 ty=1t3 premisa

3 t1h=t3 =e21
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Regla de introduccibn de la igualdad

® Regla de introduccion de la igualdad:

t—t
®* Ejemplo:ti =toHto =13

1 tp=ty premisa
2 t1=t1 =i
3 =11 =el?2



Tableros senanticos: Formulas gamma y delta

® Las formulas gamma, junto con sus componentes, son

(VX)F | F[x/t]  (cont un término basico)
—(IX)F | =F[x/t] (cont un término basico)

® Las formulas delta, junto con sus componentes, son

(3X)F | F[x/a]  (con auna nueva constante)
—(VX)F | =F[x/a] (con auna nueva constante)




Ejemplo de consecuencia mediante tablero seanticos

{(¥X)[P(X) = Q(X)], (IX)P(X) } F1ap (3X)Q(X)

o b~ WD
J

6 -P(a) (5) 7 Q(a) (5)
Cerrada 8 —-Q(a) (3)
(6y4) Cerrada

(7y38)
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Ejemplo de consecuencia mediante tableros seémticos

{(VX)[P(x) — ( )] ( )[Q X) — R(X)]} Frab (VX)[P(X) — R(X)]
1
2
3
4
5 P
6
I
8

9 -P(a) (7) 10 Q(a) (7)

Cerrada (5-9) /\

11-Q(a) (8)  12R(a) (8)
Cerrada (10-11) Cerrada (6-12)



Ejemplo de no consecuencia mediante tablero

(VX)[P(x) vV Q)] [~ (vX)P(x) v (VX)Q(X)
(V) [P(X) v Q(x)]
~((WIP(X) V (VX)Q(x))
~(VX)P(x) (2)
=(vX)Q(x) (2)

—P(a) (3)
b) (4)
Q(a) (1)
Q(b) (1)

TN

9P(a) (7) 10Q(a) (7)

Cerrada (5—9%\
11P(b) (8)  12Q(b) (8)
Abierta Cerrada (6—-12)
Contramodelo: U = {a, b}, (P) = {b},1(Q) = {a}.

VX
VX

0O NO O A WDN B

—Q(
P(a)
b)

VQ
P(b) Vv
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