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Equivalencias

® Equivalencia logica

» Prop. F=Gsyss =F < G.
® Propiedades basicas de la equivalencia ldgica:

> Reflexiva: F =F

> Simétrica: Si F = G, entonces G=F

> Transitiva: SiF =Gy G=H, entonces F =H
® Principio de sustitucion de férmulas equivalentes:

> Prop.: Si en la formula F1 se sustituye una de sus subférmulas G1 por una
formula G, légicamente equivalente a G4, entonces la férmula obtenida, F,

es légicamente equivalente a F.
> Ejemplo: F1 = (YX)P(x) — (3X)Q(X)
G1 = (Y)P(x)
Gz = (Vy)P(y)

Formula en forma rectificada

® Def.: F esta en forma rectificada si ninguna variable aparece libre y ligada y
cada cuantificador se refiere a una variable diferente.

* Ejemplos: (VX)P(x) — (Vy)Q(zy) esta en forma rectificada
(VX)P(X) — (Vy)Q(X,y) no esta en forma rectificada
(VX)P(x) — (¥X)Q(z,X) no esta en forma rectificada

® Prop.: Para toda férmula F existe una férmula equivalente G en forma
rectificada.

® Lema del renombramiento: Siy no aparece libre en F, entonces
(VX)F = (VY)F[x/y]
(IXF = Fy)Fx/yl.
® Ejemplos de rectificacion:
(V)P(X) — (VX)Q(zX) = (VX)P(x) — (Yu)Q(z u)
(V)P(X) = (WY)Q(xy) = (V2)P(2) — (W)Q(x.Y)

Formula en forma normal prenexa

® Def.: La formula F esta en forma normal prenexa (FNP) si es de la forma
(Q1X1) ... (QnXn)G, donde Q; € {V,3}, n> 0y G no tiene cuantificadores.
(Q1X1) ... (QnXn) se llama el prefijo de F y G se llama la matriz de F.

® Ejemplos:

Férmula JFNP?
=(IX)[P(X) — (VX)P(X)] no
(VX) (FY)[P() A =P(y)] si
(V)P(x) v (3y)Q(Y) no
(v¥)(3y)[P(x) vV Q(y)] si
EV () [P(X) vV Q(y)] si
~((V)[P(X) = Q)] A (VX)[Q(X) — R(X)] — (VX)[P(X) — R(X)]) | no
(F2) (V) (W) [((=P(X) VQ(X)) A (=Q(Y) VR(Y))) AP(2)] si
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Algoritmo de calculo de forma normal prenexa

Aplicando a una férmula los siguientes pasos se obtiene otra formula equivalente

y que esta en forma normal prenexa rectificada:

1. Rectificar la férmula usando las equivalencias
(V)F = (Vy)F[x/y]
(IF = (3y)F[x/y]
donde Yy es una variable que no ocurre libre en F.
2. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia
F—~G=(F—-G)A(G—F)

3. Eliminar los condicionales usando la equivalencia
F—-G=-FVG

Algoritmo de calculo de forma normal prenexa

4. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias
-(FAG)=-FVv-G
-(FVG)=-FA-G
-—F=F
=(VX)F = (3x)-F
—(IX)F = (Vx)-F

5. Exteriorizar los cuantificadores usando las equivalencias

(WXFAG= (YX)(FAG) con X no libre en G.
(VWF VG = (YX)(FVG) con X no libre en G.
(IXFAG= () (FAG) con X no libre en G.
(IX)FVG=(I)(FVG) con X no libre en G.
GA(VX)F = (VX)(GAF) con X no libre en G.
G\/ (VX)F = (VX)(GVF) con X no libre en G.

A (IX)F = (3X)(GAF) con X no libre en G.

V (IX)F = (3X)(GVF) con X no libre en G.
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Ejemplos de @lculo de forma normal prenexa

* Ejemplo 1: =(3IX)[P(X) — (VX)P(x)]
= (I[P — (V)Py)]  [por (1)]
= ~(I[=PX) V(Vy)P(y)]  [por (4)]
= (Y)[=(=P) Vv (VY)P(y))]  [por (9)]
= (Y)[PO)A(VY)P(Y)]  [por (6)]
= (Y[P(X) A (Jy)-P(y)] [por (7'y 8)]
= (V) (3y)[P(x) A=P(y)] [por (17)]
* Ejemplo 2: (VX)P(x) V (3y)Q(y)
= (V)[PX) Vv (Iy)Q(Y)] [por (12)]
= (Y (E@y)[P(X)VQ(y)] [por (18)]
* Ejemplo 3: (VX)P(x) V (3y)Q(y)
= @AY)[(YPX)VQ(y)] [por (18)]
= (G(Y[P(X) VQ(y)] [por (12)]

Ejemplos de @lculo de forma normal prenexa

® Ejemplo de célculo de una forma normal prenexa de

(PP — QU A (VX)[Q(X) — R(X)] — (VX)[P(x) — R(x)])
(V) [P(X) = Q)] A (vy)[Q(Y) — R(Y)] — ( 2)[P(2) — R(2)])
~(=((W[=P() vV Q)] A (vy)[-Q(Y) VR(Y)]) V (V2)[-P(2) VR(2)

=2((V)[2P(X) vV QI A (W) [-Q(Y) VR(Y)]) A=(v2)[-P(2) V R(2)]

((VX)[ PO) vV QM A (vy)[=Q(Y) VRY)]) A (32)[~(=P(2) VR(2))

(V) [=P(X) vV QO] A (WY)[=Q(Y) VR(Y)) A (F2)[--P(2) A =R(2)]

(V) [=P(x) v Q)] A (W) [=Q(Y) VR(Y)]) A (F2)[P(2) A =R(2)]

() [PV QI (W)[=Q(Y) VR A (P(2) A=R(2))]

F[(I[(=P) vV QX)) A (W) [-Q(Y) VR A (P(2) A=R(2))]

(B32(WI((=PX) vV QX)) A (7Y)[-Q(y) VR(Y))) A (P(2) A-R(2))

B (W) [(=P() vV QX)) A (=Q(y) VR(Y)I A (P(2) A-R(2))

B2 () (WY)((=PX) v QX)) A (=Q(Y) VR(Y))) A (P(2) A ~R(2))]

[por (1)]
[por (4)]
[por (6)]
[por (7, 8)]
[por (6)]
[por (7)]
[por (17)]
[por (11)]
[por (11)]
[por (15)]
[por (11)]
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Formula en forma normal prenexa conjuntiva

® Def.: La formula F esta en forma normal prenexa conjuntiva (FNPC) si es de la
forma (Q1X1) ... (QnXn)G, donde Q; € {V,3}, n> 0, G no tiene cuantificadores
y G esta en forma normal conjuntiva.
® Algoritmo de célculo de forma normal prenexa conjuntiva:
> Algoritmo: Aplicando a una férmula los siguientes pasos se obtiene otra
férmula equivalente y que esta en forma normal prenexa conjuntiva

rectificada:
1. Calcular una forma normal prenexa rectificada usando las equivalencias
(1)-(18)
2. |Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias
AV (BAC)=(AVB)A(AVC) (19)
(AAB)vVC=(AVC)A(BVC) (20)

» Ejemplo de célculo de una FNPC de (VX)(3Jy)[P(X) V (Q(y) A =R(y))]:

(V) (FY)[PX) v (Q(Y) A —R(y))]
= (WEVIPK) VQ(Y) A (P(X)V=R(Y))]  [por (19)]

Formula en forma de Skolem

¢ Forma de Skolem:
> Def.: La formula F esta en forma de Skolem (FS) si es de la forma
(VX1) ... (¥%n)G, donde n > 0y G no tiene cuantificadores.

» Ejemplos: (VX)(3y)P(X,y) no esta en forma de Skolem
(VX)P(x, f(X))  siestaen forma de Skolem
(IX)Q(X) no esta en forma de Skolem
Q(a) si estd en forma de Skolem
® Equisatisfacibilidad:
> Def.: Las férmulas F y G son equisatisfacible si:

F es satisfacible syss G es satisfacible.
Se representa por F =55t G

> Ejemplos:  (3X)Q(x) =sa Q(a)
(3¥)Q(x) # Qa)
(M) EY)PXY) =sar (VOP(X, (X))
(M) EY)PxyY) #  (VIP(x f(x))
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Algoritmo de calculo de forma de Skolem

® Propiedades:
> Siaes una constante que no ocurre en F, entonces (IX)F =sa F[x/a].
> Siges un simbolo de funcién n-aria que no ocurre en F, entonces
(VX1) ... ("%n) (IX)F =sat (VX1) ... (V%) F[X/Q(X1, - .., Xn)].
¢ Algoritmo de célculo de forma de Skolem:
» Sea F una férmula en forma normal prenexa rectificada, la forma de Skolem
de F es
Sko(F) =
( Sko(G[x/al), siFes (IXGy
a es una nueva constante;
Sko((VX1) ... (¥%n)G[X/f(X1,...,X%1)]), siF es (¥x1)...("%)(3X)Gy
f es un nuevo simbolo de funcién;
F, si F esta en forma de Skolem

> Propiedad: Si F es una féormula en forma normal prenexa rectificada,
entonces Sko(F) esta en forma de Skolem y Sko(F) =sa F.
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Ejemplos de @lculo de forma de Skolem

® Ejemplo 1:
Sko((Fx) (YY) (Vz)(3u) (V) (3w)P(X,Y, Z,u,V,w))

= Sko((vy)(vz)(3u) (W) (3w)P(a,y, z,u,v,w))
= Sko((Vy)(V2)(W)(5w)P(ay,z, f(y,2),v,w))
= Sko((Wy)(V2)(W)P(a,y,Z f(y,2), v 9(y,ZV)))
= (W) (V) (W)P(a,y,2 f(y,2),%,9(y,2V))
® Ejemplo 2:
Sko((VX) (y)(V2) (3w)[-P(a,w) v Q(f(x),y)])
= Sko((Vx)(v2)(Iw)[=P(a,w) vV Q(f (x), h(x))])
= Sko((vx)(vz)[-=P(a,g(x,2)) v Q(f (x),h(x))])
= (W) (vV2)[-P(a,9(x,2)) v Q(f (x), h(x))]
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Ejemplos de @lculo de forma de Skolem Semantica de la Ibgica clausal

® Ejemplo de calculo de una forma de Skolem de

® Foérmulas correspondientes:

=(3X)[P(x) — (VX)P(X)] > Def.: La formula correspondiente a la clausula {Lj,...,L,} es
= (W)EF)[PX)A=P(y)]  [por paginal7] (V%) ... (¥Xp)[L1V ... VL,
=sat  (VX)[P(X) A =P(f(x))] donde X,...,Xp son las variables libres de L1 V...V Lp.
¢ Ejemplo de célculo de una forma de Skolem de » Def.: La féormula correspondiente a la clausula [(Jes L.
(VX)P(x) Vv (3y)Q(y) » Def.: La formula correspondiente al conjunto de clausulas
= (W(3y)[P(x) vQ(y)] [por pagina7] {{Li.-s LI:‘Il-l}v LT L b es
=eat (VX [PX)VQ(f(X))] (Wx1) ... (VXp)[(LI V... VLA ) A A (L V.oV,
® Ejemplo de calculo de otra forma de Skolem de donde Xy, ...,Xp son las variables libres de
(VX)P(X) V (3y)Q(y) (LIV...VLE) A ALDV.ovLR ).
= (@)WI)PX)VQ(y)] [por paginal7] > Def.: La férmula correspondiente al conjunto de clausulas O es T.
=Ssa (VX)[P(x) vV Q(a)] ® Semantica:
* Ejemplo de célculo de una forma de Skolem de > Def.: En cualquier interpretacion .# = (U,1),[(T)=1el(L)=0.
=((VX)[P(X) — Q(X)] A (VX)[Q(X) — R(X)] — (VX)[P(X) — R(X)]) > Def.: Los conceptos semanticos relativos a las clausulas y a los conjuntos de
= (32) (V%) (WY) [((=P(x) V Q(X)) A (=Q(y) VR(Y))) A (P(2) A—R(2))]  [por p. clausulas son los de sus correspondientes formulas.
=sat (VX)(W)[((=P(X) v QX)) A (-Q(y) VR(Y))) A (P(a) A=R(a))] i s
Sintaxis de la bgica clausal Forma clausal de una brmula
® Un &tomo es una férnula atémica. ® Def.: Una forma clausal de una férmula F es un conjunto de clausulas Stal que
Variables sobre atomos: A,B,C, ..., A, Ap,.... F =ca S
® Un literal es un atomo (A) o la negacion de un atomo (—A). ® Algoritmo: Aplicando a la férmula F los siguientes pasos se obtiene Sque es
Variables sobre literales: L,L1,Lo,.... una forma clausal de F:
* Una clausula es un conjunto finito de literales. 1. SeaF;=(3y1)...(3yn)F, donde yy,...,Yn son las variables libres de F.
Variables sobre clausulas: C,Cq,Co, .. .. 2. Sea R una forma normal prenexa conjuntiva rectificada de F; calculada

* La clausula vacia es el conjunto vacio de literales. mediante el algoritmo de_ la pagina 9.
La clausula vacia se representa por . 3. Sea Rz = Sko(F), qlue tiene |? forma

* Conjuntos finitos de clausulas. (VX1) ... (VXp)[(L7 V... VLR )AL A (LT V.. VLR,
Variables sobre conjuntos finitos de clausulas: S,S;, S, . . .. 4. SeaS={{L},..., L%l}, N LN S 2

® Prop.: F=ggtFh=Fh =B =S
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Ejemplos de @lculo de forma clausal de una érmula

¢ Ejemplo de calculo de una forma clausal de
~(30)[P(X) — (VX)P(x)]

=sat  (VX)[P(X) A=P(f(x))]

= {{PO9},{-P(f(x))}}

® Ejemplo de calculo de una forma clausal de
(VX)P(x) v (3y)Q(Y)
=sat  (VX)[P(X) v Q(f(x))]

= {{P().Q(f(x))}}

® Ejemplo de célculo de otra forma clausal de
(V)P(X) v (3y)Q(Y)
=sat (VX)[P(X) vV Q(a)]
= {{P(9,Q(a)}}

® Ejemplo de célculo de una forma clausal de
(V) [P(X) = Q(X)] A (vX)[Q(X) — R(X)] — (VX)[P(x) — R(
=sat (V) (WY)[((=P(x) VQ(x)) A (=Q(y) VR(y))) A (P(a) A —R(a))
= {{=P(x),Q()},{-Q(y).R(y)}. {P(a)},{—-R(a)}}

[pag. 113]

=
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X))
]

Ejemplos de @lculo de forma clausal de unadrmula

(V) [P(X) = Q)] A ()P (x) — (3X)Q(x))

= ((WPKX) — QXA GEY)PY) — (329Q(2) ()]
= ~(=((W[PX) — QI (FY)PY) V (F2Q(2)  [(4)]
= ~(((MIEPX) VQXIA (FY)PY) v (32)Q(2)  [(4)]
= (WP VXA FY)PY) A=(32)Q(2) - [(6)]
= (WI[=PX) VQXIA (FY)P(Y) A=(F2)Q(2) [(7)]
= (WI[=PX) VQXIA (FY)P(Y) A (v2)-Q(2) [(9)]
= (@AIV)[-PX) vV QX AP(Y)] A (V2)=Q(2) [(17)]
= (@WIW[=PE)VQXIAPY)) A (V)=Q(2)]  [(13)]
= (@IWM(=PX) VX)) APY)IA(V2)-Q(2)  [(11)]
= @NEIIEPX) VX)) APY)A(VZ)-Q(2)]  [(11)]
= (MW)(V[(=P(X) V(X)) AP(Y) A —Q(2)] [(15)]
=sat  (VX)(V2)[(=P(X) VQ(X) AP(a)) A =Q(2)] [(15)]
= {=PX),QX)}, {P(@)},{-Q(2)}}

[pag. 13]
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Forma clausal de un conjunto de érmulas

® Equisatisfacibilidad de conjuntos de férmulas:
» Def.: Los conjuntos de formulas $ y S son equisatisfacible si:
S es satisfacible syss $ es satisfacible.
Se representa por S| =gt S

® Forma clausal de un conjunto de férmulas:

> Def.: Una forma clausal de un conjunto de formulas Ses un conjunto de

clausulas equisatisfacible con S

> Prop.: Si §,...,S, son formas clausales de F,...,F,, entonces S U...US,

es una forma clausal de {Fy,...,F}.
> Ejemplo: Una forma clausal de

{(")[P(x) = Q(X)], (3X)P(x), ~(3x)Q(x) }
S
{=P(),Q()}, {P(a)}, {-Q(2)}}.

e

Consecuencia e inconsistencia dealsulas
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® Prop: Sean S, ..., S, formas clausales de las formulas F1,...,F, y Suna forma

clausal de —=G. Son equivalentes:
1. {F,....R} =G

2. {F,..., Fn, ~G} es inconsistente.
3. S U...U$USes inconsistente.
® Ejemplos:

> Ejemplo 1:
{(mI[P() — QX1 (P(X)} = (3X)Q(x)
syss {{=P(x),Q(x)},{P(a)},{—Q(2)}} es inconsistente.
> Ejemplo 2:
{(")[P() — Q] (X)[Q(X) = R(X)]} |= (V) [P(x) — R(X)]

syss {{-P(x),Q(X)},{—Q(y),R(Y)},{P(a)},{—R(a)} } es inconsistente.
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