L ogica informatica (2006—07)
Tema 10: Resolucidon en logica de primer orden

Jos A. Alonso Jinenez
Maria J. Hidalgo Doblado

Grupo de logica Computacional
Dpto. Ciencias de la Computaar e Inteligencia Artificial
Universidad de Sevilla


http://www.cs.us.es/~jalonso
http://www.cs.us.es/~mjoseh
http://www.cs.us.es/glc
http://www.cs.us.es/
http://www.us.es/

Ejemplos de consecuencia mediante resolusi

Ejemplo 1: {Vx [P(X) — Q(X)],Ix P(X)} = Ix Q(X)
syss {{—P(x),Q(x)},{P(a)},{—Q(z)}} es inconsistente.

1 {-P(x),Q(x)} Hipotesis
2 {P(a)} Hipotesis
3 {-Q(2)} Hipotesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2 con 0 = [X/a]
5 0O Resolvente de 3y 4 con 0 = [z/@]
Ejemplo 2: {¥X [P(x) — Q(X)], VX [Q(X) — R(X)]} = VX [P(X) — R(X)]

|
syss {{—P(x),Q(x)},{—Q(y),R(y)},{P(a)},{—R(a)}} es inconsistente.

1 {-P(x),Q(x)} Hipotesis

2 {-Q(y),R(y)} Hipotesis

3 {P(a)} Hipotesis

4 {-R(a)} Hipotesis

5 {Q(a)} Resolvente de 1y 3 con 0 = [X/a]
6 {R(a)} Resolvente de 2y 5 con 0 = |y/a]
5 [ Resolvente de 4y 6 con 0 = €



Unificadores

® Def.: La sustitucion g es un unificador de los términos {1 yto sit10 =1>0.
® Def.: Los terminos 11 y to> son unificables si tienen algun unificador.

® Def.: t es una instancia comun de t; y to si existe una sustitucion o tal que
t=10=t0.

Hlemplos {1 to Unificador Instancia comun
f(x,09(2) | f(9(y),x) | x/9(2),y/2 | f(9(2),9(2))
f(x,9(2) | f(a(y),x) | [x/9(y),z/y] | f(9(y),a(y))
f(x,9(2) | f(aly),x) | [xX/9(a).y/a | f(9(a),9(a))
fxy) [ flyx) | [X/ay/a | f(aa)
fxy) | fvx) | ly/X f(x,x)

f(X,y) g(a,b) No tiene No tiene
f(X,X) f(a, b) No tiene No tiene
f(X) f(g(x)) | No tiene No tiene

®* Nota: Las anteriores definiciones se extienden a conjuntos de terminos y de
literalac



Composicibn de sustituciones e identidad

® Composicion de sustituciones:
» Def.. La composicion de las sustituciones 01 y 0> es la sustitucion 010>
definida por X(0102) = (X01) 02, para toda variable X.
> Ejemplo: Si 0y = [x/f(z,a),y/W]y 02 = [X/b,z/g(w)], entonces
— X0102 = (X01)02 = f(z, a)op, = T(z0,a02) = f(g(w),a)
— Y0102 = (YO1)02 = W02 =W
— 20102 = (201) 02 = 0o = Q(W)
— WO102 = (W01)02 = W02 =W
Por tanto, 010> = [x/f(g(w),a),y/w,z/g(w)].
® Def.. La substitucion identidad es la sustitucion € tal que, para todo X, X = X.
® Propiedades:
1. Asociativa: 01(0203) = (0102) 03
2. Neutro: o€ =€0 = 0.



Comparacion de sustituciones

® Def.: La sustitucion g1 es mas general que la 0» si existe una sustitucion o3 tal
que 0> = 0103, Se representa por 0> < 0.

® Def.. Las sustituciones 01 y 02 son equivalentes si 01 < 02y 02 < 01. Se
representa por g, = 0O».

* Ejemplos: Sean 01 = [X/0(2),y/7,02 = [x/9(y),z/y] y 03 = [x/9(a),y/d].

Entonces,

1. 01 =0vly/Z
2. 0o = 01(z2/Y]
3. 03=01|z/a
4, 01 =09

5. 03K 01

* Ejemplo: [X/a,y/a] < [y/X], ya que [x/a,y/a] = [y/x][x/a,y/a].



Unificador de maxima generalidad

® Def.: La sustitucion g es un unificador de maxima generalidad (UMG) de los

terminos i1 y {o si
— O es un unificador de t; y to.
— O es mas general que cualquier unificador de t1 y {5.

®* Ejemplos:

1. [x/9(2),y/Z] es un UMG de f(x,9(2)) y f(9(y),X).

2. [%/9(y),z/y] es un UMG de f(x,9(2)) y f(g(y),X).

3. [X/g(a),y/a] noesun UMG de f(x,9(2))y f(g(y),X).

® Nota: Las anterior definicion se extienden a conjuntos de términos y de literales.




Unificacion de listas de eérminos

® Notacion de lista:
> (ay,...,8n) representa una lista cuyos elementos son ay, ..., an.
» (a|R) representa una lista cuyo primer elemento es ay resto es R.
> () representa la lista vacia.
® Unificadores de listas de terminos:
> Def.: 0 es un unificadorde (S1...,S) Yy (t1...,tn) si
$10 =110,...,50 =1,0.
> Def.: (S1...,S) Y (t1...,tn) son unificables si tienen algin unificador.
> Def.: 0 es un unificador de maxima generalidad (UMG) de (Sy...,S,) Y
(t1...,tn) si 0 es un unificador de (Sy...,S) Y (t1...,th) mas general que
cualquier otro.
® Aplicacion de una sustitucion a una lista de ecuaciones:
> (s1=11,...,59=1th)0 = (10 =110,...,50 =t,0).
® Algoritmo de unificacion de listas de terminos:
» Entrada: Lista de ecuaciones L = (S =1t3,...,5 =1t) y sustituciéon .

> Salida: Un UMG de las listas (S;...,5)0y (t1...,ty)0, si son unificables;
“No unificables”, en caso contrario.



Algoritmo de unificacion

® Procedimiento unif(L,0):

1.
2.
3.

SiL = (), entonces unif(L,0) = 0.
SiL = (t =t|L'), entonces unif (L, o) = unif(L’, 0).
SiL=(f(tg,...,tm) = f(t7...,ty)|L"), entonces

unif (L )—unlf((tlztl, Ltm=tLIL)), 0).
SiL=Xx=t|L')(6L=(t= X]L’)) y X no aparece en t, entonces

0}

anif (L' [/1], 0 [x/1]).

unif ) =
t|L") (6 L = (t =x|L")) y x aparece en t, entonces
) =

(
(f
(L,
(X
(L,
SiL=(X
(
(
(
(
(

0}

unif(L,0) = No unificables”.
SiL= f(tl, tm) = 9(t7...,t,)|L’), entonces
unif (L, )— ‘No unificables”.
SiL=(f(ts,...,tm) = f(ty...,t)[L") y m+# p, entonces
L

unif (L, 0) = “No unificables”.



Algoritmo de unificacion de dos €rminos

®* Entrada: Dos términos t1 y {o.

¢ Salida: Un UMG de 11 y 1o, si son unificables;
“No unificables”, en caso contrario.

® Procedimiento: unif((ty =tz),€).
* Ejemplo 1: Unificar f(X,g9(z))y f(9(y),X):

uanif(((x.9(2)) = F(g(y).X), )

= unif((x=9(y),9(2) = X),€) por 3
= unif((9(2) = x)[x/9(y)],€[x/a(y)]) por 4
= unif((9(2) = g(y)), [x/9(y)])

= unif((z=Yy),[x/9(y)]) por 3
= unif((), [x/9(y)][z/y]) por 4
= unif((), [x/g(y),z/y])

= [x/9(y),2/Y] por 1



Ejemplos de unificacbn

® Ejemplo 2: Unificar f(x,b)y f(a,y):

* Ejemplo 3: Unificar f(x,x)y f(a,b):

unif((f(x,b) = f(a,y), &)
(x=ab=y),¢)
(b=y)[x/al,€[x/a])
(b=Yy),[x/a])

unif((), [x/ally/bl)
x/a,y/b])

unif
unif

unif

/N 7N /N /N

unif ((f(x,x) = f(a,b)), )
unif(x=a,x="h),¢)
unif ((x=b)[x/a], g[x/a])
unif((a=Db), [x/a])

“No unificable”

por 3
por 4

por 4
por 1

por 3
por 4

por 6
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Ejemplos de unificacbn

* Ejemplo 4: Unificar f(X,g(y))y f(y,X):
f

unif ((f(x,9(y)) = f(¥,%)),€)
= X), €)

/Y, €[X/Y])

X/Y])

unif(x=y,9(y)
unif ((9(y) = x)[x
unif ((9(y) =),

“No unificable”

® Ejemplo 5: Unificar j(w,a,h(w))y j(f(x,y),

unif ((j(w,a,h(w)) = j(f(x,y),X,2))€)

unif

unif

\w/ f

((w
((
((
unif ((
((
((
(

y),X/a,z/h(f(a,y)))

w/(a,y),x/a[z/h(f(ay))])

por 3
por 4

por 5

X, Z)

elw/T(xy)])

unif((w= f(x,y),a=x,h(w) = z2),¢)
unif((a=x,h(w) =z)|w/f(Xx,y)],
unif X, h(f(xy)) =2),[w/f(xy)])

a=

h(T(xy)) =2)[x/al,[w/T(xy)l[x/a)
h(f(ay))=2),w/f(ay),x/a)
);
a,

por 3
por 4

por 4

por 4
por 1

11



Ejemplos de unificacbn

* Ejemplo 6: Unificar j(w,a,h(w))y j(f(X,y),X,Y)
unif ((j(w,a,h(w)) = j(f(x,y),Xy))€)

= unif((W= f(x,y),a=xh(w) =y),¢) por 3
= unif((a=xh(w) =y)w/f(x,y)],elw/f(xy)]) por 4
— unif((a=xh(f(x,y)) =y), [w/f(x,y)])
= unif((h(f(x,y)) =y)[x/a], [w/f(xy)][x/a]) por 4
= unif((h(f(a,y))=y),|w/f(a,y),x/al)
= “No unificable” por 5

® Ejemplo 7: Unificar f(a,y) y f(a,b):
unif ((f(a,y) = f(a,b),¢))

= unif((a=ay=Db),¢) por 3
= unif((y=Db),¢) por 2
= unif ((), ly/b]) por 4

A por 1



Separacbn de variables

* Def.: La sustitucion [Xq/11,...,%n/tn] €S un renombramiento si todos los tj son
variables.

* Prop.: Si 6 es un renombramiento, entonces C = C86.

* Def.: Las clausulas C; y C, estan separadas si no tienen ninguna variable
comun.

* Def.: Una separacion de las variables de Cq y Cy es un par de renombramientos
(61, 62) tales que C16, y C20, estan separadas.

® Ejemplo: Una separacion de variables de
C1={P(x),Q(xy)} y C2 = {R(f(x,y))}

€S

(61 = [x/x1,¥/Y1], 62 = [X/%2,¥/Y2]).
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Resolvente binaria

* Def.: La clausula C es una resolvente binaria de las clausulas C; y Cs si existen
una separacion de variables (01, 6>) de C1 y Cp, un literal Ly € Cq, un literal
Lo € Coy un UMG 0 de L16; y L56- tales que
C= (C1910' AN {L1910'1}) U (C2920' AN {LQQQO'}).

® Ejemplo: Sean

L =Q(f(X)),
L,  =-0Q(x),
61 =[x/xd,
6,  =[x/xg,

L16, =Q(f(x1)),
L56, = Q(x2),
o = [x2/f(xa)]

Entonces, C = {—-P(x1),R(g(f(X1)))} es una resolvente binaria de C; y Co.
14



Factorizacion

Def.: La clausula C es un factor de la clausula D si existen dos literales L1 y Lo
en D que son unificablesy C= Do ~\ {L>0} donde 0 es un UMG de L1 y Lo.

Ejemplo: Sean

D ={P(x,y),P(y,x),Q(a)}

Ll :P(Xay)

L2 :P(y,X)

o =ly/X
Entonces,

C ={P(x,x),Q(a)} es un factor de D.

15



Ejemplos de refutacion por resolucion

* Refutacion de S= {{—-P(x, f(x,y¥))},{P(a,2),—Q(z,v)},{Q(u,a)}}

1
2
3
4
5

{7P(X f(x,y))}
{P(&,2),~Q(z,v)}
1Q(u,a)}
1-Q(f(a,y),v)}
L]

Hipotesis
Hipotesis
Hipotesis
Resolvente de 1y 2 con 0 = [X/a,z/f(a,y)]
Resolvente de 3y 4 con 0 = [u/f(a,y),v/a]

* Refutacion de S= {{P(x)},{-P(f(x))}}

1 {P(X)}

Hipotesis

2 {-P(f(x))} Hipotesis

3 U

* Refutacion de S= {{P(x,y),P(y,x)},{-P(u,v),-P(v,u)}}

1
2
3
4
5

{P(XY),P(Y;X)}
{_'P(uvv)v_'P(Vv U)}
{P(%,x)}

{_'P(uv U)}

[]

Hipotesis

Hipotesis

Factor de 1 con |y/X]

Factor de 2 con |[v/U
Resolvente de 3y 4 con [X/U]

Resolvente de 1y 2 con 8y = €,0, = [x/X],0 = [x/f(X)]

16



Resolucbn

Sea Sun conjunto de clausulas.

La sucesioén (Cq,...,C,) es una demostracion por resolucién de la clausula C a
partir de SsiC =C, y paratodo i € {1,...,n} se verifica una de las siguientes
condiciones:

- G eSS

— existen |,k < tales que Cj es una resolvente de C; y Cy

— existe | < | tal que Cj es un factor de C;

La clausula C es demostrable por resolucion a partir de Ssi existe una
demostracion por resolucion de C a partir de S

Una refutacién por resolucion de Ses una demostracion por resolucion de la
clausula vacia a partir de S

Se dice que Ses refutable por resolucion si existe una refutacion por resolucion
a partir de S

17



Demostraciones por resolu@n

* Def.: Sean S, ..., S, formas clausales de las formulas F, ..., F, y Suna forma
clausal de —=F. Una demostracién por resolucién de F a partir de {Fy, ..., F,}
es una refutacion por resolucion de S U---USUS

* Def.: Laférmula F es demostrable por resolucién a partir de {F1,...,F} si
existe una demostracién por resolucion de F a partir de {Fy,...,Fy}.
Se representa por {Fy,...,Fh} FRresF.

* Ejemplo: (tema 8 p. 21) {VX |P(X) — Q(X)]|, IX P(X) } Fres3X Q(X)
{=P(x),Q(x)} Hipétesis

1
2
3
4
5

{P(a)}
{-Q(2)}
1Q@)}
]

Hipotesis
Hipotesis
Resolvente de 1y 2 con [x/a|
Resolvente de 3y 4 con |z/a]

18



Ejemplos de demostraciones por resoluon

Ejemplo: (tema 8 p. 21)
{Vx[P(X) = Q(X)], VX [Q(X) — R(X)] FresVX [P(X) — R(X)]}
1 {-P(x),Q(x)} Hipotesis

2 {—-Q(y),R(y)} Hipétesis

3 {P(a)} Hipotesis
4 {-R(a)} Hipotesis
5 {Q(a)} Resolvente de 1y 3 con [x/a|
6 {R(a)} Resolvente de 5y 2 con |y/a|
o [ Resolvente de 6y 4

® Ejemplo: (tema 6 p. 55) Fres3X [P(X) — Vy P(Y)]
1 {P(X)} Hipotesis

2 {—P(f(x))} Hipétesis

3 O Resolvente de 1y 2 con 6, = [x/X/|,0 =

X/ f(X)]

19



Ejemplos de demostraciones por resoluon

* Ejemplo: FresVX 3y =(P(Y,X) < —P(y,y))
— Forma clausal:

sat

=X 3y ~(P(Y,X) <> =P(y,y))

=X 3y =((P(y,X) — =P(y,¥)) A (=P(y,y) — P(y,X)))
VX 3y =((=P(Y,X) V=P(Y,¥)) A (==P(y,y) VP(y,X)))
=X 3y ~((=P(y,x) V =P(y,y)) A (P(Y,Y) VP(Y;X)))
X VY == ((=P(Y,X) V =P(y,y)) A (P(Y,y) V P(Y,X)))
XYY ((=P(y,x) V=P(y,y)) A (P(Y,Y) VP(Y,X)))

X Y]
vy ((=P(y,a) vV =P(y,y)) A (P(y,y) VP(y,a)))
{{-P(y,a),=P(y,y)},{P(y,y),P(y,a) } }

— Refutacion:
1 {-P(y,a),=P(y,y)} Hipétesis
2 {P(y,y),P(y,a)} Hipotesis
3 {-P(a,a)} Factor de 1 con |y/a|
4 {-P(a,a)} Factor de 2 con |y/a|
5 [ Resolvente de 3y 4

20



Paradoja del barbero de Russell

Ejemplo (Paradoja del barbero de Russell): En una isla pequefia hay sélo un
barbero. El gobernador de la isla ha publicado la siguiente norma: “El barbero
afeita a todas las personas que no se afeitan a si misma y solo a dichas
personas”. Demostrar que la norma es inconsistente.

— Representacion: VX |afeita(b, X) <« —afeita(x, X)]

— Forma clausal:
VX [afeita(b, X) < —afeita(X, X)]

VX [(afeita(b, x) — —afeita(x, X)) A (—afeita(X,X) — afeita(b, X))]
VX [(—afeita(b, x) V —afeita(x, X)) A (——afeita(X, X) V afeita(b, X) )]
VX |[(—afeita(b, X) vV —afeita(x, X)) A (afeita(x, X) V afeita(b, X))]
{{—afeita(b, x), —afeita(x, X) }, { afeita(X, X), afeita(b, x) } }

— Refutacion:
{—afeita(b, ), —afeita(x,X)} Hipotesis

1
2
3
4
5

{afeita(x, X), afeita(b, x) }
{—afeita(b,b)}
{afeita(b,b)}

[]

Hipotesis
Factor de 1 con [X/Db]
Factor de 2 con [X/Db]

Resolvente de 3 v 4 21



Adecuacibn y completitud de la resolucon

® Propiedades:
> SiC es unaresolvente de C; y Cy, entonces {C1,Cy} =C.
> SiD es un factor de C entonces C = D.
» SilJ e § entonces Ses inconsistente.
>

Si el conjunto de clausulas Ses refutable por resolucién, entonces Ses
Inconsistente.

Teor.: El calculo de resolucion (para la logica de primer orden sin igualdad) es
adecuado y completo; es decir,

Adecuado: SkgresF — SE=EF
Completo: SEF —>  SkResF



Determinacion de no—consecuencia por resoluan

® Enunciado: Comprobar, por resolucion, que
VX [P(X) V Q(X)] = VX P(X) V VX Q(X).

® Reduccion 1: Comprobar que es consistente
VX [P(X) vV Q(X)], (VX P(X) VX QX)) }

® Reduccion 2: Comprobar que es consistente
{{P(x),Q(x)},{—P(a)},{~Q(b)}}

® Resolucion:
1 {P(x),Q(x)} Hipdtesis

2 {-P(a)} Hipotesis
3 {—Q(b)} Hipotesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2
5 {P(b)} Resolvente de 1y 3

* Modelo: U = {a,b},1(P) ={b},1(Q) = {a}.

23
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