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L 6gica clausal: sintaxis

® Un atomo es una variable proposicional.
Variables sobre atomos: p,q,r,..., P1, P2, - ..
Un literal es un atomo (p) o la negacion de un atomo (—p).
Variables sobre literales: L,L1,Lo,....
® Una clausula es un conjunto finito de literales.
Variables sobre clausulas: C,C1,Co, .. ..

® La clausula vacia es el conjunto vacio de literales.
La clausula vacia se representa por 1.
® Conjuntos finitos de clausulas.
Variables sobre conjuntos finitos de clausulas: S S, S, .. ..

L bgica clausal: serantica

Def.: Una interpretacion es una aplicacion | : VP — B.
Def.: El valor de un literal positivo p en una interpretacion | es | (p).
Def.: El valor de un literal negativo —p en una interpretacion | es

1, sil(p)=0;
I(=p) = el
0, sil(p)=1.
Def.: El valor de una clausula C en una interpretacién | es
1(C) = 1, siexisteunLeCtalquel(L)=1;
~ 10, en caso contrario.
Def.: El valor de un conjunto de clausulas Sen una interpretacion | es
(9 = 1, siparatodaCeSI(C)=1
~ 10, en caso contrario.

Prop.: En cualquier interpretacion I, 1 ((J) = 0.

Clausulas y brmulas

® Equivalencias entre clausulas y formulas

> Def.: Una clausula Cy una formula F son equivalentes si | (C) = | (F) para
cualquier interpretacion .

» Def.: Un conjunto de clausulas Sy una féormula F son equivalentes si
[(S) = I(F) para cualquier interpretacion |.

» Def.: Un conjunto de clausulas Sy un conjunto de féormulas {Fy,...,F,} son
equivalentes si, para cualquier interpretacion I, I (S) = 1 syss | es un modelo
de {Fl, ey Fn}.

® De clausulas a formulas

> Prop.: La clausula {Li,Lp,...,Ln} es equivalente a la férmula
LiVLoV---VLp

> Prop.: El conjunto de clausulas {{L11,...,L1in},..-.{Lm1,---,Lmnn}} €S
equivalente a la férmula (L1 1V---VLin ) A~ A(Lm1 V-V Lmny)-
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De formulas a clausulas (forma clausal)

Def.: Una forma clausal de una férmula F es un conjunto de clausulas

equivalente a F.

Prop.: Si (L11V---VLin)A---A(Lm1V--VLmny,) es una forma normal

conjuntiva de la férmula F. Entonces, una forma clausal de F es

{{L11,-- - Lingt oo {bmy -+, Lmnm} -

Ejemplos:

> Una forma clausal de =(pA(q—r)) es {{—p,q},{—p,—r}}.

» Una forma clausal de p — qes {{—p,q}}.

> Laclausula {{—p,q},{r}} es unaforma clausal de las formulas (p — q) A r
y == A(=q— =p).

Def.: Una forma clausal de un conjunto de férmulas Ses un conjunto de

clausulas equivalente a S.

Prop.: Si &, ...,S, son formas clausales de F,...,F,, entonces S U---US§, es

una forma clausal de {F4,...,F}.

Modelos, consistencia y consecuencia

Def.: Una interpretacion | es modelo de un conjunto de clausulas Ssi | (S) = 1.
Ej.: Lainterpretacion | tal que I (p) =1(q) = 1 es un modelo de

{{-p.qa}, {p,~a}}.

Def.: Un conjunto de cladusulas es consistente si tiene modelos e inconsistente,
en caso contrario.

Ejemplos:

» {{-p,q},{p,—q}} es consistente.

» {{-p,a},{p,—q},{p,q},{—p,—q}} es inconsistente.
Prop.: Si [ € S entonces Ses inconsistente.

Def.: S|= C si para todo modelo | de S I (C) = 1.

Reduccbn de consecuencia a inconsistencia deacksulas

® Prop: Sean Sy, ..., S, formas clausales de las formulas F1,...,F.
» {F1,...,Fn} es consistente syss S U---US, es consistente.
» Si Ses una forma clausal de —G, entonces son equivalentes

1. {F,....R} EG
2. {F4,...,Fi—G} es inconsistente.
3. S U---U§USes inconsistente.

° Ejemplo: {p—0,q—r}=p—Trsyss
{{-p,a},{—q,r},{p},{-r}} esinconsistente.

Regla de resoluddn

® Reglas habituales:

Modus Ponens: PG P {-p,a}, {p}
q {a}

Modus Tollens: PG4 =9 {-p,a}, {—-a}
~p {-p}

Encadenamiento: P—G 9—f {-p,q}, {-a,r}
p—=r {-p,r}

® Regla de resolucién proposicional:

{p17"'ara"°7pm}7 {ql)"'7_'ra"'aql"l}
{plv"'vpqulw"'?qn}




Regla de resoluadn

Def.: Sean C; una clausula, L un literal de C; y C, una clausula que contiene el
complementario de L. La resolvente de C; y Co respecto de L es
ReSL(C]_,Cz) = (C]_ ~ {L}) U (Cz N {LC})

Ejemplos: Resq({p,a},{-a,r}) ={p,r}

Resq({d,~p}, {p,~a}) ={p,~p}

Resp({q,~p}.{p,~q}) ={q.—a}

Resp({d,~p}.{a,p}) ={a}

(

Resp({p},{—p}) =0
Def.: Res(Cy,Cy) es el conjunto de las resolventes entre C; y Cy

Ejemplos: Res({-p,a},{p,~q}) ={{p,~p},{d,~q}}
Res({-p,a},{p.a}) ={{a}}
Res({-p,a},{q,r}) =0

Nota: [J ¢ Res({p,q},{~p,~q})

Ejemplo de refutacion por resolucion

Refutacion de {{p,q},{—p,qa},{p,—q},{—p,—0q}} :
1 {p,q} Hipdtesis

2 {-p,q} Hipdtesis
3 {p,—q} Hipdtesis
4 {-p,—q} Hipdtesis
5 {q} Resolvente de 1y 2
6 {—-q} Resolvente de 3y 4
7 O Resolvente de 5y 6
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Ejemplo de grafo de refutacbn por resolucion

* Grafo de refutacién de {{p,q},{—p,a},{p,—a},{—p,~q}} :

1{p, q} 2{-p, a} 3{p, -q} 4 {-p, -q}

N

5{q} 6 {-a}

N

7{
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Demostraciones por resolu@n

® Def.: Sea Sun conjunto de clausulas.

> La sucesion (Cy,...,Cp) es una demostracion por resolucion de la clausula
C apartirde SsiC=C, yparatodoi € {1,...,n} se verifica una de las
siguientes condiciones:
+ Ges
* existen j,k < i tales que Cj es una resolvente de C; y Cy

» La clausula C es demostrable por resolucién a partir de Ssi existe una
demostracién por resolucion de C a partir de S
Se representa por SHresC

> Una refutacion por resolucion de Ses una demostracién por resolucién de la
clausula vacia a partir de S

» Se dice que Ses refutable por resolucion si existe una refutaciéon por
resolucion a partir de S
Se representa por SHRres]
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Demostraciones por resolu@n

® Def: Sean $S,...,S, formas clausales de las formulas F1,...,Fy
Suna forma clausal de —F

Una demostracion por resolucion de F a partir de {F,...,F,} es una refutacion
por resolucion de S U---USUS
* Def.: Laférmula F es demostrable por resolucion a partir de {Fy,...,Fn} si

existe una demostracion por resolucion de F a partir de {Fy,...,Fn}.
Se representa por {Fi,...,Fn} FresF.

* Ejemplo: Demostracion por resolucion de pA g a partir de {pV q,p < q}
1 {p,q} Hipotesis

2 {-p,q} Hipdtesis
3 {p,—q} Hipotesis
4 {-p,—q} Hipotesis
5 {q} Resolvente de 1y 2
6 {—-q} Resolvente de 3y 4
7 O Resolvente de 5y 6
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Adecuacbn y completitud de la resolucon

* Prop.: Si C es una resolvente de C; y Cy, entonces {Cy,C,} = C.
® Prop.: Si[J € S entonces Ses inconsistente.
® Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas.
> (Adecuacioén) Si Skresl], entonces Ses inconsistente.
> (Completitud) Si Ses inconsistente, entonces Skresl].
® Prop.: Sean Sun conjunto de férmulas y F es una férmula.
> (Adecuacion) Si SkresF, entonces S|=F.
» (Completitud) Si S|= F, entonces SkresF.
* Nota: Sean C; y C; las clausulas {p} y {p,q}, respectivamente. Entonces,
{G1} =Ca.
» C, no es demostrable por resolucion a partir de {Cy }.
> La férmula de forma clausal C; es FL = p.
| 4
>

v

La féormula de forma clausal C; es Fo = pV Q.

{Fl} I_Rest-
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Algoritmo de de resolucbn por saturacion

® Def.: Sea Sun conjunto de clausulas.
RegS) = SU(U{RegC;,Cy) : C1,Co € S}).
¢ Algoritmo de de resolucion por saturacion
Entrada: Un conjunto finito de clausulas, S
Salida: Consistente, si Ses consistente; Inconsistente, en caso contrario.
S:=0
mientras (0 & S)y (S# S) hacer

S:=S
S:=RegS)
fmientras

si (O € ) entonces
Devolver Inconsistente
en caso contrario
Devolver Consistente
fsi

® Prop.: El algoritmo de resolucién por saturacion es correcto.
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Ejemplo de grafo de resolucdbn por saturacion

* Grafo de resolucién por saturacion de {{p,q},{—p,qa},{p,~a},{—p,—a}} :

1{p, q} 2{-p, q} 3{p, -q} 4 {-p, -q}

Ao S TR

5{q} 6 {p} 7{q, -q} 8 {p, -p} 9 {-p} 10 {-q}
1§
®* Traza:
Paso\ S \ S
0 {1,2,3,4} 0

1 |{1,2,3,456,7,89,10 |{1,234}
2 1{1,2,3,4,56,7,8,9,10,11} | {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
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Algoritmo de saturacion con simplificacbn

® Prop.: SiS C Sy S es consistente, entonces S es consistente.
® Prop.: Una clausula es una tautologia syss contiene un literal y su
complementario.
® Prop.: Sea C € Suna tautologia.
Entonces Ses consistente syss S\ {C} es consistente.

® Def.: La clausula C subsume a la clausula D si C C D (es decir, C C D y C # D).

* Prop.: Si C subsume a D, entonces C |=D.

® Prop.: Sean C,D € Stales que C subsume a D.
Entonces Ses consistente syss S\ {D} es consistente.

® Def.: El simplificado de un conjunto finito de clausulas Ses el conjunto obtenido
de Ssuprimiendo las tautologias y las clausulas subsumidas por otras; es decir,
SimS) = S— {C € S: (C es una tautologia) 6 (existe D € Stal que D C C)}
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Algoritmo de saturacion con simplificacbn

¢ Algoritmo de de resolucién por saturacién con simplificacion:

Entrada: Un conjunto finito de clausulas, S

Salida: Consistente, si Ses consistente; Inconsistente, en caso contrario.
S:=0
mientras (0 & S)y (S# S) hacer

S:=S
S:=SimfReg9))
fmientras

si (O € ) entonces
Devolver Inconsistente
en caso contrario
Devolver Consistente
fsi

® Prop.: El algoritmo de resolucion por saturacion con simplificacion es correcto.
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Grafo de resolucbn por saturacion con simplificacbn

* Resolucién por saturacion simplificada de {{p,q},{—p,a},{p,—a},{—-p,—q}}:

1 {p! q} 2 {'p! q} 3 {p’ 'q} 4 {'pv 'q}

DA

5{q} 6 {p} 7{-p} 8{-a}

9{}

® Traza:
Paso‘ S ‘ S
0 {1,2,3,4} | 0
1 {5,6,7,8} | {1,2,3,4}
2 {9} {5,6,7,8}
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Grafo de resolucibn por saturacion con simplificacion

* Resolucion por saturacion simplificada de {{p},{—p,q},{—q,-r}}:

1 {p} 2{-p, a} 3{q, -}

NN

4 {q} 5{p, -1}

e

* Traza: Paso|S S 6 {1
0 {1,2,3} |0
1 [{1,3,4,5} | {123}
2 | {146} |{1,3,4,5}
3 {1,4,6} | {1,4,5,6}
® Modelo: I(p)=1,1(q) =1,I(r) =0.
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Resolucbn positiva

Def.: Un literal positivo es un dtomo.

Def.: Una clausula positiva es un conjunto de literales positivos.

Def.: Una demostracion por resolucion positiva es una demostraciéon por
resolucion en la que en cada resolvente interviene una clausula positiva.

La clausula C es demostrable por resoluciéon positiva a partir del conjunto de
clausulas Ssi existe una demostracion por resolucion positiva de C a partir de S
Se representa por SFrespodC.

Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas.

> (Adecuacioén) Si Skrespod, entonces Ses inconsistente.

> (Completitud) Si Ses inconsistente, entonces Skrespod.
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Grafo de resolucbn positiva

* Grafo de resolucion positiva de {{p,q},{—p,a},{p,—a},{—-p,—q}}:

2{-p, q} 1{p, q} 3{p, -q}

Ll N

5 {a} 4{-p, -q} 6 {p}

NSNS

7{-p} 8 {-q}
* Traza: Paso| S S /
0 [{L234}|0
1 | {456) |{1,234) 90
> | (56,78 | {456
3 {9} {5,6,7,8}
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Resolucbn negativa

Def.: Un literal negativo es la negacion de un atomo.

Def.: Una clausula negativa es un conjunto de literales negativos.

Def.: Una demostracion por resolucion ngativa es una demostraciéon por
resolucion en la que en cada resolvente interviene una cldusula negativa.

La clausula C es demostrable por resolucién negativa a partir del conjunto de
clausulas Ssi existe una demostracién negativa por resolucion de C a partir de
S

Se representa por SHresnedC-

Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas.

> (Adecuacion) Si Skresned, €ntonces Ses inconsistente.

> (Completitud) Si Ses inconsistente, entonces Skresned-
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Resolucbn unitaria

Def.: Una clausula unitaria es un conjunto formado por un Unico literal.

Def.: Una demostracion por resolucién unitaria es una demostracion por

resolucién en la que en cada resolvente interviene una clausula unitaria.

La clausula C es demostrable por resolucion unitaria a partir del conjunto de

clausulas Ssi existe una demostracion por resolucion unitaria de C a partir de S

Se representa por SHresuniC.

Prop.: (Adecuacion) Sea Sun conjunto de clausulas.

Si SkRresunild, entonces Ses inconsistente.

Existen conjuntos de clausulas Stales que Ses inconsistente y Stresunil -
Dem.: S= {{p,a},{—p,a},{p,~a},{-p,~a}}

Def.: Una clausula de Horn es un conjunto de literales con un literal positivo

CcOmo maximo.

Ejemplos: {p,—q,—r}, {p} y {—p,—q} son clausulas de Horn.

{p,q,—r}y{p,r} no son clausulas de Horn.

Prop.: Si Ses un conjunto inconsistente de clausulas de Horn, entonces
SFResunid.
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Resolucbn por entradas

® Def.: Una demostracién por resolucion por entradas a partir de Ses una
demostracion por resolucion en la que en cada resolvente interviene una
clausula de S

® La clausula C es demostrable por resolucion por entradas a partir del conjunto
de clausulas Ssi existe una demostracion por resolucién por entradas de C a
partir de S
Se representa por SkRresentC.

® Prop.: (Adecuacién) Sea Sun conjunto de clausulas.
Si SkResentl], entonces Ses inconsistente.

® Existen conjuntos de clausulas Stales que Ses inconsistente y Stresentd.

Dem.: S= {{p,q},{—=p.a},{p,~a},{-p,~q}}

® Prop.: Si Ses un conjunto inconsistente de clausulas de Horn, entonces

S"ResEntD-
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Resolucbn lineal

® Sea Sun conjunto de clausulas.
» Lasucesion (Cp,Cy,...,Cp) es una resolucion lineal a partir de Ssi se
cumplen las siguientes condiciones:

1. GeS
2. paratodoi € {1,...,n}, existe un B SU{Cy,...,Ci_1} tal que
Ci € RegCi_1,B).

La clausula Cy se llama clausula base, las C; se llaman clausulas centrales y
las B se llaman clausulas laterales.

» La clausula C es deducible por resolucion lineal a partir de Ssi existe una
deduccion por resolucién lineal a partir de S (Cy,...,Cp), tal que C, =C.
Se representa por SkResLinC.

® Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas.
> (Adecuacioén) Si SkresLin], entonces Ses inconsistente.
> (Completitud) Si Ses inconsistente, entonces SkRresLin[].

° Ejemplo: Resolucion lineal de {{p,q},{—p,q},{p,~q},{—p,—0q}}
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Resolucdn lineal

* Ejemplo: Resolucion lineal de {{p,q},{—p,a},{p,—a},{—p,—q}}

1{p.a} 2{-pa} 3{p,—a} 4{-p,—q}
-
5{q}
|
6 {p}
|
7 {—-q}
|

8
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Argumentacion y resolucbn

® Problema de los animales: Se sabe que
1. Los animales con pelo o que dan leche son mamiferos.
2. Los mamiferos que tienen pezufias o0 que rumian son ungulados.
3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.
4. Los ungulados con rayas negras son cebras.
Se observa un animal que tiene pelos, pezufias y rayas negras. Por
consiguiente, se concluye que el animal es una cebra.

® Formalizacion:

{ tiene_pelosV da_leche — es_mamifero,
es_mamifero A (tiene_pezufias VV rumia) — es_ungulado,
es_ungulado Atiene_cuello_largo — es_jirafa,
es_ungulado A tiene_rayas_negras — es_cebra,
tiene_pelos A tiene_pezufias A tiene_rayas_negras }
Freses_cebra
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Argumentacion y resolucbn

1 {—tiene_pelos, es_mamifero} Hipétesis

2 {—da_leche, es_mamifero} Hipotesis

3 {—es_mamifero, —tiene_pezufias, es_ungulado}  Hipoétesis

4 {—es_mamifero, —rumia, es_ungulado} Hipotesis

5 {—es_ungulado, —tiene_cuello_largo, es_jirafa} Hipotesis

6 {—es_ungulado, —tiene_rayas_negras, es_cebra} Hipotesis

7 {tiene_pelos} Hipotesis

8 {tiene_pezufias} Hipétesis

9 {tiene_rayas_negras} Hipétesis
10 {—es_cebra} Hipétesis
11 {es_mamifero} Resolventede 1y 7
12 {-tiene_pezufas, es_ungulado} Resolvente de 11y 3
13 {es_ungulado} Resolvente de 12y 8
14 {—tiene_rayas_negras, es_cebra} Resolvente de 13y 6
15 {es_cebra} Resolvente de 14y 9
16 O Resolvente de 15y 10
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