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L 0gica clausal: sintaxis

Un atomo es una variable proposicional.
Variables sobre atomos: p,q,r,..., P1, P2, ...

Un literal es un atomo (p) o la negacion de un atomo (—p).
Variables sobre literales: L,L1,Lo,....

Una clausula es un conjunto finito de literales.
Variables sobre clausulas: C,C1,Cy, .. ..

La clausula vacia es el conjunto vacio de literales.
La clausula vacia se representa por L.

Conjuntos finitos de clausulas.

Variables sobre conjuntos finitos de clausulas: S, 5, S, .. ..



L 0gica clausal: semantica

® Def.: Una interpretacion es una aplicacion | : VP — B.
* Def.: El valor de un literal positivo p en una interpretaciéon | es I(p).
® Def.: El valor de un literal negativo = p en una interpretacion | es

1, sil(p)=0;
0, sil(p)=1
* Def.: El valor de una clausula C en una interpretacion | es

1(C) =

1, siexisteunL € Ctalquel(L) =1,
0, en caso contrario.

® Def.: El valor de un conjunto de clausulas Sen una interpretacion | es
() = 1, siparatodaCe SI(C)=1
O, en caso contrario.

® Prop.: En cualquier interpretacién I, | ((J) = 0.



Clausulas y brmulas

® Equivalencias entre clausulas y formulas
> Def.: Una clausula Cy una férmula F son equivalentes si | (C) = I (F) para
cualquier interpretacion |.
» Def.: Un conjunto de clausulas Sy una férmula F son equivalentes si
| (S) = | (F) para cualquier interpretacion .

> Def.: Un conjunto de clausulas Sy un conjunto de féormulas {F,...,F,} son
equivalentes si, para cualquier interpretacion |, 1 (S) = 1 syss | es un modelo
de {F1,....F}.
® De clausulas a formulas
> Prop.: Laclausula {L1,Lo,...,Ln} es equivalente a la féormula

LiVLoV--- VL.
> Prop.: El conjunto de clausulas {{L11,...,L1in;},---,{Lm1,---;Lmny )} €S
equivalente a la formula (L1 1V ---VLin ) A A(Lm1 V-V Lmng).



De formulas a clausulas (forma clausal)

Def.: Una forma clausal de una formula F es un conjunto de clausulas

equivalente a F.

Prop.: Si (L11V---VLin)A--A(Lm1V---VLmn,) es una forma normal

conjuntiva de la formula F. Entonces, una forma clausal de F es

{{L11,---5L1ng }s---, {bm1s---, Lmnn}}-

Ejemplos:

» Una forma clausal de =(pA(q—r)) es {{—p,q},{—p,r}}.

» Una forma clausal de p— qes {{—p,q}}.

> Laclausula {{=p,q},{r}} es una forma clausal de las férmulas (p — q) AT
y ~=rA(—=q— —p).

Def.: Una forma clausal de un conjunto de férmulas Ses un conjunto de

clausulas equivalente a S

Prop.: Si &,...,$, son formas clausales de F1,...,F,, entonces S U---UJ, es
una forma clausal de {F1,...,F}.



Modelos, consistencia y consecuencia

* Def.: Una interpretacion | es modelo de un conjunto de clausulas Ssi | (S) = 1.
® Ej.: Lainterpretacién | tal que I (p) = 1(q) = 1 es un modelo de

{{-p,a},{p,—q}}.

® Def.. Un conjunto de clausulas es consistente si tiene modelos e inconsistente,
en caso contrario.

®* Ejemplos:

> {{-p,q},{p,—q}} es consistente.

> {{=p,a},{p,—a},{p,q},{—p,—q}} es inconsistente.

®* Prop.: Si[J € § entonces Ses inconsistente.
* Def.: S=C siparatodo modelo| de S I(C) = 1.



Reduccbn de consecuencia a inconsistencia deacisulas

®* Prop: Sean S,..., S, formas clausales de las formulas F4, ..., F,.

> {Fy,...,F} es consistente syss S U---U S, es consistente.
» Si Ses una forma clausal de =G, entonces son equivalentes

1. {F,....,R} EG.
2. {F,...,F,—G} es inconsistente.

3. S U---UKUSes inconsistente.
° Ejemplo: {p—Q,d—Tr} = p—Trsyss
{{_'pv q}7 {_'Cl7 r}v{p}, {_'r}} es inconsistente.



Regla de resoluabn

Reglas habituales:

Modus Ponens: P—49 P
q
Modus Tollens: P—49 —d
—p
I
Encadenamiento: P—9 9=
P—T

®* Regla de resoluciéon proposicional:

{p1,---,0---,Pm}, {01,---,0....0n}

{-p,a}, {p}

{a}
{-p,q}, {—q}

{—p}
{_'pa q}7 {_'Clar}

{p17°°°7pm7q177°°°7qn}

{_'pvr}



Regla de resoluabn

* Def.: Sean Cq una clausula, L un literal de Cq y C, una clausula que contiene el
complementario de L. La resolvente de Cq y Co respecto de L es

ReSL(Cl,Cz) = (Cl N {L}) U (Cz N {LC})
° Ejemplos: Resq({p,a},{-q,r}) ={p,r}

Resq({d,~p},{p,~a}) ={p,—p}
Resp({d,—p},{p,—a}) ={g,—q}
Resp({a,—p},{a.p}) ={a}
Resp({p}, {—p}) =L

* Def.: Res(Cy,Cp) es el conjunto de las resolventes entre C1 y Cp

® Ejemplos: ReS({ﬁp,CI},{p,—'CI}) :{{pa_'p}7{qa_'q}}
Res({-p,a},{p,a}) ={{a}}
Res({-p,a},{q,r}) =0

* Nota: O ¢ Res({p,q},{—p,—q})



Ejemplo de refutacion por resolucion

® Refutacion de {{ P, q}7 {_'p7 q}7 { P, _'q}7 {_'p7 _'q}} :
1 {p,q} Hipotesis

2 {—p,q} Hipotesis

3 {p,—q} Hipotesis

4 {-=p,—q} Hipobtesis

5 {q} Resolvente de 1y 2
6 {—q} Resolvente de 3y 4
7

[] Resolvente de 5y 6



Ejemplo de grafo de refutacion por resolucion

> Grafo de refutacién de {{p,d}, {~p,q}, {p,~a}, {~p,~q}}

1{p, q}

2 {-p, q}

l

5 {a}

3{p, -q}

4 {-p, -q}

l

6 {-a}

N/

71}
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Demostraciones por resolu@n

® Def.: Sea Sun conjunto de clausulas.
> Lasucesion (Cq,...,Cy) es una demostracion por resolucién de la clausula

C a partirde SsiC=C yparatodoi € {1,...,n} se verifica una de las
siguientes condiciones:
e G eS§
* existen |,K < tales que Cj es una resolvente de C; y Cy

» La clausula C es demostrable por resolucion a partir de Ssi existe una
demostracion por resolucion de C a partir de S
Se representa por SkresC

» Una refutacion por resolucion de Ses una demostracion por resolucion de la
clausula vacia a partir de S

> Se dice que Ses refutable por resolucion si existe una refutacion por
resolucion a partir de S
Se representa por SkRes
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Demostraciones por resolu@n

* Def: Sean $S,...,S, formas clausales de las formulas Fq,...,Fy
Suna forma clausal de —F
Una demostracién por resolucion de F a partir de {Fy,...,Fy} es una refutacién
por resoluciébn de S U---USUS
* Def.: Laférmula F es demostrable por resolucién a partir de {F1,...,F} si
existe una demostracién por resolucion de F a partir de {Fy, ..., Fy}.

Se representa por {Fy,...,Fn} FresF.

® Ejemplo: Demostracién por resoluciéon de pAd a partirde {pVvq, p < q}

1

~N O O B WODN

{p,q}
{—p,q}
{p,—q}
{—p,—q}
{a}
{—a}

O

Hipotesis
Hipotesis
Hipotesis
Hipotesis
Resolventede 1y 2
Resolvente de 3y 4
Resolvente de 5y 6
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Adecuacibn y completitud de la resolucon

Prop.: Si C es una resolvente de C; y Cp, entonces {C1,Co} = C.
Prop.: Si L] € S entonces Ses inconsistente.

Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas.
» (Adecuacion) Si SFRresl], entonces Ses inconsistente.
» (Completitud) Si Ses inconsistente, entonces SkRresl .

Prop.: Sean Sun conjunto de formulas y F es una férmula.
> (Adecuacion) Si SkresF, entonces S F.
> (Completitud) Si S|=F, entonces StResF.

Nota: Sean C; y C; las clausulas {p} y {p,q}, respectivamente. Entonces,
> {C EC

Cz no es demostrable por resolucién a partir de {Cq }.

La férmula de forma clausal C; es F = .

La férmula de forma clausal Co es = pV q.

{F1} FresPo.

>
>
>
>
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Algoritmo de de resolucon por saturacion

® Def.: Sea Sun conjunto de clausulas.
RGS{S) = SU (U{R8$C1,C2) . C1,GC € S})
® Algoritmo de de resoluciéon por saturacion

Entrada: Un conjunto finito de clausulas, S
Salida: Consistente, si Ses consistente; Inconsistente, en caso contrario.

S:=0
mientras (O € S)y (S# S) hacer

S:=S
S:=RegS)
fmientras

si ((J € S) entonces
Devolver Inconsistente
en caso contrario
Devolver Consistente
fsi

® Prop.: El algoritmo de resolucion por saturacion es correcto.
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Ejemplo de grafo de resolucon por saturacion

* Grafo de resolucién por saturacion de {{p,q},{—p,qa},{p,—q},{—p,—q}}:

1{p, q} 2 {-p, q} 3 {p, -q} 4 {-p, -q}

o< >~

5 {q} 6 {p} 7{q, -q} 8 {p, -p} 9 {-p} 10 {-a}
11 {}
®* Traza:
Paso| S S
0 {1,2,3,4} )

1 |{1,2,3,456,7,89,100 |{1,2,3,4}
2 {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} | {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}




Algoritmo de saturacion con simplificacion

®* Prop.: Si S € Sy S es consistente, entonces S es consistente.

® Prop.: Una clausula es una tautologia syss contiene un literal y su
complementario.

® Prop.: Sea C € Suna tautologia.
Entonces Ses consistente syss S\ {C} es consistente.

® Def.: La clausula C subsume a la clausula D si C C D (es decir, CC Dy C # D).
® Prop.: Si C subsume a D, entonces C = D.

® Prop.: Sean C,D € Stales que C subsume a D.
Entonces Ses consistente syss S\ {D} es consistente.

* Def.: El simplificado de un conjunto finito de clausulas Ses el conjunto obtenido
de Ssuprimiendo las tautologias y las clausulas subsumidas por otras; es decir,
SImS) = S—{C € S: (C es una tautologia) 6 (existe D € Stal que D C C)}
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Algoritmo de saturacion con simplificacion

Algoritmo de de resolucion por saturacion con simplificacion:

Entrada: Un conjunto finito de clausulas, S

Salida: Consistente, si Ses consistente; Inconsistente, en caso contrario.
S =0
mientras (O£ S)y (S# S) hacer

S:=S
S:= SimpRes9))
fmientras

si (LJ € S) entonces
Devolver Inconsistente
en caso contrario
Devolver Consistente
fsi

® Prop.: El algoritmo de resolucidn por saturacion con simplificacion es correcto.
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Grafo de resolucon por saturacion con simplificacion

* Resolucién por saturacion simplificada de {{p,q},{—p,q},{p,—q},{—p,—q}}:

(p.a) (20 o) (1600
(Lipad g (2tpear g (3ip-ah ) (A4pa)

9{}

®* Traza:
Paso| S S

0 |[{1,234]0
1 | {56,7,8} | {1,2,3,4)
2 | {9} {5,6,7,8}
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Grafo de resolucon por saturacion con simplificacion

* Resolucién por saturacion simplificada de {{p},{—p,q},{—q,—r}}:

1 1p} /2{- } /3{- -r}\
p Ztpah g (301

°* Traza: Paso| S S
0 [{1,23 |0
1 | {1,345 | {123
2 | {146 |{1,345
3 | {146} |{145.6

® Modelo: I(p) =1,1(q) =1,I(r) =0.




Resolucbn positiva

® Def.. Un literal positivo es un atomo.
® Def.: Una clausula positiva es un conjunto de literales positivos.

® Def.: Una demostracion por resolucion positiva es una demaostracion por
resolucion en la que en cada resolvente interviene una clausula positiva.

* La clausula C es demostrable por resolucion positiva a partir del conjunto de
clausulas Ssi existe una demostracion por resolucion positiva de C a partir de S
Se representa por SkRrespoL.

®* Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas.
» (Adecuacion) Si SFrespod_l, €ntonces Ses inconsistente.
> (Completitud) Si Ses inconsistente, entonces SHRrespod_.
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Grafo de resolucon positiva

* Grafo de resolucion positiva de {{p,q},{—p,q},{p,—q},{—p,—q}}:

2 {-p, q} 1{p, q} 3 {p, -q}
5 {q} 4 {-p, -q} 6 {p}
7 {-p} 8 {-q}

* Traza: Paso| S S

0 {1,2,3,4} | 0

1 {4,5,6} {1,2,3,4} 9{}

2 {5,6,7,8} | {4,5,6}

3 {9} {5,6,7,8}
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Resolucbn negativa

® Def.: Un literal negativo es la negacion de un atomo.
® Def.: Una clausula negativa es un conjunto de literales negativos.

® Def.: Una demostracion por resolucion ngativa es una demostracion por
resolucion en la que en cada resolvente interviene una clausula negativa.

* La clausula C es demostrable por resolucion negativa a partir del conjunto de

clausulas Ssi existe una demostracion negativa por resolucion de C a partir de
S
Se representa por SkresnedC-

®* Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas.
> (Adecuacion) Si Skresned ], entonces Ses inconsistente.
> (Completitud) Si Ses inconsistente, entonces SkresNed-
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Resolucbn unitaria

® Def.: Una clausula unitaria es un conjunto formado por un unico literal.

® Def.: Una demostracion por resolucion unitaria es una demaostracion por
resolucion en la que en cada resolvente interviene una clausula unitaria.

® La clausula C es demostrable por resoluciéon unitaria a partir del conjunto de
clausulas Ssi existe una demostracién por resoluciéon unitaria de C a partir de S
Se representa por SkRresuniC.

® Prop.: (Adecuacion) Sea Sun conjunto de clausulas.
Si SFRresunil ], entonces Ses inconsistente.

* Existen conjuntos de clausulas Stales que Ses inconsistente y SHRresunil .

Dem.: S= {{p,q},{—-p,qa},{p,—a},{—-p,—q}}

® Def.: Una clausula de Horn es un conjunto de literales con un literal positivo
CoOmo maximo.

° Ejemplos: {p,—q,—r}, {p}y{—p,—q} son clausulas de Horn.
{p,q,—r}y{p,r} no son clausulas de Horn.

® Prop.: Si Ses un conjunto inconsistente de clausulas de Horn, entonces
StResunil.
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Resolucbn por entradas

Def.: Una demostracion por resolucion por entradas a partir de Ses una
demostracion por resolucion en la que en cada resolvente interviene una
clausula de S

La clausula C es demostrable por resolucion por entradas a partir del conjunto
de clausulas Ssi existe una demostracion por resolucion por entradas de C a
partir de S.

Se representa por SkRresentC.

Prop.: (Adecuacion) Sea Sun conjunto de clausulas.
Si SFresentl], entonces Ses inconsistente.

Existen conjuntos de clausulas Stales que Ses inconsistente y St/resentl.
Dem.: S= {{p,q},{—p,q},{p,~a},{—p,~0q}}

Prop.: Si Ses un conjunto inconsistente de clausulas de Horn, entonces
S"ResEntD-
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Resolucbn lineal

® Sea Sun conjunto de clausulas.

» La sucesion (Cp,Cq,...,C,) es una resolucion lineal a partir de Ssi se
cumplen las siguientes condiciones:

1. G e S
2. paratodoi € {1,...,n}, existe un B € SU{Cy,...,C_1} tal que
G e Res{Ci_l,B).

La clausula Cy se llama clausula base, las C; se llaman clausulas centrales y
las B se llaman clausulas laterales.

» La clausula C es deducible por resolucion lineal a partir de Ssi existe una
deduccién por resolucion lineal a partir de S, (Co,...,Cy), tal que C, =C.
Se representa por SHResLinC.
® Prop.: Sea Sun conjunto de clausulas.
» (Adecuacion) Si SFresLinll], entonces Ses inconsistente.
» (Completitud) Si Ses inconsistente, entonces SkRrestinlJ.

° Ejemplo: Resolucion lineal de {{p,d},{—p,d},{p,—~a},{—p,q}}
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Resolucbn lineal

Ejemplo: Resolucion lineal de {{p,q},{—p.d},{p,—qa},{—p,—q}}
1{p,a} 2{-p,q} 3{p,—a} 4{—-p,—q}

T
|

6 {p}
|
7 {0}
|

8 [
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Argumentacion y resolucon

® Problema de los animales: Se sabe que
1. Los animales con pelo o que dan leche son mamiferos.

2. Los mamiferos que tienen pezufias o que rumian son ungulados.

3. Los ungulados de cuello largo son jirafas.

4. Los ungulados con rayas negras son cebras.

Se observa un animal que tiene pelos, pezuias y rayas negras. Por
consiguiente, se concluye que el animal es una cebra.

®* Formalizacion:

{ tiene_pelosV da_leche — es_mamifero,
es_mamifero A (tiene_pezufias V rumia) — es_ungulado,
es_ungulado Atiene_cuello _largo — es_jirafa,
es_ungulado Atiene_rayas_negras — es_cebra,
tiene_pelos A tiene_pezufias A tiene_rayas_negras }
-Res€S_cebra
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Argumentacion y resolucon

© 00O ~NO OB WDN P

ol
= O

e e o e
o UM WN

{— tiene_pelos, es_mamifero}

{— da_leche, es_mamifero}

{—es_mamifero, —tiene_pezunas, es_ungulado}
{—es_mamifero, —rumia, es_ungulado}
{—es_ungulado, —tiene_cuello_largo, es_jirafa}
{—es _ungulado, —tiene _rayas negras, es_cebra}
{tiene_pelos}

{tiene_pezunas}

{tiene_rayas negras}

{—es_cebra}

{es _mamifero}

{—tiene_pezunas, es_ungulado}
{es_ungulado}
{—tiene_rayas_negras, es_cebra}
{es cebra}

[]

Hipotesis

Hipotesis

Hipotesis

Hipotesis

Hipotesis

Hipotesis

Hipotesis

Hipotesis

Hipotesis

Hipotesis
Resolventede 1y 7
Resolvente de 11y 3
Resolvente de 12y 8
Resolvente de 13y 6
Resolvente de 14y 9

Resolvente de 15y 10

29



Bibliografia

1.

5.

M. Ben—Ari, Mathematical logic for computer science (2nd ed.).
(Springer, 2001).
Cap. 4: Propositional calculus: resolution and BDDs.

C.—L. Chang y R.C.—T. Lee Symbolic Logic and Mechanical Theorem
Proving (Academic Press, 1973).

Cap. 5.2: The resolution principle for the proposicional logic.

N.J. Nilsson Inteligencia artificial (Una nueva sintesis) (McGraw—Hill, 2001).
Cap. 14: La resolucion en el calculo proposicional.

E. Paniagua, J.L. Sanchez y F. Martin Logica computacional (Thomson,
2003).

Cap. 5.7: El principio de resolucion en logica proposicional.

U. Schoning Logic for Computer Scientists (Birkauser, 1989).
Cap. 1.5: Resolution.

30



	LÃ³gica clausal: sintaxis
	LÃ³gica clausal: semÃ¡ntica
	ClÃ¡usulas y fÃ³rmulas
	De fÃ³rmulas a clÃ¡usulas (forma clausal)
	Modelos, consistencia y consecuencia
	ReducciÃ³n de consecuencia a inconsistencia de clÃ¡usulas
	Regla de resoluciÃ³n
	Regla de resoluciÃ³n
	Ejemplo de refutaciÃ³n por resoluciÃ³n
	Ejemplo de grafo de refutaciÃ³n por resoluciÃ³n
	Demostraciones por resoluciÃ³n
	Demostraciones por resoluciÃ³n
	AdecuaciÃ³n y completitud de la resoluciÃ³n
	Algoritmo de de resoluciÃ³n por saturaciÃ³n
	Ejemplo de grafo de resoluciÃ³n por saturaciÃ³n
	Algoritmo de saturaciÃ³n con simplificaciÃ³n
	Algoritmo de saturaciÃ³n con simplificaciÃ³n
	Grafo de resoluciÃ³n por saturaciÃ³n con simplificaciÃ³n
	Grafo de resoluciÃ³n por saturaciÃ³n con simplificaciÃ³n
	ResoluciÃ³n positiva
	Grafo de resoluciÃ³n positiva
	ResoluciÃ³n negativa
	ResoluciÃ³n unitaria
	ResoluciÃ³n por entradas
	ResoluciÃ³n lineal
	ResoluciÃ³n lineal
	ArgumentaciÃ³n y resoluciÃ³n
	ArgumentaciÃ³n y resoluciÃ³n
	BibliografÃ�a

