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Limitaci on expresiva de la bgica proposicional

Ejemplo 1: Si Sevilla es vecina de Cadiz, entonces Cadiz es vecina de Seuvilla.
Sevilla es vecina de Cadiz. Por tanto, Cadiz es vecina de Sevilla
> Representacion en logica proposicional:

{SvC— CvS SvC =CvS

®* Ejemplo 2: Si una ciudad es vecina de otra, entonces la segunda es vecina de la
primera. Sevilla es vecina de Cadiz. Por tanto, Cadiz es vecina de Sevilla
> Representacion en logica proposicional: Imposible
» Representacion en logica de primer orden:
{¥x Vy [vecingx,y) — vecindy,x)|, vecingSevillaCadiz}
= vecingCadiz Sevilla



Potencia expresiva de ladgica de primer orden

Mundo de los bloques

a
b d
C y% e

® Simbolizacion:
> sobréx,y) se verifica si el bloque X esta colocado sobre el bloque y
» sobre mesax) se verifica si el bloque X esta sobre la mesa
® Situacion del ejemplo:
sobréa, b),sobrégb, c), sobre mesdc), sobréd, e), sobre mesae)



Potencia expresiva de ladgica de primer orden

® Definiciones:
> bajo(x,y) se verifica si el bloque X esta debajo del bloque y
VX Vy [bajo(x,y) < sobrey,X)]
> encimdx,y) se verifica si el bloque X esta encima del bloque y pudiendo
haber otros blogues entre ellos
VX Vy [encimdx,y) < sobréx,y) vV 3z [sobréx, z) Aencimdz,y)]|
> libre(x) se verifica si el bloque X no tiene bloques encima
VX [libre(x) < =3y sobrdy, X)]
> pila(x,y,z) se verifica si el bloque X esta sobre el y, el y sobre el zy el zsobre
la mesa
VxVyVz|pila(x,y, z) < sobréx,y) A sobrey,z) A sobre mesa&z)]|
® Propiedades:
» SizY,zes una pila entonces y no esta libre
Vx Yy Vz [pila(x,y,z) — —libre(y)]



Potencia expresiva de ladgica de primer orden

Representacion del mundo de los blogues con funciones e igualdad:
® Simbolizacion:
> es bloquéx) se verifica si X es un bloque.
> superiofx) es el bloque que estéa sobre el blogue X.
® Situacion del ejemplo:
es bloquda),es bloquéb),es bloquec), es bloqudd), es bloqude)
superiofb) = a, superiofc) = b, superiofe) = d
* Definiciones:
» sobre mesdx) se verifica si el bloque X esta sobre la mesa
VX [sobre mesax) < es bloquex) A =3y superiofy) = X
> libre(x) se verifica si el bloque X no tiene blogues encima
VX [libre(x) «» =3y superiofx) =y
> topegXx) es el bloque libre que esta encima de X
Vx| (libre(x) — topgX) = X)A

(—libre(x) — topgx) = topg superiofx)))]




Potencia expresiva de ladgica de primer orden

® Ejemplos de formalizacion:

>

vV v vy VY vV vV vV VY

La Tierra es un planeta: planetdTierra)

La Luna no es un planeta: —planetdLuna)

La Luna es un satélite: satélite(Luna)

La Tierra gira alrededor del Sol: gira(Tierra Sol)

Todo planeta es un satélite: VX [planet&x) — satélite(X)]

Todo planeta gira alrededor del Sol: Vx [planetéx) — gira(x, Sol)]
Algun planeta gira alrededor de la Luna: 3x [planetdx) A gira(x, Luna)]
Hay por lo menos un satélite: 3x satélite(X)

Ningun planeta es un satélite: —3x [planetdx) A satélite(X)]

Ningln objeto celeste gira alrededor de si mismo: —3X gira(X, X)



Potencia expresiva de ladgica de primer orden

® Ejemplos de formalizacion:
> Alrededor de los satélites no giran objetos: VX [satélite(X) — —3y gira(y, X)]
> Hay exactamente un satélite: Ix [satélite(X) A VY [satélite(y) — X =]
> La Luna es un satélite de la Tierra: satélite(Luna Tierra)
[Notar la sobrecarga de la relacion satélite]
Todo planeta tiene un satélite: VX [planetdx) — Jy satélite(y, X)]
La Tierra no tiene satélites: —~3x satélite(X, Tierra)
Algun planeta no tiene satélites: Ix [planetdx) A —3y satélite(y, X)]
Solo los planetas tienen satélites: VX |3y satélite(y, X) — planeta&x)]
Todo satélite es satélite de algun planeta:
VX [satélite(X) — Ty (planetay) A satélite(X,Y))]
» La Luna no gira alrededor de dos planetas diferentes:
—3x Jy [planet&x) A planetdy) A gira(Luna x) A gira(Luna y) AX # Y]
» Hay exactamente dos planetas:
dIx Jy [planetéx) A planetay) A X # yAVz [planetdz) — (z=XxVz=Y)]]

vV v vV VY



Lenguaje de primer orden

® Simbolos l6gicos:

» Variables: X,y,z,...,X1,X2,....
» Conectivas: —,\,V, —, <.

» Cuantificadores: V, 4.

» Simbolo de igualdad: =.

Simbolos propios:
» Simbolos de constantes: a,b,c,...,a;,ao,....
» Simbolos de predicado (con aridad): P, Q.R,....P.,P,,....

» Simbolos de funcién (con aridad): f,g.h,..., f1, o, .. ..
Simbolos auxiliares: “(”, )", “,”.
Notacion:

» L,Lq,Lo,... representan lenguajes de primer orden.
» Var representa el conjunto de las variables.

Los simbolos de predicados de aridad mayor que 1 se llaman de relaciones.



Ejemplos de lenguajes de primer orden

® Lenguaje del mundo de los blogues:

>
>

>

Simbolos de constantes: a,b,c,d, e

Simbolos de predicado (y de relacion):

— de aridad 1: sobre mesalibre, es bloque

— de aridad 2: sobrebaja encima

— de aridad 3: pila

Simbolos de funcién (de aridad 1): superiortope

® Lenguaje de la aritmética:

>
>

Simbolos de constantes: 0,1
Simbolos de funcion:

— monaria: S(siguiente)

— binarias: +, -

Simbolo de predicado binario: <



Terminos

Def. de término de un lenguaje de primer orden L.:
» Las variables son términos de L.

> Las constantes de L son términos de L.
» Si f es un simbolo de funcién n-ariade L y ty,...,t, son términos de L,
entonces f(t1,...,tn) es un término de L.
® Ejemplos:
> En el lenguaje de la aritmética,
* +(-(x,1),s(y)) es un término, que se suele escribir como (X-1) + s(Yy)
* +(-(X,<),s(y)) no es un término
> En el lenguaje del mundo de los bloques,
* superiofsuperiofc)) es un término.
* libre(superiofc)) no es un término.
® Notacion:
» S.1.11,10,... representan términos.
» Térm(L) representa el conjunto de los términos de L
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Formulas atbmicas

® Def. de férmula atémica de un lenguaje de primer orden L.:
» Sity yty sontérminos de L, entonces t; =ty es una férmula atdbmica de L.
» Si P es un simbolo de relacién n—ariade L y tq,...,t, son términos de L,
entonces P(t1,...,t,) es una férmula atémica de L.
®* Ejemplos:
» En el lenguaje de la aritmética,
* < (+(X,1),s(y)) es una férmula atémica que se suele escribir como
X-1<s(y)
* +(x,¥) =-(X,y) es una formula atémica que se suele escribir como
X+Yy=X-Yy
> En el lenguaje del mundo de los bloques,
* libre(superio(c)) es una férmula atémica.
* topegc) = superiofb) es una féormula atémica.
® Notacion:
> A B,A1, Ay, ... representan féormulas atbmicas.
> Atom(L) representa el conjunto de las férmulas atémicas de L.
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Formulas

® Definicion de las formulas de L:
» Las formulas atdbmicas de L son férmulas de L.
> SiF y Gson férmulas de L, entonces —F, (FAG), (FVG),(F—-G)y
(F <= G) son férmulas de L.
» SiF esunaférmula de L, entonces VX F y IX F son formulas de L.
® Ejemplos:
> En el lenguaje de la aritmética,
* VX3y < (X,¥) es una férmula que se escribe como VX 3y X<y
* VX3y + (X,¥) no es una formula.
> En el lenguaje del mundo de los bloques,
* VX (topgx) = X « libre(x)) es una férmula.
® Notacion:
» F.GH,F,F,...representan formulas.
» Form(L) representa el conjunto de las férmulas de L.
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Arboles de aralisis (o de formacbn)

VX (R(x,c) — P(1(y)))

/N

/\

VX
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Subformulas

* Def: El conjunto Subf(F) de las subférmulas de una féormula F se define
recursivamente por:

( {F}, si F es una formula atémica;
{F} USubf(G), siF =-G;
Subf(F) = ¢ {F}USubf(G) USubf(H), siF =GxH;
{F} USubf(G), siF =Vx G
\{F}USubf(G), siF =3IxG

®* Ejemplo:
Subf(Vx (R(x,c) — P(f(y)))) = 1 ¥X(R(x,c) = P(f(y))),
(R(x,c) — P(f(y))),
R(x,c),
P(f(y))}
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Criterios de reduccion de parentesis

® Pueden eliminarse los paréntesis externos.
F A G es una abreviatura de (F A G)

® Precedencia de asociaciéon de conectivas y cuantificadores: V,d,—, A, V, —, <.
VX P(X) — Q(X) es una abreviatura de (VX P(x)) — Q(X)

® Cuando una conectiva se usa repetidamente, se asocia por la derecha.

FVGVH es una abreviaturade (FV(GVH))

FAGAH — -FVG esunaabreviaturade ((FA(GAH))— (-FVG))
® Los simbolos binarios pueden escribirse en notacion infija.

X+Yy esunaabreviaturade +(X,Y)

X <Y esunaabreviaturade < (XY)
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Conjuntos de variables

® Def.. El conjunto de las variables del término t se define recursivamente por:

((D, si t es una constante;
V(t) = ¢ {x}, sit es una variable X;
(V(t)U---UV(tn), sites f(tg,... tn)

® Def.: El conjunto de las variables de la formula F se define recursivamente por:

(V(t1) UV(ty), si F esty =ty;
V(t)U---UV(ty), siF esP(ty,...,tn);
V(F) = < V(G), siFes -G; |
V(G)UV(H), si F es GxH;
V(G), si F es VX G,
V(G), siF es X G

® Ejemplos:
> El conjunto de las variables de VX (R(x,c) — P(f(y))) es {X,y}.
> El conjunto de las variables de VX (R(a,c) — P(f(y))) es {y}.
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Apariciones libres y ligadas

® Def.: Una aparicién (u ocurrencia) de la variable X en la féormula F es ligada si es
en una subférmula de F de la forma VX G 6 Ix G.

® Def.: Una aparicion (u ocurrencia) de la variable X en la férmula F es libre si no

es ligada.
®* Ejemplo: Las apariciones ligadas son las subrayadas:
VX (P(X) = R(x,y)) — (3y Py) = R(z X))
IXRX,Y) V'V P(y)

VX (P(X) — 3y R(X,y))
P(x) — R(x,y)
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Variables libres y ligadas

Def.: La variable X es libre en F si tiene una aparicion libre en F.
Def.: La variable X es ligada en F si tiene una aparicion ligada en F.
Prop.: El conjunto de las variables libres de una férmula F es:

(V(t1) UV(t2), si F esty =t
V(t1)U---UV(ty), siF esP(ty,...,tn);
VL | F —=G;
VL(F) = ¢ (G), s? es =G;
L(G)UVL(H), siF esGxH;
VL(G) \ {x}, si F es VX G;
| VL(G) \ {X}, siFesdxG
Ejemplo:
Formula Ligadas | Libres

VX (P(x) — R(X,y)) —

(Fy P(y) = R(x,2)) | X,y X, Y, Z

VX (P(x) — Jdy R(x,y))

XY

Vz (P(X) — R(X,Y))

X,y

18



Formulas cerradas y abiertas

® Formula cerradas:
» Def.: Una formula cerrada (o sentencia) es una formula sin variables libres.
> Ejemplos: VX (P(X) — Jdy R(X,y)) es cerrada.
IX R(x,y) V VY P(y) no es cerrada.
® Formulas abiertas:
» Def.. Una férmula abierta es una féormula con variables libres.
> Ejemplos: VX (P(X) — Jdy R(X,y¥)) no es abierta.
IX R(x,y) V VY P(y) es abierta.
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Semantica: Estructuras, asignaciones e interpretaciones

® Una estructura del lenguaje L es un par .# = (U, 1) tal que:
» U es un conjunto no vacio, denominado universo de la estructura;
» | es una funcidon con dominio el conjunto de simbolos propios de L tal que
* si Ces una constante de L, entonces | (C) € U;
* si f es un simbolo de funcién n-aria de L, entonces I (f) : U" — U;
* si P es un simbolo de relacién O-aria de L, entonces | (P) € {1,0};
* si Res un simbolo de relacién n-aria (n > 0) de L, entonces | (R) CU";

® Una asignacion A en una estructura (U, 1) es una funcién A: Var — U que hace
corresponder a cada variable del alfabeto un elemento del universo de la
estructura.

® Una interpretacion de L es un par (.#,A) formado por una estructura .# de Ly
una asignacion Aen .#.

® Notacion: A veces se usa para los valores de verdad V y F en lugarde 1y O.

20



Ejemplos de estructuras

Sea L el lenguaje de la aritmética cuyos simbolos propios son:
constante: O;

simbolo de funcidon monaria: S;
simbolo de funcién binaria: + vy
simbolo de relacion binaria: <

® Primera estructura de L:
Ui =N
11(0) =0
11(s) = {(n,n+1) :n e N} (sucesor)
l1(+) = {(a,b,a+b):a,be N} (suma)
11(<) ={(n,m):n,me N,n<m} (menor o igual)
® Segunda estructura de L:
Uo ={0,1}* (cadenas de Oy 1)
1>(0) = € (cadena vacia)
12(s) = {(w,wl) :we {0,1}*} (siguiente)
lo(+) = {(w1, W, Wiws) : w1, Wo € {0,1}*} (concatenacion)
(<) = {(wg,wo) - wy,wo € {0,1}* wy es prefijo de wo} (prefijo) 21



Ejemplos de estructuras

® Tercera estructura de L:
U3 = {abierto cerrado}
13(0) = cerrado
13(s) = {(abierto,cerrado), (cerradq abierto) }
13(+) = { (abiertq abierto abierto), (abierto,cerradqgabierto),
(cerrada abierto abierto), (cerrada cerrada cerrado) }

13(<) ={ (abierto abierto), (cerradq abierto), (cerradacerrado }

e |ls(s)(e
abierto | cerrado
cerrado| abierto
13(+) | abierto| cerrado 13(<) | abierto| cerrado
abierto | abierto| abierto abierto 1 0
cerrado| abierto | cerrado cerrado 1 1

22



Ejemplo de evaluacon de terminos

® Sean L el lenguaje de la pagina 21yt el término S(X+ S(0)).
> Si .7 eslaprimera estructura 'y A(X) = 3, entonces

IA(t) = Aa(s(x+5(0))) =5 (3+'d(0")) =
=3(3+'d(0) =5@B+'1)=
=5 (4) =5
» Si .7 eslasegunda estructura y A(X) = 10, entonces
IA(t) = Fa(s(x+5(0))) =5 (10+'5(0")) =
=5 (10+'d(g)) =5(10+'1) =

=5 (101 =1011
» Si .7 eslatercera estructura y A(X) = abierto, entonces
IA() = Fa(s(x+5(0))) — 5 (abierto+' s (0")) =

— S (abierto+' s'(cerrado)) = s (abierto+' abierto) =
— S (abierto) = cerrado



Evaluacion de terminos

* Def.: Dada una estructura .# = (U, 1) de L y una asignaciéon A en .7, se define
la funcién de evaluacion de términos .#p : Térm(L) — U por

(| (c), sit es una constante C;
Ia(t) = < AX), sit es una variable X;
\I(f)(jA(tl)w“ajA(tn))? SiteSf(t17°°°7tn)

* Zu(t) selee “el valor det en .# respecto de A”.

® Ejemplo: Sean L el lenguaje de la pagina 21, t el término S(+(X,5(0))), .# la
primera estructura 'y A(X) = 3.

Ia(t) = Ia(s(+(x,8(0)))) =1(8)(Ha(+(x,5(0)))) =
= 1(8)(1{(+)(Ha(X), Za(s(0)))) =) (I(+)(A(X),-#a(s(0)))) =
=1+ (3,1(9(#a(0))))  =H((+)(3B1(s)(1(0)))) =
=1(8)(1{(+)(3,1()(0))) =1(8)(1(+)(3,1)) =
=1(s)(4) =3
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Evaluacion de formulas

®* Def.: Dada una estructura .¢ =

(U,I) de L y una asignacion A sobre .7, se

define la funcién de evaluacion de férmulas .#p : Form(L) — B por

—SiF est] =1y,
—SiF es P(ty,...,

—Si F es =G,
—SiF es GxH,

—SiF es VX G,

—SiF es X G,

t),

Ia(F) =
Ia(F)
Ia(F) =
Ia(F)

(

H- (fA(tl) Ia(t2))
P (Aalts); -

- ZA(tn))

A(G))
In(G), Fa(H))

si para todo U € U se tiene
jA[x/u] (G) =1

en caso contrario

si existe algun u € U tal que
jA[x/u] (G) =1

en caso contrario

* Ia(F) se lee “el valor de F en .# respecto de A”.

25



Conceptos auxilares para la evaluacin de formulas

* La funcién de verdad de la igualdad en U es la funcién H_ : U2 — B definida por

H:(Ul, Uz) — {

® Funcién de verdad de una relacion: Si R es una relacién n—aria en U (i.e.
RC UM, entonces la funcién de verdad de R es la funcién Hg : U™ — B definida
por

HR(Ul,...,Un) — {

® Variante de una asignacion: Sea A una asignacion en la estructura (U, 1) y
u € U. Mediante A[x/u| se representa la asignacion definida por

Alx/ul(y) = {

1, siup=uy;
O, en caso contrario

1, si(up,...,un) ER;
O, en caso contrario

u, Sy es X;
A(y) siy es distinta de X

26



Ejemplo de evaluacon de formula

Evaluacion de Vx 3y P(X,Y) en la estructura .# = (U, 1) respecto de la asignacion
AtalesqueU ={1,2} el (P) =1{(1,1),(2,2)}

IA(VX Y P(XY)) =V & I (TY P(XY)) =V y a2 (3y P(X,Y))

Iax/1)(FY P(XY)) =V & Iap1y1PXY) =V 6 Fpns1y/2P(XY) =V
FawryPxy) =P(1,1)
=V
Luego, Fajx/1)(3y P(x,y)) = V.

Iax2/(3Y PXY)) =V & Fanay1PXY) =V 6 Aapgay2PXY) =V

Iaxs2y/2P(%y) =P'(2,2)
=V
Luego, Ap/2(3y P(Xy)) = V.

Por tanto, Za(Vx 3y P(x,y)) =V

V

27



Ejemplo de evaluacon de formulas

Ejemplo: Evaluacién de Vx g(g(x))
U={12}el(g9)=1{(1,2),(2,1)}.

= X en la estructura ¢ = (U, 1) tal que

Fa1(9(9(x) =x) =(d'(d' (1)) =1)
=(d'(2=1)
=(1=1)
=V

Iax/2(9(9(x) =x) =(d'(d'(2)) =2)
=(d'(1) =2
=(2=2)
=V

Por tanto, Za(Vx g(g(x)) =Xx) = V.

28



Dependencias en la evaluaon de formulas

Ejemplo de dependencia del universo: Sea G la formula ¥Yx 3y R(y, X), entonces

> Ia(G) =V, siendo . = (Z,1),l1(R) = <y Auna asignacién en .¥.

> Ia(G) =F, siendo .# = (N,1),I(R) = <y Auna asignacion en .7

Ejemplo de dependencia de la estructura: Sea G la férmula 3x Yy R(X,y),

entonces

> Ia(G) =V, siendo .# = (N,1),I(R) = <y Auna asignacioén en .7

> Ia(G) =F,siendo .# = (N,1),I(R) = >y Auna asignacién en .7

Ejemplo de dependencia de la asignacién: Sea G la formula Vy R(X,y),

entonces

> JA(G)
A(X)

> fA(G)
A(X)

V, siendo .# = (N,1),1(R) = <y Auna asignacioén en .# tal que

F, siendo .# = (N,1),1(R) = <y Auna asignacién en .# tal que

o | < |
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Evaluacion y variables libres

® Seatuntérminode L e .# una estructura de L.
» Si Ay B son dos asignaciones en . que coinciden sobre las variables de t,

entonces Aa(t) = #g(t).

> Sit no tiene variables, entonces .#a(t) = #g(t) para cualesquiera
asignaciones Ay B en .. Se suele escribir simplemente .# (t).

® Sea F unaférmula de L e .# una estructura de L.

» Si Ay B son dos asignaciones en . que coinciden sobre las variables libres
de F, entonces Za(F) = #g(F).

> SiF es cerrada, entonces Zp(F) = #g(F) para cualesquiera asignaciones
Ay Ben .Z. Se suele escribir simplemente .7 (F).
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Modelo de una Brmula

® Sean F una férmula de L e .# una estructura de L.
> (Z,A) es una realizacion de F si A es una asignacién en . tal que
Ia(F) = 1.
Se representa por %5 = F.
> # es un modelo de F si, para todo asignacion Aen ., Za(F) = 1.
Se representa por .# =F.

® Ejemplos: Sea .# = (N, ) una estructuratal que I (f) = + e l(g) = .

> Si A es una asignacién en .# tal que A(X) = A(y) = 2. entonces
Ia = F(xy) =a(xy).

> Si B es una asignacion en .# tal que B(X) = 1,B(y) = 2. entonces
B \7& f(X,y) — g(X,y),

> S E Y =a(xy)

- 7 EY) = F1X
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Satisfacibilidad y validez

® Def.: Sea F una férmula de L.
» F es valida si toda estructura de L es modelo de F
(i.e. para toda estructura .# de L y toda asignacion A en .7 se tiene que
In(F)=1).
Se representa por = F
» F es satisfacible si tiene alguna realizacién
(i.e. existe alguna estructura .# de L y alguna asignacion A en | tales que
In(F)=1).
» F es insatisfacible si no tiene ninguna realizacién
(i.e. para toda estructura .# de L y toda asignaciéon A en | se tiene que
In(F)=0).
®* Ejemplos:
> X P(X) vV Vx =P(X) es valida.
» Ix P(x) A 3x =P(X) es satisfacible, pero no es valida.
Ia(IX P(x) AIx =P(x)) = 1, siendo .# = ({a,b},l)
Ia(IX P(X) AIx =P(x)) = 1, siendo .¥ = ({a},l), |
> VX P(X) A 3x =P(X) es insatisfacible.

1(P)=1a}.
(P) = {a}.
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Satisfacibilidad y validez

* F esvdlida syss —F es insatisfacible.
F es valida
<> para toda estructura .# y toda asignacion A se tiene que Za(F) =1
<> para toda estructura .# y toda asignacion A se tiene que Za(—F) =0
<— —F es insatisfacible.

* SiF esvalida, entonces F es satisfacible.
F es vélida
— para toda estructura .# y toda asignacién A se tiene que Zp(F) =1
— existe una estructura .# y una asignacion A tales que Za(F) =1
—> F es satisfacible.

* F essatisfacible #= —F es insatisfacible.
Vx P(X) y =VX P(X) son satisfacibles.

® SeaF unaférmulade Ly Xy,...,X,las variables libres de F.
» F esvalida syss VX7 ...VX, F es valida. [Cierre universall.

» F es satisfacible syss dx1 ...dXn F es satisfacible. [Cierre existenciall.
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Modelo de un conjunto de brmulas

® Notacion: S, S, S, ... representaran conjuntos de formulas.
® Def.: Sean Sun conjunto de formulas de L e .# una estructura de L y A una
asignacion en .4 .
> (£,A) es una realizacion de Ssi A es una asignacion en .# tal que para
toda F € Sse tiene que Za(F) = 1.
Se representa por Yp = S
» ¢ es un modelo de Ssi para toda F € Sse tiene que . =F
(i.e. paratoda F € Sy toda asignacion Aen .7 se tiene Za(F) = 1).
Se representa por .# = S
® Ejemplos:
> SeaS={VyR(x.y), Vy f(x,y) =Vy}.
* (Z,A) con.? = (N,I),R =<, fl =+ A(X) = 0 es realizacion de S
* (Z,A) con.? =(N,I),R = <, fl =+, A(X) = 0no es realizacién de S
> SeaS={R(gy), f(ey) =V}
« #=N,)conR =<, fl =4, € =0es modelo de S
« #=N,l)conR = <, fl =+ € =0no es modelo de S
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Consistencia de un conjunto dedrmulas

® Def.: Sea Sun conjunto de férmulas de L.
» Ses consistente si Stiene alguna realizacion
(i.e. existe alguna estructura .# de L y alguna asignacion A en .¢ tales que,
paratoda F € S Ia(F) =1).
> Ses inconsistente si Sno tiene ninguna realizaciéon
(i.e. para toda estructura .# de L y toda asignacion A en .#, existe alguna
F € S tal que Ia(F) = 0).
®* Ejemplos:
» S={VWWRXY), Vy f(X,y) =y} es consistente.
(&,A) con .Z = (N,1),R = <, fl = 4, A(X) = O es realizacién de S
» S={P(x) — Q(x), Vy P(y), =Q(X) } es inconsistente.
®* Prop.: Sea Sun conjunto de férmulas cerradas de L. Entonces Ses consistente
syss Stiene algun modelo.
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Consecuenciadgica

® Def.: Sean F una férmula de L y Sun conjunto de férmulas de L.

» F es consecuencia lé6gica de Ssi todas las realizaciones de Slo son de F.

(i.e. para toda estructura .# de L y toda asignacion Aen .#,
si Zp = Sentonces Y = F).
Se representa por SE=F
» Se escribe G =F enlugarde {G} = F.
» Se escribe G [~ F enlugar de {G} [~ F.
® Ejemplos:
> VX P(x) = P(y)
> P(y) = VX P(x)
(£, A) con.# = (U,1),U ={1,2},P' = {1}, A(y) =
> {"x(P(x) = Q(x)), P(c)} = Q(c)
> {vx (P (X) Q(x)), Q(c)} [~ P(c)
(&,A) con . = (U,I) U={12},cd =1P ={2},Q' ={1,2}.
> {¥x(P(x) = Q(x)), =Q(c)} = —P(c)
> {P(c), =P(d)} |= C# d
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Consecuenciadgica e inconsistencia

* SE F syss SU{—F} es inconsistente.

SEF

<—> para toda estructura .# de L y toda asignaciéon Aen .¢,
si, paratodo G € § #a(G) = 1 entonces Aa(F) = 1.

<—> para toda estructura .# de L y toda asignacion Aen .¢,
si, paratodo G € S Z5(G) = 1 entonces Za(—F) =0.

<—> para toda estructura .# de L y toda asignacion Aen .¢,
existe alguna H € SU{—=F} tal que Za(H) = 0.

<= SU{—F} es inconsistente.

®* Sean F una férmula cerrada de L y Sun conjunto de formulas cerradas de L.

Entonces, son equivalentes
» F es consecuencia légica de S
» todos los modelos de Slo son de F.
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Equivalencia logica

* Def.: Sean F y G férmulas de L. F y G son equivalentes si para toda estructura
# de Ly toda asignacion Aen .#, Za(F) = Za(G).
Se representa por F = G.
®* Ejemplos:
> P(x) Z P(y).
7 =({1,2},1)con P = {1} y A(X) = 1,A(y) = 2
> VX P(X) =Vy P(y).
> VX (P(X) AQ(X)) = WX P(X) A VX Q(X).
> X (P(X) AQ(X)) £ Ix P(X) A Ix Q(X).
S =({L2},)conP' = {1} y Q' = {2}.
®* Propiedades: Sean F y G férmulas cerradas de L.
» F=Gsyss =F < G.
» F=GsyssF =EGyGEF.
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