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Sustituciones

Def.: Una sustitucion o (de L) es una aplicacién o : Var — Térm(L).
Notacion: [x1/t1,X2/t2,...,%n/tn] representa la sustituciéon o definida por
ti, siXxesX;
o(x) = .
X, SiXée {Xg,...,%n}
Ejemplo: [x/s(0),y/x+Y] la sustitucién o de Var en los términos de la
aritmética definida por
o(x) = 8(0),0(y) = Xx-+yy 0(2) = zpara z€ Var\ {x,y}
Notacion: g, 0y, 0o, ... representaran sustituciones.

Aplicacion de sustituciones aérminos

Def.: t[x1/t1,...,%n/tn] es el término obtenido sustituyendo ent las apariciones
de X por t;.
Def.: La extension de 0 a términos es la aplicacion o : Térm(L) — Térm(L)
definida por
c, sit es una constante C;
to=1< o(x), sit es una variable X;
f(tio,...,tho), sites f(ty,...,th)
Ejemplo: Si 0 = [x/f(y,a),y/Z], entonces
> ao = a, donde a es una constante.
wo = w, donde W es una variable distinta de X e y.
h(a,x,w)o = h(ag,xo,wo) = h(a, f(y,a),w)
f(xy)o = f(xo,yo) = f(f(y,a),2)
h(a, f(xy),w)a = h(ao, T (xy)a,wa) = h(a, (f(y,a),2),w)

vV vyYyyewy

Aplicacion de sustituciones adrmulas

Def.: F[X1/t1,...,Xn/tn] €s la férmula obtenida sustituyendo en F las
apariciones libres de X; por t;.

Def.: La extension de o a férmulas es la aplicaciéon o : Férm(L) — Férm(L)
definida por

P(t10,...,th0), siF eslaférmula atomica P(ts,...,t);
t10 =to0, si F eslaformulat; =to;
Fo=<{ -(Go), si F es =G;
GoxHa, siF es GxH;
(QX)(Goy), siF es (Qx)Gy Qe {V,3}

donde 0y es la sustitucion definida por

oY) = X, siyesx;
W)= o(y), siyesdistintade X’
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Ejemplos de aplicacon de sustituciones adrmulas

* Ejemplos: Si 0 = [x/f(y),y/b], entonces
> (VX(Q(X) = R(x,Y)))o =Vx((Q(X) — R(x,y))0x)
= VX(Q(X)ax — R(X,Y)0x)
=¥X(Q(X) — R(x,b))
> (Q(X) = VXR(x,y))o = Q(X)o — (VXR(X,y))o
= Q(f(y)) — ¥X(R(x,y)ox)
=Q(f(y)) — VxR(x,b)
> (YX(Q(X) — VYR(X,Y)))0o = Vx((Q(x) — VYR(X,Y))0x)
= Vx(Q(x)ox — (VYR(X,Y))0x)
= X(Q(X) — VY(R(X,Y) Oxy))
=VX(Q(x) — VYR(xY))

Sustituciones libres

¢ Def.: Una sustitucion se denomina libre para una férmula cuando todas las
apariciones de variables introducidas por la sustitucién en esa férmula resultan
libres.
® Ejemplos:
> [y/X] no es libre para IX(X < y)
IX(X < Y)]y/X] = IX(X < X)
> [y/9(y)] es libre para Vx(P(x) — Q(x, f(y)))
YX(P(x) — Q(x, f(¥)))[y/9(y)] = ¥x(P(x) — Q(x, f(g(y))))
> [y/g(X)] no es libre para Vx(P(x) — Q(X, f(y)))
YX(P(x) — Q(x, f(y))ly/9()] = Vx(P(x) — Q(x, f(9(x))))

® Convenio: Al escribir Fo supondremos que 0 es libre para F.

Regla de eliminacon del cuantificador universal

¢ Regla de eliminacion del cuantificador universal:
VxF
Ve
Fx/t]
donde [x/t] es libre para F.

® Nota: Analogia con Ae1 y Aeo.
* Ejemplo: P(c), VX[P(x) — —Q(X)] - —Q(c)

1 P(c) premisa
2 X(P(x) — =Q(x)) premisa
3 P(c)—Q(c) Ve 2

4 Q(c) —e 31

* Nota: VxAy(x <y) F3y(y < ).

Regla de introduccbn del cuantificador universal

Xo

Fx/x)

Vi
VXF
donde Xg es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.

® Nota: Analogia con Ai.
* Ejemplo: VX[P(x) — =Q(X)], VXP(x) i ¥Vx—Q(X)

1 WX(P(x) — —Q(X)) premisa
2 WxP(x) premisa
3 actual Xo supuesto
4 P(x0) — —Qx) Vel3

5 P(x) Ve 2,3

6 Q(xo) —e4,5
7 Vx=Q(X) Vi3—6



Regla de introduccibn del cuantificador existencial Equivalencias

® Regla de introduccion del cuantificador existencial: ® Sean F y Gférmulas.
F [X/t] [1(&)] —-VXF = Ix—-F
3 [1(b)] =3XF = VXx—F
=X ® Sean F y G férmulas y X una varible no libre en G.
donde [X/t] es libre para F. [2(a)] VXF A G = VX(F AG)
® Nota: Analogia con Viy y Vip. [2(b)] VXF vV G = ¥X(F vV G)
* Ejemplo 3: ¥XP(x) - IxP(x) [2(c)] IXFAG = 3IX(F AG)
1 VxP(x) premisa [2(d)] IxF Vv G = 3x(F vV G)
® Sean F y G férmulas.
2 P(x) Vel [3(a)] VXF A VXG = WX(F A G)
3 IxP(x) Fi2 [3(b)] IXF VvV IXG=3Ix(F vG)

Sean F y G férmulas.
[4(a)] VXVYF = VyVXF
[4(b)] IXTYF = Jy3IxF

Regla de eliminacon del cuantificador existencial Equivalencia 1(a)—
Xo F[X/Xo] —VXP(X) - 3x-P(x)
: 1 —VXP(x) premisa
IxF G 2  —3x-P(X) supuesto
Je 3 actual Xy  supuesto
donde Xg es urla variable nueva, que no aparece fuera de la caja. p—T supuesto
® Nota: Analogia con Ve.
* Ejemplo: WX[P(x) — Q(X)], IxXP(x) - IxQ(X) 5 Ix=P(x) di43
1 Wx(P(X) — Q(x)) premisa 6 L -e2,5
2 3IxP(x) premisa 7 P(xo) RAA4-6
3 actual Xo,P(Xp)  supuesto 8 VxP(x) Vi3—7
4 P(x)—Qx) Vel3 9 1 -e1,8
5 Q(xo) —ed,3 10 Ix-P(x) RAA2-9
6  IxQ(x) Ji5
7

IXQ(X) Je2,3-6 ”



Equivalencia 1(a)«+

Ix=P(x) F =VxP(x)

1 Ix=P(x) premisa

2 =WXP(x) supuesto
3 actual Xp,—P(Xg) supuesto
4 YXP(x) ——e 2

5 P(x) Ve 4

6 L —-e 3,5

7 L Je1,3-6
8 —VxP(x) RAA2 -7

Equivalencia 1(a)«

—VXP(x) = Ix-P(X)

1 —WxP(x) supuesto

2 Ix=P(x) Lema1l(a) —
3 VXP(X) — Ix-P(x) —il-2

4 3Ix-P(x) supuesto

5 —VxP(X) Lema 1(a) «
6 Ix-P(X) — —-VxP(x) —i4—5

7 VXP(X) < Ix-P(x) «i3,6

Equivalencia 3(a)—

VX(P(X) A Q(X)) F VXP(X) A VXQ(X)

1 WX(P(X)AQ(X)) premisa
2 actual Xg supuesto
3 P(x)AQ(x)  Vel?2

4 P(x) Ne 3

5 VxP(x) Vi2—4
6 actual X1 supuesto
7 P(x1) AQ(x1) Ve 1,6

8 Q(x1) Ne 7

9 WxQ(x) Vie—8

10 WXP(x) AVXQ(X) Ai5,9
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Equivalencia 3(a)«

VXP(X) A VXQ(X) F WX(P(X) A Q(X))

1 WXP(X) AVXQ(X) premisa
2 actual Xg supuesto
3 WxP(x) Ne 1l

4 P(xo) Ve 3,2

5 VxQ(x) Nel

6 Q(xo) Ne 5

7 P(X0) A Q(x0) N 4.6

8 W(P(X)AQ(x)) Vi2—7
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Equivalencia 3(a)«

VX(P(X) A Q(X)) = YXP(x) A VXQ(X)

1 WX(P(X) AQ(X)) supuesto

2 VXP(x) AVXQ(X) Lema 3(a) —
3 WX(P(X) AQ(X)) — VXP(X) AVXQ(X) —il—2

4 VxP(x) AVXQ(X) supuesto

5 Yx(P(X) AQ(X)) Lema 3(a) «
6 WXP(X) AVXQ(X) — VX(P(X) AQ(X)) —i4—5

7 WX(P(X) AQ(X)) « WXP(X) AVXQ(X) i 3,6

Equivalencia 3(b) —

IXP(x) v IxQ(X) F IX(P(x) V Q(X))
1 3IxP(x)V3IxQ(X) premisa
2 3IxP(x) supuesto
3 actual Xp,P(Xp)  supuesto
4 P(o)VQ(o) Vi3
5 IXP(Xx)VvQ(x) 343
6 IX(P(X)VQ(x)) Fe2,3-5
7 3IXQ(x) supuesto
8 actual X1,Q(x1) supuesto
9 P(x))VQ(x4)  Vi8
10 X(PX)VQ(x) 39,8
11 IX(P(x)vQ(x)) Je7,8—10

12 3x(P(x) V

Q(
Q(

X))

Vle,2—-6,7—11
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Equivalencia 3(b)

IX(P(x) vV Q(x)) F IxP(x) vV IxQ(X)

1 3Ix(P(x)VQ(x)) premisa

2 actual Xo, P(X0) VQ(Xo) supuesto

3 P(x) supuesto

4 3IXP(x) 3i 3,2

5  3IxP(x) v IXQ(x) Vid

6 Q(xo) supuesto

7 3IxQ(x) Ji 6,2

8 EXP(X) V IXQ(x) Vi7

9 IxP(x) Vv 3IxQ(x) Ve2,3—-56-8

10 3IxP(x) v 3IxQ(x) Jel1,2—-9
Equivalencia 3(b) —
IXP(X) v 3xQ(x) = IX(P(x) vV Q(X))

1 3IxP(x) Vv 3IxQ(X) supuesto

2 3IX(P(x) VQ(X)) Lema 3(b) —

3 3IxP(x) vV 3IxQ(x) — IX(P(x) VQ(x)) —il—2

4 3IX(P(x) vQ(X)) supuesto

5  3IxP(x) vV IxQ(X) Lema 3(b) «—

6  IX(P(X)VQ(X)) — IXP(x) VIXQ(X) —id—5

7 3IXP(x) vV 3IXQ(X) < IX(P(X) VQ(X)) «i3,6
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Equivalencia 4(b) —

IIYP(x,y) F JyIxP(X,y)

1 3Ix3yP(x,y) premisa

2 actual Xo, JyP(Xo,Y) supuesto

3 actual o, P(X0,Yo)  supuesto

4 3IXP(X,Yo) J3i3.2,2.1

5 3yIxP(x,y) Ji4,3.1

6 3Jy3IxP(x,y) Je2.2,3-5

7 3y3IXP(x,y) Jel1,2-6
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Equivalencia 4(b) —
IxIyP(x,y) = FyIXP(X,y)

1 Ix3yP(x,y) supuesto

2 JyaxP(x,y) Lema 4(b) —

3 IIYP(x,y) — JyIXP(x,y) —il-2

4 JyIxP(x,y) supuesto

5  3I3yP(x,y) Lema 4(b) —

6 JyIxP(x,y) — 3Ix3yP(x,y) —id4—5

7 IAYP(Xy) < JyIXP(X,y) «i3,6
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Regla de eliminacon de la igualdad

® Regla de eliminacion de la igualdad:
th=t Flx/t]
Fix/t]
donde [x/t1] y [X/t2] son libres para F.
® Ejemplo:
1 (x+1)=(1+x)
2 (X+1>1)— (x+1>0) premisa
3 (14+x>1)— (1+x>0) =el2
® Ejemplo: ty =ty,tro =t31t; =13

premisa

1 ty=ty, premisa
2 ty=t3 premisa
3 t1=t3 =e2,1

Regla de introduccibn de la igualdad

® Regla de introduccion de la igualdad:
i
t=t
° Ejemplo:ty =t Fto=t;
1 ty=ty, premisa
2 t1=ty =i
3 th=t3 =el?2
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Tableros senanticos: Formulas gamma y delta

® Las formulas gamma, junto con sus componentes, son

VXF | F[x/t]  (cont un término basico)
—3xF | =F[x/t] (cont un término basico)

® Las férmulas delta, junto con sus componentes, son

IxF | F[x/a]  (con auna nueva constante)

—VXF | =F[x/a] (con auna nueva constante)
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Ejemplo de consecuencia mediante tablero seaticos

{vX[P(x) = Q(X)],3xP(x)} F-1ap IXQ(X)

1 wx[P(x) — Q)]

2 IxP(x)

3 —3IxQ(X)

4 P(a) (2)

5 P(a)—Q(a) (1)

6 -P(a) (5) 7 Q@) (9
Cerrada 8 —Q(a) (3)
(6y4) Cerrada
(7y8)
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Ejemplo de consecuencia mediante tableros sémticos

{vX[P(X) = Q(X)], YX[Q(X) — R(X)]} Frab YX[P(X) — R(X)]

00 ~NO O WN P

9-P(a) (7)
Cerrada (5-9)

11 -Q(a) (8) 12 R(a) (8)
Cerrada (10-11) Cerrada (6-12) 27

10Q(a) (7)

Ejemplo de no consecuencia mediante tablero

VX[P(x) V Q(X)] £ ¥XP(x) V VxQ(X)

1 x[P(x) VQ(X)]
—(VXP(X) V VXQ(x))
—VXxP(X) (2)
—vxQ(x) (2)
—P(a) (3)
—Q(b) (4)
P(a)vQ(a) (1)
P(b) vQ(b) (1)

00N O WN

9P(a) (7) 10Q(a) (7)
Cerrada (5—9%\
11P(b) (8) 12Q(b) (8)
Abierta Cerrada (6-12)
Contramodelo: U = {a,b},I(P) = {b},1(Q) = {a}. 28
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