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Sustituciones

• Def.: Una sustitución σ (de L) es una aplicación σ : Var→ Térm(L).
• Notación: [x1/t1,x2/t2, . . . ,xn/tn] representa la sustitución σ definida por

σ(x) =

{

ti , si x es xi ;

x, si x /∈ {x1, . . . ,xn}

• Ejemplo: [x/s(0),y/x+y] la sustitución σ de Var en los términos de la
aritmética definida por

σ(x) = s(0),σ(y) = x+y y σ(z) = z para z∈ Var\{x,y}
• Notación: σ ,σ1,σ2, . . . representarán sustituciones.
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Aplicación de sustituciones a t́erminos

• Def.: t[x1/t1, . . . ,xn/tn] es el término obtenido sustituyendo en t las apariciones
de xi por ti .

• Def.: La extensión de σ a términos es la aplicación σ : Térm(L)→ Térm(L)
definida por

tσ =











c, si t es una constante c;

σ(x), si t es una variable x;

f (t1σ , . . . , tnσ), si t es f (t1, . . . , tn)

• Ejemplo: Si σ = [x/ f (y,a),y/z], entonces
◮ aσ = a, donde a es una constante.
◮ wσ = w, donde w es una variable distinta de x e y.
◮ h(a,x,w)σ = h(aσ ,xσ ,wσ) = h(a, f (y,a),w)
◮ f (x,y)σ = f (xσ ,yσ) = f ( f (y,a),z)
◮ h(a, f (x,y),w)σ = h(aσ , f (x,y)σ ,wσ) = h(a, f ( f (y,a),z),w)
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Aplicación de sustituciones a f́ormulas

• Def.: F[x1/t1, . . . ,xn/tn] es la fórmula obtenida sustituyendo en F las
apariciones libres de xi por ti .

• Def.: La extensión de σ a fórmulas es la aplicación σ : Fórm(L)→ Fórm(L)
definida por

Fσ =































P(t1σ , . . . , tnσ), si F es la fórmula atómica P(t1, . . . , tn);

t1σ = t2σ , si F es la fórmula t1 = t2;

¬(Gσ), si F es ¬G;

Gσ ∗Hσ , si F es G∗H;

(Qx)(Gσx), si F es (Qx)G y Q∈ {∀,∃}
donde σx es la sustitución definida por

σx(y) =

{

x, si y es x;

σ(y), si y es distinta de x
.
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Ejemplos de aplicacíon de sustituciones a f́ormulas

• Ejemplos: Si σ = [x/ f (y),y/b], entonces
◮ (∀x(Q(x)→ R(x,y)))σ = ∀x((Q(x)→ R(x,y))σx)

= ∀x(Q(x)σx→ R(x,y)σx)

= ∀x(Q(x)→ R(x,b))

◮ (Q(x)→∀xR(x,y))σ = Q(x)σ → (∀xR(x,y))σ
= Q( f (y))→∀x(R(x,y)σx)

= Q( f (y))→∀xR(x,b)

◮ (∀x(Q(x)→∀yR(x,y)))σ = ∀x((Q(x)→∀yR(x,y))σx)

= ∀x(Q(x)σx→ (∀yR(x,y))σx)

= ∀x(Q(x)→∀y(R(x,y)σxy))

= ∀x(Q(x)→∀yR(x,y))
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Sustituciones libres

• Def.: Una sustitución se denomina libre para una fórmula cuando todas las
apariciones de variables introducidas por la sustitución en esa fórmula resultan
libres.

• Ejemplos:
◮ [y/x] no es libre para ∃x(x < y)

∃x(x < y)[y/x] = ∃x(x < x)
◮ [y/g(y)] es libre para ∀x(P(x)→Q(x, f (y)))

∀x(P(x)→Q(x, f (y)))[y/g(y)] = ∀x(P(x)→Q(x, f (g(y))))
◮ [y/g(x)] no es libre para ∀x(P(x)→Q(x, f (y)))

∀x(P(x)→Q(x, f (y)))[y/g(x)] = ∀x(P(x)→Q(x, f (g(x))))
• Convenio: Al escribir Fσ supondremos que σ es libre para F .
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Regla de eliminacíon del cuantificador universal

• Regla de eliminación del cuantificador universal:

∀xF
∀e

F [x/t]

donde [x/t] es libre para F .
• Nota: Analogía con ∧e1 y ∧e2.
• Ejemplo: P(c),∀x[P(x)→¬Q(x)] ⊢ ¬Q(c)

1 P(c) premisa

2 ∀x(P(x)→¬Q(x)) premisa

3 P(c)→Q(c) ∀e 2

4 Q(c) →e 3,1

• Nota: ∀x∃y(x < y) 6⊢ ∃y(y < y).
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Regla de introduccíon del cuantificador universal

x0
...

F[x/x0]
∀i

∀xF
donde x0 es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.
• Nota: Analogía con ∧i.
• Ejemplo: ∀x[P(x)→¬Q(x)],∀xP(x) ⊢ ∀x¬Q(x)

1 ∀x(P(x)→¬Q(x)) premisa

2 ∀xP(x) premisa

3 actual x0 supuesto

4 P(x0)→¬Q(x0) ∀e 1,3

5 P(x0) ∀e 2,3

6 Q(x0) →e 4,5

7 ∀x¬Q(x) ∀i 3−6
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Regla de introduccíon del cuantificador existencial

• Regla de introducción del cuantificador existencial:

F [x/t]
∃i

∃xF

donde [x/t] es libre para F .
• Nota: Analogía con ∨i1 y ∨i2.
• Ejemplo 3: ∀xP(x) ⊢ ∃xP(x)

1 ∀xP(x) premisa

2 P(x0) ∀e 1

3 ∃xP(x) ∃i 2
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Regla de eliminacíon del cuantificador existencial

∃xF

x0 F[x/x0]
...

G
∃e

G
donde x0 es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.
• Nota: Analogía con ∨e.
• Ejemplo: ∀x[P(x)→Q(x)],∃xP(x) ⊢ ∃xQ(x)

1 ∀x(P(x)→Q(x)) premisa

2 ∃xP(x) premisa

3 actual x0,P(x0) supuesto

4 P(x0)→Q(x0) ∀e 1,3

5 Q(x0) →e 4,3

6 ∃xQ(x) ∃i 5

7 ∃xQ(x) ∃e 2,3−6
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Equivalencias

• Sean F y G fórmulas.
[1(a)] ¬∀xF ≡ ∃x¬F
[1(b)] ¬∃xF ≡ ∀x¬F

• Sean F y G fórmulas y x una varible no libre en G.
[2(a)] ∀xF∧G≡ ∀x(F ∧G)
[2(b)] ∀xF∨G≡ ∀x(F ∨G)
[2(c)] ∃xF∧G≡ ∃x(F ∧G)
[2(d)] ∃xF∨G≡ ∃x(F ∨G)

• Sean F y G fórmulas.
[3(a)] ∀xF∧∀xG≡ ∀x(F ∧G)
[3(b)] ∃xF∨∃xG≡ ∃x(F ∨G)

• Sean F y G fórmulas.
[4(a)] ∀x∀yF ≡ ∀y∀xF
[4(b)] ∃x∃yF ≡ ∃y∃xF
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Equivalencia 1(a)→

¬∀xP(x) ⊢ ∃x¬P(x)

1 ¬∀xP(x) premisa

2 ¬∃x¬P(x) supuesto

3 actual x0 supuesto

4 ¬P(x0) supuesto

5 ∃x¬P(x) ∃i 4,3

6 ⊥ ¬e 2,5

7 P(x0) RAA 4−6

8 ∀xP(x) ∀i 3−7

9 ⊥ ¬e 1,8

10 ∃x¬P(x) RAA 2−9
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Equivalencia 1(a)←

∃x¬P(x) ⊢ ¬∀xP(x)

1 ∃x¬P(x) premisa

2 ¬¬∀xP(x) supuesto

3 actual x0,¬P(x0) supuesto

4 ∀xP(x) ¬¬e 2

5 P(x0) ∀e 4

6 ⊥ ¬e 3,5

7 ⊥ ∃e 1,3−6

8 ¬∀xP(x) RAA 2−7
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Equivalencia 1(a)↔

¬∀xP(x)≡ ∃x¬P(x)

1 ¬∀xP(x) supuesto

2 ∃x¬P(x) Lema 1(a) →

3 ¬∀xP(x)→∃x¬P(x) →i 1−2

4 ∃x¬P(x) supuesto

5 ¬∀xP(x) Lema 1(a) ←

6 ∃x¬P(x)→¬∀xP(x) →i 4−5

7 ¬∀xP(x)↔∃x¬P(x) ↔i 3,6
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Equivalencia 3(a)→

∀x(P(x)∧Q(x)) ⊢ ∀xP(x)∧∀xQ(x)

1 ∀x(P(x)∧Q(x)) premisa

2 actual x0 supuesto

3 P(x0)∧Q(x0) ∀e 1,2

4 P(x0) ∧e 3

5 ∀xP(x) ∀i 2−4

6 actual x1 supuesto

7 P(x1)∧Q(x1) ∀e 1,6

8 Q(x1) ∧e 7

9 ∀xQ(x) ∀i 6−8

10 ∀xP(x)∧∀xQ(x) ∧i 5,9
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Equivalencia 3(a)←

∀xP(x)∧∀xQ(x) ⊢ ∀x(P(x)∧Q(x))

1 ∀xP(x)∧∀xQ(x) premisa

2 actual x0 supuesto

3 ∀xP(x) ∧e 1

4 P(x0) ∀e 3,2

5 ∀xQ(x) ∧e 1

6 Q(x0) ∧e 5

7 P(x0)∧Q(x0) ∧i 4,6

8 ∀x(P(x)∧Q(x)) ∀i 2−7
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Equivalencia 3(a)↔

∀x(P(x)∧Q(x))≡ ∀xP(x)∧∀xQ(x)

1 ∀x(P(x)∧Q(x)) supuesto

2 ∀xP(x)∧∀xQ(x) Lema 3(a) →

3 ∀x(P(x)∧Q(x))→∀xP(x)∧∀xQ(x) →i 1−2

4 ∀xP(x)∧∀xQ(x) supuesto

5 ∀x(P(x)∧Q(x)) Lema 3(a) ←

6 ∀xP(x)∧∀xQ(x)→∀x(P(x)∧Q(x)) →i 4−5

7 ∀x(P(x)∧Q(x))↔∀xP(x)∧∀xQ(x) ↔i 3,6
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Equivalencia 3(b)→

∃xP(x)∨∃xQ(x) ⊢ ∃x(P(x)∨Q(x))

1 ∃xP(x)∨∃xQ(x) premisa

2 ∃xP(x) supuesto

3 actual x0,P(x0) supuesto

4 P(x0)∨Q(x0) ∨i 3

5 ∃x(P(x)∨Q(x)) ∃i 4,3

6 ∃x(P(x)∨Q(x)) ∃e 2,3−5

7 ∃xQ(x) supuesto

8 actual x1,Q(x1) supuesto

9 P(x1)∨Q(x1) ∨i 8

10 ∃x(P(x)∨Q(x)) ∃i 9,8

11 ∃x(P(x)∨Q(x)) ∃e 7,8−10

12 ∃x(P(x)∨Q(x)) ∨1e ,2−6,7−11
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Equivalencia 3(b)←

∃x(P(x)∨Q(x)) ⊢ ∃xP(x)∨∃xQ(x)

1 ∃x(P(x)∨Q(x)) premisa

2 actual x0, P(x0)∨Q(x0) supuesto

3 P(x0) supuesto

4 ∃xP(x) ∃i 3,2

5 ∃xP(x)∨∃xQ(x) ∨i 4

6 Q(x0) supuesto

7 ∃xQ(x) ∃i 6,2

8 ∃xP(x)∨∃xQ(x) ∨i 7

9 ∃xP(x)∨∃xQ(x) ∨e 2,3−5,6−8

10 ∃xP(x)∨∃xQ(x) ∃e 1,2−9
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Equivalencia 3(b)↔

∃xP(x)∨∃xQ(x)≡ ∃x(P(x)∨Q(x))

1 ∃xP(x)∨∃xQ(x) supuesto

2 ∃x(P(x)∨Q(x)) Lema 3(b) →

3 ∃xP(x)∨∃xQ(x)→∃x(P(x)∨Q(x)) →i 1−2

4 ∃x(P(x)∨Q(x)) supuesto

5 ∃xP(x)∨∃xQ(x) Lema 3(b) ←

6 ∃x(P(x)∨Q(x))→∃xP(x)∨∃xQ(x) →i 4−5

7 ∃xP(x)∨∃xQ(x)↔∃x(P(x)∨Q(x)) ↔i 3,6
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Equivalencia 4(b)→

∃x∃yP(x,y) ⊢ ∃y∃xP(x,y)

1 ∃x∃yP(x,y) premisa

2 actual x0, ∃yP(x0,y) supuesto

3 actual y0, P(x0,y0) supuesto

4 ∃xP(x,y0) ∃i 3.2,2.1

5 ∃y∃xP(x,y) ∃i 4,3.1

6 ∃y∃xP(x,y) ∃e 2.2,3−5

7 ∃y∃xP(x,y) ∃e 1,2−6
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Equivalencia 4(b)↔

∃x∃yP(x,y)≡ ∃y∃xP(x,y)

1 ∃x∃yP(x,y) supuesto

2 ∃y∃xP(x,y) Lema 4(b)→

3 ∃x∃yP(x,y)→∃y∃xP(x,y) →i 1−2

4 ∃y∃xP(x,y) supuesto

5 ∃x∃yP(x,y) Lema 4(b)→

6 ∃y∃xP(x,y)→∃x∃yP(x,y) →i 4−5

7 ∃x∃yP(x,y)↔∃y∃xP(x,y) ↔i 3,6
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Regla de eliminacíon de la igualdad

• Regla de eliminación de la igualdad:

t1 = t2 F [x/t1]
= e

F [x/t2]

donde [x/t1] y [x/t2] son libres para F .
• Ejemplo:

1 (x+1) = (1+x) premisa

2 (x+1 > 1)→ (x+1 > 0) premisa

3 (1+x > 1)→ (1+x > 0) =e 1,2

• Ejemplo: t1 = t2, t2 = t3 ⊢ t1 = t3

1 t1 = t2 premisa

2 t2 = t3 premisa

3 t1 = t3 =e 2,1
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Regla de introduccíon de la igualdad

• Regla de introducción de la igualdad:

= i
t = t

• Ejemplo: t1 = t2 ⊢ t2 = t1

1 t1 = t2 premisa

2 t1 = t1 =i

3 t2 = t1 =e 1,2
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Tableros seḿanticos: Fórmulas gamma y delta

• Las fórmulas gamma, junto con sus componentes, son

∀xF F[x/t] (con t un término básico)

¬∃xF ¬F[x/t] (con t un término básico)

• Las fórmulas delta, junto con sus componentes, son

∃xF F[x/a] (con a una nueva constante)

¬∀xF ¬F[x/a] (con a una nueva constante)
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Ejemplo de consecuencia mediante tablero seḿanticos

{∀x[P(x)→Q(x)],∃xP(x)} ⊢Tab∃xQ(x)

1 ∀x[P(x)→Q(x)]

2 ∃xP(x)

3 ¬∃xQ(x)

4 P(a) (2)

5 P(a)→Q(a) (1)

�
�

�
��

H
H

H
HH

6 ¬P(a) (5)

Cerrada

(6 y 4)

7 Q(a) (5)

8 ¬Q(a) (3)

Cerrada

(7 y 8)
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Ejemplo de consecuencia mediante tableros semánticos

{∀x[P(x)→Q(x)],∀x[Q(x)→ R(x)]} ⊢Tab∀x[P(x)→ R(x)]

1 ∀x[P(x)→Q(x)]

2 ∀x[Q(x)→ R(x)]

3 ¬∀x[P(x)→ R(x)]

4 ¬(P(a)→ R(a)) (3)

5 P(a) (4)

6 ¬R(a) (4)

7 P(a)→Q(a) (1)

8 Q(a)→ R(a) (2)

�
�

�
�

�

H
H

H
H

H

9 ¬P(a) (7)

Cerrada (5–9)

10 Q(a) (7)

�
�

�
��

H
H

H
HH

11 ¬Q(a) (8)

Cerrada (10–11)

12 R(a) (8)

Cerrada (6–12)
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Ejemplo de no consecuencia mediante tablero
∀x[P(x)∨Q(x)] 6|= ∀xP(x)∨∀xQ(x)

1 ∀x[P(x)∨Q(x)]

2 ¬(∀xP(x)∨∀xQ(x))

3 ¬∀xP(x) (2)

4 ¬∀xQ(x) (2)

5 ¬P(a) (3)

6 ¬Q(b) (4)

7 P(a)∨Q(a) (1)

8 P(b)∨Q(b) (1)

�
�

��

H
H

HH

9 P(a) (7)

Cerrada (5–9)

10 Q(a) (7)

�
�

�
�

H
H

H
H

11 P(b) (8)

Abierta

12 Q(b) (8)

Cerrada (6–12)

Contramodelo: U = {a,b}, I(P) = {b}, I(Q) = {a}.
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