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I—Sustituciones

Tema 4: Deduccion natural en logica de primer orden

1. Sustituciones
Definicién de sustitucion
Aplicacién de sustituciones a términos
Aplicacién de sustituciones a féormulas
Sustituciones libres
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I—Sustituciones

I—Definicic’m de sustitucién

Sustituciones

» Def.: Una sustitucién o (de L) es una aplicacién o : Var — Térm(L).

» Notacién: [x1/t1,xo/to, ..., xn/ty] representa la sustitucién o definida por
{t,-, Si X es Xj;
o(x) = .
X, Six¢{xi,...,%n}

» Ejemplo: [x/s(0),y/x + y] la sustitucién o de Var en los términos de la
aritmética definida por
o(x) =5s(0),0(y) =x+yyo(z) =2z para z € Var\ {x,y}
» Notacion: 0,01, 09, ... representaran sustituciones.
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I—Sustituciones

I—Aplicacién de sustituciones a términos

Aplicacion de sustituciones a términos

> Def.: t[x1/t1,...,xn/tn] €s el término obtenido sustituyendo en t
las apariciones de x; por t;.

» Def.: La extension de o a términos es la aplicacién
o : Térm(L) — Térm(L) definida por

C, si t es una constante c;
to = § o(x), si t es una variable x;
f(tio,...,tho), sites f(ty,...,tn)

» Ejemplo: Si 0 = [x/f(y, a), y/z], entonces
» a0 = a, donde a es una constante.
» wo = w, donde w es una variable distinta de x e y.
h(a, x,w)o = h(ao, xo,wo) = h(a, f(y, a), w)
f(x,y)o = f(xo,yo) = f(f(y,a),z)
h(a,f(x,y),w)o = h(ao, f(x,y)o,wo) = h(a, f(f(y,a),z),w)

v

v

v
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I—Sustituciones

I—Aplicacién de sustituciones a férmulas

Aplicacién de sustituciones a formulas

> Def.: Flxy/t1,...,xn/tn] es la fébrmula obtenida sustituyendo en
F las apariciones libres de x; por t;.

» Def.: La extensién de o a formulas es la aplicacion
o : Form(L) — Férm(L) definida por

Fo =
(P(ty0,...,t,0), siF eslaférmula atémica P(ty, ..., ty);
tio = tho, si F es la formula t; = to;
{ ~(Go), si F es =G;
Go x Ho, si Fes G H,;
L(Qx)(Goy), si Fes (Qx)Gy Q € {V,3}
donde o es la sustitucion definida por
X, Si y es X;
ox(y) = . - -
o(y), siy es distinta de x
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I—Sustituciones

I—Aplicacién de sustituciones a férmulas

Ejemplos de aplicacién de sustituciones a férmulas

» Ejemplos: Si 0 = [x/f(y), y/b], entonces
> (Vx (Q(x) = R(x,¥)))o = Vx ((Q(x) — R(x,y))ox)
= Vx (Q(x)ox — R(x,y)ox)
= Vx (Q(x) = R(x, b))
> (Q(x) = Vx R(x,y))o = Q(x)o — (Vx R(x,y))o
= Q(f(y)) = Vx (R(x,y)ox)
= Q(f(y)) — Vx R(x, b)
> (VX (Q(x) = Vy R(x,¥)))o = Vx ((Q(x) = Vy R(x,y))ox)
=Vx (Q(x)ox — (Vy R(x,y))ox)
= Vx (Q(x) = Yy (R(x,y)0x))
= ¥x (Q(x) = Vy R(x,y))
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I—Sustituciones

L Sustituciones libres

Sustituciones libres

» Def.: Una sustitucién se denomina libre para una férmula cuando
todas las apariciones de variables introducidas por la sustitucién
en esa férmula resultan libres.

» Ejemplos:

> [y/x] no es libre para 3x (x < y)
Ix (x < y)[y/x] = 3Ix (x < x)
» [v/g(y)] es libre para Vx (P(x) — Q(x, f(y)))
Vx (P(x) = Q(x, f(y)))ly/g(y)]
= Vx (P(x) — Q(x, f(g(y))))
> [y/g(x)] no es libre para Vx (P(x) — Q(x, f(y)))
Vx (P(x) = Q(x, f(y)))ly/g(x)]
= Vx (P(x) — Q(x, f(g(x))))

» Convenio: Al escribir Fo supondremos que o es libre para F.
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

Tema 4: Deduccion natural en logica de primer orden

2. Reglas de deduccién natural de cuantificadores
Reglas del cuantificador universal
Reglas del cuantificador existencial
Dmostracién de equivalencias por deduccién natural
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Reglas del cuantificador universal

Regla de eliminacién del cuantificador universal

» Regla de eliminacién del cuantificador universal:
Vx F
Ve

Flx/t]
donde [x/t] es libre para F.

» Nota: Analogia con Ae; y Aes.
» Ejemplo: P(c),Vx [P(x) — =Q(x)] F —~Q(c)

1  P(c) premisa
2 Vx (P(x) — —~Q(x)) premisa
3 P(c)— Qo) Ve 2

4 Q(c) —e 3,1

» Nota: Vx Jy (x < y) /3y (y < y).
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Reglas del cuantificador universal

Regla de introduccién del cuantificador universal

X0

Flx/x]

Vi
Vx F _ _
donde xqg es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.

» Nota: Analogia con Ai.
» Ejemplo: Vx [P(x) — = Q(x)],Vx P(x) F Vx =Q(x)

1 Vx(P(x)— —Q(x)) premisa

2 Vx P(x) premisa
3 actual xg supuesto
4 P(xp) — —Q(x0) Ve 1,3
5 P(x) Ve 2,3
6 Q(x) —e 4,5
— i 3 — 11729
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Reglas del cuantificador existencial

Regla de introduccién del cuantificador existencial

» Regla de introduccién del cuantificador existencial:
Flx/t]

Ix F
donde [x/t] es libre para F.

i

» Nota: Analogia con Viy y Vio.
» Ejemplo 3: Vx P(x) - 3x P(x)
1 Vx P(x) premisa

2 P(Xo) Ve 1
3 3IxP(x) di2
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

L Reglas del cuantificador existencial

Regla de eliminacién del cuantificador existencial
xo F[x/xo]
dx F G

de

donde xg es una variable nueva, que no aparece fuera de la caja.
» Nota: Analogia con Ve.
» Ejemplo: Vx [P(x) — Q(x)],3x P(x) - 3x Q(x)

1  Vx(P(x)— Q(x)) premisa

2 3Ix P(x) premisa

3 actual xg, P(x0) supuesto
4 P(xg) — Q(x0) Ve 1,3

5 Q(x0) —e 4,3

6 dx Q(x) di 5

7 3Ix Q(x) Je2,3-6
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Dmostracién de equivalencias por deduccién natural

Equivalencias

» Sean F y G férmulas.
[1(a)] -Vx F = 3x —F
[1(b)] =3x F =Vx —F
» Sean F y G férmulas y x una varible no libre en G.
[2(a)] Vx FA G =Vx (FAG)
[2(b)] Vx FV G =Vx (F V G)
[2(c)] 3x FA G = 3x (F A G)
[2(d)] 3x FV G =3x (FV G)
» Sean F y G férmulas.
[3(a)] Vx F AVx G =Vx (F A G)
[3(b)] 3x FV 3x G=3x (FVG)
» Sean F y G férmulas.
[4(a)] VxVy F =Vy Vx F
[4(b)] 3x dy F=dy Ix F
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Dmostracic')n de equivalencias por deduccién natural

Equivalencia 1(a) —
—Vx P(x) EI)i —PQQX P(x)

premisa
2 —dx =P(x) supuesto
3 actual xp supuesto
4  —=P(xp) supuesto
5 dx-P(x) dJi4,3
6 L —e 2,5
7 P(x) RAA 4 -6
8 Vx P(x) Vi3—7
9 L -e 1,8
10 dx-P(x) RAA2-9
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Dmostracién de equivalencias por deduccién natural

Equivalencia 1(a) «
dx =P(x) F =Vx P(x)

1 3dx —P(x) premisa

2 —Vx P(x) supuesto

3 actual xp,~P(xg) supuesto

4  Vx P(x) ——e 2

5 P(x) Ve 4

6 L —-e 3,5

7 1 Je1,3-6
8 —Vx P(x) RAA2 -7
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Dmostracic')n de equivalencias por deduccién natural

Equivalencia 1(a) <

—Vx P(x) = 3x =P(x)
—Vx P(x) supuesto

Lema 1(a) —

—Vx P(x) — dx =P(x) —il—2

supuesto
Lema 1(a) «
dx -P(x) — —Vx P(x) —i4—5

x) < Ix =P(x) «i3,6

N o |la A~ oW N o
LLJ
X
J
e,
X
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Dmostracién de equivalencias por deduccién natural

Equivalencia 3(a) —
Vx (P(x) A Q(x)) F Vx P(x) A Vx Q(x)

1 Vx(P(x)AQ(x)) premisa

2 actual xg supuesto
3 P(xo0) N Q(x0) Ve 1,2

4 P(xp) Ne1 3

5 Vx P(x) Vi2—4
6 actual xq supuesto
7 P(x1) AN Q(x1) Ve 1,6

8 Qx1) Nes 7

9 Vx Q(x) Vio—38
10 Vx P(x) AVx Q(x) Aib,9
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Dmostracic')n de equivalencias por deduccién natural

Equivalencia 3(a) <«

Vx P(x) AVx Q(x) F Vx (P(x) A Q(x))
1 Vx P(x)AVx Q(x) premisa

2 actual xg supuesto
3 ¥x P(x) Nep 1

4 P(xp) Ve 3,2

5  Vx Q(x) Ney 1

6 Q(xo) Ve b

7 P(x0) N Q(xo) Ai 4,6

8 Vx(P(x)AQ(x)) Vi2—-7
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Dmostracién de equivalencias por deduccién natural

Equivalencia 3(a) <
Vx (P(x) A Q(x)) = Vx P(x) AVx Q(x)

1 V¥x (P(x)A Q(x)) supuesto

2 Vx P(x) ANVx Q(x) Lema 3(a) —
3 Vx(P(x)ANQ(x)) = Vx P(x) AVx Q(x) —il—2

4 Vx P(x) AVx Q(x) supuesto

5  Vx (P(x) A Q(x)) Lema 3(a) «
6 Vx P(x)AVx Q(x) = Vx (P(x)AN Q(x)) —i4—5

7 Vx (P(x) A Q(x)) < Vx P(x) ANVx Q(x) <«i 3,6
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

L Dmostracion de equivalencias por deduccién natural

Equivalencia 3(b) —
dx P(x) V dx Q(x) F dx (P(x) V Q(x))

PD Tema 4: Deduccién natural en légica de primer orden

I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Dmostracién de equivalencias por deduccién natural

Equivalencia 3(b) «
dx (P(x) V Q(x)) F 3x P(x) V dx Q(x)

1 3Ix (P(x)V Q(x)) premisa

2 actual xg, P(xp) V Q(xp) supuesto

3  P(x) supuesto

4 dx P(x) di 3,2

5  3dx P(x)V3x Q(x) Viy 4

6  Q(xo) supuesto

7 3x Q(x) Ji 6,2

8 dx P(x)V3x Q(x) Vig 7

9 dx P(x)V3x Q(x) Ve2,3—-5,6—38
10 dx P(x) V 3dx Q(x) Jde1,2-9

1 dx P(x)V3dx Q(x) premisa

2 dx P(x) supuesto Ix Q(x) supuesto

3 actual xp, P(xg)  supuesto actual x1, Q(x1)  supuesto

4 P(xp) V Q(x0) Vip 3 P(x1) V Q(x1) Vip 3/

5 3Ix(P(x)VQ(x)) di43 dx (P(x) VvV Q(x)) 3i 3,4

6 Ix(P(x)VQ(x)) Fe2,3-5|3Ix(P(x)VR(x)) Fe2, 3 -5

7 3Ix (P(x)V Q(x)) Vle ,2—6,2' — 6
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Dmostracic')n de equivalencias por deduccién natural

Equivalencia 3(b) «

Ix P(x) V 3Ix Q(x) = Ix (P(x) V Q(x))

1 dx P(x)V3dx Q(x) supuesto

2 3Ix (P(x)V Q(x)) Lema 3(b) —
3 IxP(x)VIx Q(x) — Ix (P(x)VQR(x)) —il—2

4 dx (P(x)V Q(x)) supuesto

5  dx P(x)V3dx Q(x) Lema 3(b) «
6 Ix(P(x)VQ(x)) —3Ix P(x)VIx Q(x) —id—5

7

dx P(x) V 3dx Q(x) « Ix (P(x)V Q(x)) <«i 3,6
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

I—Dmostracién de equivalencias por deduccién natural

Equivalencia 4(b) —
dx dy P(x,y) F dy 3x P(x,y)

1 3x3dy P(x,y) premisa

2 actual xp, dy P(x0,y) supuesto

3 actual yp, P(x0,¥0) supuesto

4 dx P(x,y) di 3,2,2,1

5 dy dx P(x,y) dJi 4,3,1

6 dy Ix P(x,y) Je22,3-5
7 dy Ix P(x,y) Jde1,2-6
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I—Reglas de deduccién natural de cuantificadores

|—Dmostracién de equivalencias por deduccién natural

Equivalencia 4(b) <
dx dy P(x,y) =3dy 3x P(x,y)

1 dxdy P(x,y) supuesto

2 dy dx P(x,y) Lema 4(b) —
3 3dx3dy P(x,y) — dy Ix P(x,y) —il-2

4  dy Ix P(x,y) supuesto

5 dx3dy P(x,y) Lema 4(b) —
6 dy Ix P(x,y) — Ix3dy P(x,y) —id4-5

7  3dx3dy P(x,y) < Jdy Ix P(x,y) <«i3,6
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I—Reglas de la igualdad

Tema 4: Deduccion natural en logica de primer orden

3. Reglas de la igualdad
Regla de eliminacién de la igualdad
Regla de introduccién de la igualdad
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I—Reglas de la igualdad
I—Regla de eliminaciéon de la igualdad

Regla de eliminacién de la igualdad

» Regla de eliminacion de la igualdad:
tp =1t F[X/tl] B

Flx/t]
donde [x/t1] y [x/t2] son libres para F.

e

» Ejemplo:
1 (x+1)=(1+x) premisa

2 (x+1>1)—(x+1>0) premisa
3 (I1+x>1)—(1+x>0) =el,2

» Ejemplo: t; = th,th =t3F t; = t3
1 t1 = tp premisa

2 tp=1t3 premisa

3 t1=t3 =e2,1
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I—Reglas de la igualdad
I—Regla de introduccién de la igualdad

Regla de introduccién de la igualdad

» Regla de introduccién de la igualdad:
S

t=1t

» Ejemplo: iy = b HFth =1t
1 t; =1t premisa

2 t1=t1 =i

3 thh=1t =el,?2
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