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- Formas normales

L Forma rectificada

Férmula en forma rectificada

» Def.: F estd en forma rectificada si ninguna variable aparece libre
y ligada y cada cuantificador se refiere a una variable diferente.
» Ejemplos:
Vx P(x) — Vy Q(z,y) estad en forma rectificada
Vx P(x) — Vy Q(x,y) no estd en forma rectificada
Vx P(x) — Vx Q(z,x) no estd en forma rectificada
» Prop.: Para toda férmula F existe una férmula equivalente G en
forma rectificada.
» Lema del renombramiento: Si y no aparece libre en F, entonces
Vx F =Vy F[x/y]
Ix F =3y Flx/y].
» Ejemplos de rectificacion:
Vx P(x) — Vx Q(z,x) =Vx P(x) — Vu Q(z,u)
¥x P(x) = ¥y Q(x,y) =Vz P(z) — Yy Q(x,y)
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- Formas normales

LForma normal prenexa

Férmula en forma normal prenexa

» Def.: La féormula F estd en forma normal prenexa (FNP) si es de
la forma (Qix1) ... (Qnxn)G,
donde Q; € {V,3}, n> 0y G no tiene cuantificadores.
(Qix1) ... (Qnxn) se llama el prefijo de F y G se llama la matriz

de F.
» Ejemplos:

Férmula (FNP?

—3x [P(x) — Vx P(x)] no

Vx y [P(x) A =P(y)] i

Vx P(x) V 3y Q(y) no

Vx Jy [P(x) V Q(y)] sf

Jy Vx [P(x) vV Q(y)] sf

—(Vx [P(x) = Q(x)] = Vx [P(x) — R(x)]) no

T Y Vv [((=P(x)\N O(x\) A (=0O(v) N R(vI)) A P(2)] | <f 5 / 23
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- Formas normales

LForma normal prenexa

Algoritmo de calculo de forma normal prenexa

Aplicando a una férmula los siguientes pasos se obtiene otra férmula
equivalente y que estd en forma normal prenexa rectificada:
1. Rectificar la férmula usando las equivalencias
Vx F =Vy F[x/y] (1)
Ix F =3y Flx/y] (2)
donde y es una variable que no ocurre libre en F.

2. Eliminar los bicondicionales usando la equivalencia

FeG=(F—G)A(G—F) (3)
3. Eliminar los condicionales usando la equivalencia
F—G=-FVG (4)
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- Formas normales

LForma normal prenexa

Algoritmo de calculo de forma normal prenexa

4. Interiorizar las negaciones usando las equivalencias

“(FAG)=-FV-G (5)
—|(F\/ G)E—\F/\—!G (6)
-—F=F (7)
-Vx F =3x =F (8)
-3x F =Vx =F 9)
5. Exteriorizar los cuantificadores usando las equivalencias
Vx FAG=Vx (FAQG) con x no libre en G. (11)
Vx FV G=VYx (FVG) con x no libre en G. (12)
Ix FAG=3x(FAG) con x no libre en G. (13)
Ix FVG=3x(FVG) con x no libre en G. (14)
GAVx F=VYx(GAF) con x no libre en G. (15)
GVVYx F=VYx(GVF) con x no libre en G. (16)
GANIx F=3x(GAF) con x no libre en G. (17)
GV3Ix F=3x (GVF) con x no libre en G. (18)
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Ejemplos de célculo de forma normal prenexa

» Ejemplo 1:

» Ejemplo 2:

» Ejemplo 3:

—3x [P(x) — ¥x P(x)]

—3x [P(x) — Vy P(y)]  [por (1)]
—3Ix [P(x) VVy P(y)]  [por (4)]

Vx [=(=P(x) VVy P(y))] [por (9)]

Vx [-=P(x) A=Yy P(y)] [por (6)]

Vx [P(x) A 3y =P(y)] [por (7 y 8)]
Vx y [P(x) A =P(y)] [por (17)]
Vx P(x) vV 3y Q(y)

Vx [P(x) vV 3y Q(y)] [por (12)]

Vx 3y [P(x) V Q(y)] [por (18)]

Vx P(x) Vv 3dy Q(y)

Jy [Vx P(x) V Q(y)]  [por (18)]
Ay Vx [P(x) vV Q(y)]  [por (12)]
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Ejemplos de célculo de forma normal prenexa

» Ejemplo de célculo de una forma normal prenexa de
=(Vx [P(x) = Q)] A VX [Q(x) — R(x)] = Vx [P(x) —
=(Vx [P(x) — Q)] AVy [Q(y) — R(y)] — Yz [P(2) —

R(>)])
R(2)])

(
(2% [2P(x) v QU)I AWy [2Q(y) V R(y)]) V ¥z [2P(2) V R(( );])

= (Y [2P(x) V Q(IIAYY [2Q(y) V R(y)]) A =¥z [2P(2) V R

= (W [2P() V QI A VY [2Q(y) V R(y)]) A3z [(=P(2) V R(2))]
= (W [FP()V QI Ay [=Q(y) V R(y)]) A Fz [-=P(2) A =R(2)]
= (W [2P() V QM)A Vy [2Q(y) vV R(¥)]) A 3z [P(2) A =R(2)]

= 3z[(vx [2P(x) V Q) A Yy [2Q(y) V R(y)]) A (P(2) A =R(2))]
= 3z [Vx [(=P(x) V Q(x)) AVy [Q(y) V R(y)I| A (P(2) A =R(2))]
= 2V [((=P(x) V Q(x)) AVy [=Q(y) V R(y)]) A (P(2) A =R(2))]
= 3z Vx [y [(=P(x) V Q(x)) A (=Q(y) V R(y))] A (P(2) A =R(2))]
= 2y [(=P() V Q(x)) A (=Q(y) V R(¥))) A (P(2) A =R(2))]

[por (1)]
[por (4)]
[por (6)]
[por (7, 8)
[por (6)]
[por (7)]
[por (17)]
[por (11)]
[por (11)]
[por (15)]
[por (11)]
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- Formas normales

LForma normal prenexa conjuntiva

Férmula en forma normal prenexa conjuntiva

» Def.: La férmula F estad en forma normal prenexa conjuntiva
(FNPC) si es de la forma (Q1x1) ... (Qnxs)G, donde Q; € {V,3},
n >0, G no tiene cuantificadores y G esta en forma normal
conjuntiva.
» Algoritmo de calculo de forma normal prenexa conjuntiva:
> Algoritmo: Aplicando a una férmula los siguientes pasos se obtiene
otra féormula equivalente y que estd en forma normal prenexa
conjuntiva rectificada:
1. Calcular una forma normal prenexa rectificada usando las
equivalencias (1)—(18)

2. Interiorizar las disyunciones usando las equivalencias
AV(BAC)=(AVB)A(AVC) (19)
(AAB)VC=(AVC)A(BVC) (20)

» Ejemplo de célculo de una FNPC de
Vx Jy [P(x) V (Q(y) A =R(y))]:
Vx 3y [P(x) V (Q(y) A =R(y))]
= Vx 3y [(P(x)V Q(y)) A (P(x)V=R(y))] [por (19)]
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LFormas normales

L Forma de Skolem

Formula en forma de Skolem

» Forma de Skolem:
» Def.: La férmula F estd en forma de Skolem (FS) si es de la forma
Vx1 ...Vx, G, donde n > 0y G no tiene cuantificadores.
» Ejemplos: Vx Jy P(x,y) no estd en forma de Skolem
Vx P(x,f(x)) si estd en forma de Skolem
Ix Q(x) no estd en forma de Skolem
Q(a) si estd en forma de Skolem

» Equisatisfacibilidad:
» Def.: Las férmulas F y G son equisatisfacible si:
F es satisfacible syss G es satisfacible.
Se representa por F =g,y G

» Ejemplos: Ix Q(x) = Q(a)
Ix Q(x) z  Qa)
Vx dy P(x,y) =sax ¥x P(x,f(x))
Vx Jy P(x,y) # Vx P(x, f(x))
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LFormas normales
L Forma de Skolem

Algoritmo de calculo de forma de Skolem

» Propiedades:

> Si a es una constante que no ocurre en F, entonces 3x F =g, F[x/3].
» Si g es un simbolo de funcién n-aria que no ocurre en F, entonces
Vx1 ... Vxp 3X F Zgar VX1 ... V%, Fx/g(x1,. .., xn0)].
» Algoritmo de célculo de forma de Skolem:
» Sea F una férmula en forma normal prenexa rectificada, la forma de
Skolem de F es
Sko(F) =
Sko(G|[x/a]), siFesdx Gy
a es una nueva constante;
Sko(Vx1 ...Vxp G[x/f(x1,...,xn)]), si FesVxs ...¥x,Ix Gy
f es un nuevo simbolo de funcién;

F, si F estd en forma de Skolem
» Propiedad: Si F es una férmula en forma normal prenexa rectificada,
entonces Sko(F) estd en forma de Skolem y Sko(F) =.: F.

12 / 23



PD Tema 8: Formas normales de Skolem y clausulas
LFormas normales
L Forma de Skolem

Ejemplos de calculo de forma de Skolem

» Ejemplo 1:
Sko(3x Vy Vz Ju Vv 3w P(x,y,z, u,v,w))

= Sko(Vy Vz Ju Vv 3w P(a,y, z,u, v, w))

= Sko(Vy Vz Vv 3w P(a,y,z,f(y,z),v,w))

= Sko(Vy Vz Vv P(a,y, z,f(y, 2z),v,g(y, z,v)))

=VyVzVv P(a,y,z,f(y,z),v,g(y,z,v))
» Ejemplo 2:

Sko(Vx Jy Vz Jw [-P(a, w) V Q(f(x),y)])

= Sko(Vx Vz dw [-P(a, w) V Q(f(x), h(x))])

= Sko(Vx Vz [-P(a,g(x,2)) V Q(f(x), h(x))])

=Vx Vz [-P(a,g(x, 2)) V Q(f(x), h(x))]

13 / 23



PD Tema 8: Formas normales de Skolem y clausulas
LFormas normales
L Forma de Skolem

Ejemplos de calculo de forma de Skolem

» Ejemplo de célculo de una forma de Skolem de
—3x [P(x) — Vx P(x)]
Vx Jy [P(x) A—=P(y)] [por pagina §]
. ¥x [P(x) A ~P(F(x))]
» Ejemplo de célculo de una forma de Skolem de
Vx P(x) v 3y Q(y)
Vx Jy [P(x) V Q(y)] [por pagina 8]
=t VX [P(x) V Q(f(x))]
» Ejemplo de célculo de otra forma de Skolem de
Vx P(x) Vv 3y Q(y)
Jy Vx [P(x) V Q(y)] [por pagina 8]
sat VX [P(x) V Q(a)]
» Ejemplo de cilculo de una forma de Skolem de
—(Vx [P(x) = Q)] A Vx [Q(x) — R(x)] — Vx [P(x) — R(x)])
3z Vx Vy [((=P(x) V Q(x)) A (=Q(y) V R(y))) A (P(2) A =R(2))] [p. 9]
sat Vx Vy [(=P(x) V Q(x)) A (=Q(y) V R(y))) A (P(a) A —R(a))]
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LCIa’usuIas de primer orden

LSinta><is de la légica clausal de primer orden

Sintaxis de la légica clausal de primer orden
» Un atomo es una férnula atémica.
Variables sobre dtomos: A, B, C,..., A1, A, . ...

Un literal es un 4tomo (A) o la negacién de un dtomo (—A).
Variables sobre literales: L, L1, Ly, . ...

v

v

Una clausula es un conjunto finito de literales.
Variables sobre cldusulas: C, (1, G, . ...

v

La cldusula vacia es el conjunto vacio de literales.
La cladusula vacia se representa por [1.

v

Conjuntos finitos de clausulas.
Variables sobre conjuntos finitos de clausulas: S, 51, 5,,....
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L Clausulas de primer orden

LSema’ntica de la légica clausal de primer orden

Semantica de la légica clausal de primer orden

» Foérmulas correspondientes:

» Def.: La férmula correspondiente a la clausula {Ly,...,L,} es
Vx1 ...VXP [Ll\/~-~\/ Ln],
donde xq,..., X, son las variables libres de Ly V ---V L,.

Def.: La férmula correspondiente a la cldusula (] es 1.
» Def.: La férmula correspondiente al conjunto de clausulas

L e ALY L 3
cuyas variables libres son xq,...,x,, es
Vxp VX [(LEV - VL YA A (LT V- v L]

» Def.: La férmula correspondiente al conjunto de cldusulas () es T.
» Semantica:
» Def.: En cualquier interpretacion Z = (U, /), (T)=1e I(L) = 0.
» Def.: Los conceptos semanticos relativos a las cldusulas y a los
conjuntos de clausulas son los de sus correspondientes formulas.
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LCIa’usuIas de primer orden

L Forma clausal de una férmula

Forma clausal de una férmula

» Def.: Una forma clausal de una férmula F es un conjunto de
cldusulas S tal que F =4; S.

» Algoritmo: Aplicando a la férmula F los siguientes pasos se
obtiene S que es una forma clausal de F:

1.

4.

Sea F; = 3y; ...3y, F, donde yy,...,y, son las variables libres
de F.

. Sea F, una forma normal prenexa conjuntiva rectificada de F;

calculada mediante el algoritmo de la pagina 10.
Sea F3 = Sko(F,), que tiene la forma

Vxi o Vo (L Ve VL) A ALV VLR,
Sea S = {{L%,...,L},I},...,{LT,...,Ln’"m}}.

» Prop.: F=st L= Fr =2t [3 = S.
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LCIa’usuIas de primer orden

L Forma clausal de una férmula

Ejemplos de calculo de forma clausal de una férmula

» Ejemplo de célculo de una forma clausal de
—3dx [P(x) — Vx P(x)]
=at VX [P(x) A=P(f(x))] [pag. 14]
= {PCI} {=P(F(x))}}
» Ejemplo de calculo de una forma clausal de
Vx P(x) v 3y Q(y)
=t VX [P(X)V Q(F())] [pdg. 14]
= {P(). QU ()}
» Ejemplo de célculo de otra forma clausal de
Vx P(x) v 3y Q(y)
=t Vx [P(x)V Q(a)] [pég. 14]
= {{P(x), Qa)}}

» Ejemplo de célculo de una forma clausal de
—(Vx [P(x) = Q(x)] AVx [Q(x) — R(x)] = Vx [P(x) — R(x)])
Zaat VX Vy [(FP(x) V Q(x)) A (=Q(y) V R(¥))) A (P(a) A=R(a))]  [p 14]
= {{=P(x), Q(x)},{=Qy), R(y)},{P(a)},{—R(a)}}
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L Clausulas de primer orden
L Forma clausal de una férmula

Ejemplos de calculo de forma clausal de una férmula

=(Vx [P(x) — Q(x)] A Ix P(x) — Ix Q(x))

—(Vx [P(x) = Q(x)I Ay P(y) = 3z Q(2))  [(2)]
~(=(Vx [P(x) = Q(x)] A3y P(y)) V3Iz Q(z)) [(4)]
(=(Vx [2P(x) vV Q(x)] A3y P(y)) vV 3z Q(2)) [(4)]
= (Vx [=P(x) V Q(x)] ATy P(y)) A =3z Q(z) [(6)]
(Vx [2P(x) V Q(x)] A Ty P(y)) A =3z Q(z) [(7)]
(Vx [=P(x) V Q(x)] ATy P(y)) AVz =Q(z) [(9)]

3y [vx [2P(x) V Q)] A P(y)] AVz =Q(2) [(17)]
Ay [(Vx [2P(x) V QE)I A P(y)) AVz =Q(2)] [(13)]
Ay [x [(=P(x) V QX)) A P(y))] AVZ =Q(2)  [(11)]
Ay Vx [((=P(x) V Q(x)) A P(y)) AVz 2Q(2)]  [(11)]
Ay Vx vz [(=P(x) V Q(x)) A P(y) A=Q(2)]  [(15)]

sat Vx ¥z [(=P(x) V Q(x) A P(a)) A ~Q(2)] [(15)]
{=P(x), Q(x)}, {P(a)}, {=Q(2)}}
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LCIa’usuIas de primer orden

LForma clausal de un conjunto de férmulas

Forma clausal de un conjunto de férmulas

» Equisatisfacibilidad de conjuntos de férmulas:
» Def.: Los conjuntos de formulas S; y S, son equisatisfacible si:
51 es satisfacible syss S, es satisfacible.
Se representa por S; =gt So
» Forma clausal de un conjunto de férmulas:
» Def.: Una forma clausal de un conjunto de férmulas S es un
conjunto de clausulas equisatisfacible con S.
» Prop.: Si 51,...,5, son formas clausales de Fy, ..., F,, entonces
S1U---US, es una forma clausal de {fq,..., F,}.
» Ejemplo: Una forma clausal de
{vx [P(x) = Q(x)],3x P(x), 3x Q(x)}
es

{=P(x), Q)1 {P(a)} {~Q(2)}}-
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LCIa’usuIas de primer orden

L Reducién de consecuencia e inconsistencia de clausulas

Reduccion de consecuencia e inconsistencia de clausulas

» Prop: Sean Si,...,S, formas clausales de las férmulas Fy,..., F,
y S una forma clausal de —=G. Son equivalentes:

1. {F,....F)} = G.

2. {F1,...,Fn,—G} es inconsistente.

3. S1U---US,US es inconsistente.
» Ejemplos:

» Ejemplo 1:

{vx [P(x) = Q(x)], 3x P(x)} = 3x Q(x)
syss {{-P(x), Q(x)},{P(a)},{—Q(z)}} es inconsistente.
» Ejemplo 2:
{vx [P(x) = Q(x)], Vx [Q(x) — R(X)]} = Vx [P(x) — R(x)]
syss {{—P(x), Q(x)},{-Q(y), R(y)},{P(a)},{—R(a)}} es inconsist
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