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PD Tema 11: Resolucién en légica de primer orden
Llntroduccién

LEjemplos de consecuencia mediante resolucién

Ejemplos de consecuencia mediante resolucién

» Ejemplo 1:
{¥x [P(x) — Q(x)],3x P(x)} = Ix Q(x)
se reduce a

{{-P(x), Q(x)},{P(a)},{—Q(z)}} es inconsistente.

Demostracién:

1 {=P(x),Q(x)} Hipdtesis
2 {P(a)} Hipotesis
3 {=Q(2)} Hipotesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2 con o = [x/4]
5 0O Resolvente de 3y 4 con 0 = [z/a]
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PD Tema 11: Resolucién en légica de primer orden
Llntroduccién

LEjemplos de consecuencia mediante resolucién

Ejemplos de consecuencia mediante resolucion

> Ejemplo 2:
{¥x [P(x) — Q(x)],Vx [Q(x) — R(x)]} E Vx [P(x) — R(x)]
se reduce a

{=P(x), Q(x)}, {=Qy), Ry)}, {P(a)}, {=R(a)}}

es inconsistente.

Demostracion:
1 {=P(x),Q(x)} Hipdtesis

2 {=Q(y),R(y)} Hipétesis

3 {P(a)} Hipétesis

4 {-R(a)} Hipétesis

5 {Q(a)} Resolvente de 1y 3 con o = [x/4]
6 {R(a)} Resolvente de 2 y 5 con o = [y/a]
5 O Resolvente de 4 y 6 con 0 = ¢

5 /31



PD Tema 11: Resolucién en légica de primer orden

LUnificacién

Tema 11: Resolucién en légica de primer orden

2. Unificacion
Unificadores
Composicidon de sustituciones
Comparacién de sustituciones
Unificador de maxima generalidad
Algoritmo de unificacién

6 /31
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- Unificacién
L Unificadores

Unificadores

» Def.: La sustitucién o es un unificador de los términos t; y t; si

tio = tho.
» Def.: Los términos t; y t> son unificables si tienen algin unificador.
» Def.: t es una instancia comin de t; y t, si existe una sustituciéon o

tal que t = tyo = tro.

» Ejemplos:
t1 tr Unificador Instancia comin
f(x.8(2)) | fgly).x) | [x/g(2).y/2] | f(g(2),8(2))
f(x.8(2)) | fgly),x) | [x/g(y).z/y] | f(g(y).&(y))
f(x,8(2) | fgly),x) | [x/g(a). y/4] | f(g(a),&(a))
f(x,y) fy.x) [x/a.y/a] f(a,a)
f(x.y) fy.x) lv/x] f(x,x)
f(x,y) g(a, b) No tiene No tiene
f(x,x) f(a, b) No tiene No tiene
f(x) f(g(x)) No tiene No tiene

» Nota: Las anteriores definiciones se extienden a conjuntos de

términos y de literales.
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LUnificacién

LComposicic’)n de sustituciones

Composicién de sustituciones e identidad

» Composicién de sustituciones:

» Def.: La composicién de las sustituciones oy y o5 es la sustitucién
o107 definida por x(o107) = (x01)02, para toda variable x.
» Ejemplo: Si o1 = [x/f(z,a),y/w] y 02 = [x/b,z/g(w)], entonces
— x0102 = (x01)02 = f(z,a)02 = (202, a02) = f(g(w), a)
- yoi102 = (yo1)o2 = wor = w
- 20107 = (z01)o2 = zop = g(w)
- woioz = (Wo1)o2 = wopr = w
Por tanto, o100 = [x/f(g(w),a),y/w,z/g(w)].
» Def.: La substitucién identidad es la sustitucién € tal que, para
todo x, xe = x.

» Propiedades:

1. Asociativa: 01(0203) = (0102)03
2. Neutro: e = €0 = 0.
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PD Tema 11: Resolucién en légica de primer orden
LUnificacién

LComparacic’m de sustituciones

Comparacién de sustituciones

» Def.: La sustitucién o; es mas general que la o5 si existe una
sustitucién o3 tal que oo = 0103. Se representa por or < 07.

» Def.: Las sustituciones o1 y o, son equivalentes si o1 < 0o y
oo < 01. Se representa por o1 = 0.

» Ejemplos: Sean 01 = [x/g(z),y/z],00 = [x/g(y),z/y] ¥
o3 = [x/g(a),y/a]. Entonces,

1. o1 = o2ly/7]
2. 0y =01[z/y]
3. 03 =o01[z/4]
4. 01 =05
5. 03 < o1

» Ejemplo: [x/a,y/a] < [y/x], ya que [x/a,y/a] = [y/x][x/a,y/a].
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LUnificacién

LUnificador de maxima generalidad

Unificador de maxima generalidad

» Def.: La sustitucién o es un unificador de maxima generalidad
(UMG) de los términos t y tp si
— o es un unificador de t; y t.
— o0 es mas general que cualquier unificador de t; y t.
» Ejemplos:
1. [x/g(2),y/z] es un UMG de f(x, g(2)) y f(g(y),x).
2. [x/g(y),z/y] es un UMG de f(x, g(2)) y f(g(y),x).
3. [x/g(a),y/a] no es un UMG de f(x, g(2)) y f(g(y),x).
» Nota: Las anterior definicion se extienden a conjuntos de
términos y de literales.

10 / 31



PD Tema 11: Resolucién en légica de primer orden
LUnificacién

- Algoritmo de unificacién

Unificacion de listas de términos

» Notacién de lista:

> (al, ceey a,,) representa una lista cuyos elementos son ay, ..., a,.
» (a|R) representa una lista cuyo primer elemento es a y resto es R.
> () representa la lista vacia.

» Unificadores de listas de términos:

> Def.: 0 es un unificador de (sy...,s,) y (t1...,t,) si
S0 = t1o,...,8,0 = t,0.

» Def.: (s1...,5,) y (t1...,t,) son unificables si tienen algin
unificador.

» Def.: o es un unificador de méxima generalidad (UMG) de
(s1-.-,80) y (t1...,t,) si o es un unificador de (s1...,s,)y
(ty...,t,) mas general que cualquier otro.

» Aplicaciéon de una sustitucién a una lista de ecuaciones:

> (s1=t,...,5p = ty)o = (s10 = t10,...,5,0 = t,0).
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LUnificacién

LAlgoritmo de unificacién

Algoritmo de unificacién de listas de términos

» Entrada: Lista de ecuaciones L = (s; = t1,...,5, = tn) ¥y
sustitucion o.
» Salida:
Un UMG de las listas (sy...,Sp)o y (t1 ..., ts)o, si son unificables;
“No unificables”, en caso contrario.
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LUnificacién

- Algoritmo de unificacién

Algoritmo de unificacién de listas de términos

» Procedimiento unif(L,o):
1. Si L = (), entonces unif(L,0) = 0.
2. Si L= (t = t|L"), entonces unif(L, o) = unif(L’, o).

3. SiL=(f(t1,...,tm) =F(t]...,t,)|L"), entonces
unif(L, o) = unlf(( 1= tl,.. Jtm = th|L),0).

4. Sil=(x=tll")(6L=(t= x\L’)) y X no aparece en t, entonces
unif(L, o) = unif(L'[x/t], o[x/t]).

5 SiLl=(x= t\L’) (6 L= (t=x|L")) y x aparece en t, entonces
unif(L, o) = No unificables”.

6. Si L= (f(t1,...,tm) =g(t]...,t,)|L), entonces
unif(L,0) = “No unlflcables

7. SiL=(f(ts,...,tm) = f(t;...,t,)|L") y m # p, entonces
unif(L,0) = “No unlflcables
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- Unificacién

LAlgoritmo de unificacién

Algoritmo de unificacién de dos términos

» Entrada: Dos términos t; y t».

» Salida:

Un UMG de t; y t», si son unificables;
“No unificables”, en caso contrario.

» Procedimiento: unif((t; = t2), €).

» Ejemplo 1: Unificar f(x, g(z)) y f(g(y), x):
unif((f(x, g(2)) = f(g(y), x)). €)
= unif((x = g(y), 8(z) = x),¢)
= unif((g(z) = x)[x/g(y)], elx/g(y)])
= unif((g(z) = &(¥)), [x/g(»)])
= unif((z =y), [x/g(y)])
= unif((), [x/g(¥)]lz/y])
= unif((), [x/g(y),z/y])

[x/g(y),z/y]

por 3
por 4

por 3
por 4

por 1
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- Unificacién

LAlgoritmo de unificacién

Ejemplos de unificacién

» Ejemplo 2: Unificar f(x, b) y f(a,y):

unif((f(x, b) = f(a,y),¢€)
= unif((x =a,b=1y),¢)
= unif((b = y)[x/al, e[x/a])
= unif((b=y), [x/a])
unif((), [x/ally/b])
= [x/a,y/b])
» Ejemplo 3: Unificar f(x, x) y f(a,
unif((f(x,x) = f(a, b)), €
= unif((x = a,x = b),€)
= unif((x = b)[x/a], ¢[x/a])
= unif((a = b),[x/a])
= “No unificable”

b):
)

por 3
por 4

por 4
por 1

por 3
por 4

por 6
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PD Tema 11: Resolucién en

- Unificacién

légica de primer orden

LAlgoritmo de unificacién

Ejemplos de unificacién

» Ejemplo 4: Unificar f(x,g(y)) y f(y,

» Ejemplo 5: Unificar j(w, a, h(w)) y j(f(x,y),

x):

unif((f(x, g(y)) = f(y,x)), €)
unif((x =y, g(y) = x),€) por 3
unif((g(y) = x)[x/y], €lx/y]) por 4
unif((g(y) = y), [x/¥])
“No unificable” por 5

), X, 2)
unif((j(w, a, h(w)) = j(f(x,y), x, z))e)

unif((w = f(x,y),a = x, h(w) = z),¢)
unif((a = x, h(w) = z)[w/f(x, y)], e[w/f(x, y)])
unif((a = x, h(f(x, y)) = 2), [w/f(x, y)])
unif((h(f(x, y)) = z)[x/al, [w/f(x,y)][x/a])
unif((h(f(a,y)) = 2),[w/f(a, y),x/a])

unif((), [w/f(a, y), x/al[z/h(f(a,y))])
[w/f(a,y),x/a,z/h(f(a,y))]

por 3
por 4

por 4

por 4
por 1
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PD Tema 11: Resolucién en

- Unificacién

légica de primer orden

LAlgoritmo de unificacién

Ejemplos de unificacién

» Ejemplo 6: Unificar j(w, a, h(w)) y j(f(x,

), %:¥)
unif((j(w, a, h(W)) = j(f(x.¥):x,¥))e)
unif((w = f(x,y),a = x, h(w) = y),¢€)
unif((a = x, h(w) = )[W/f(XaY)]:E[W/f(X,Y)])
unif((a = x, h(f(x,y)) = y), [w/f(x, y)])
unif((h(f(x, y)) = y)[x/al, [w/f(x, y)l[x/a])
unif((h(f(a,y)) = y).[w/f(a,y),x/a])

“No unificable”

» Ejemplo 7: Unificar f(a,y) y f(a, b):

unif((f(a,y) = f(a, b),¢€))

unif((a = a,y = b), €) por 3
unif((y = b), €) por 2
unif((), [y/b]) por 4
[y/b] por 1

por 3
por 4

por 4

por 5
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LResqucién de primer orden

Tema 11: Resolucién en légica de primer orden
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PD Tema 11: Resolucién en légica de primer orden
LResqucién de primer orden
P

L Separacién de variables

Separacién de variables

» Def.: La sustitucidn [x1/t1,. .., Xn/tn] €s un renombramiento si
todos los t; son variables.

» Prop.: Si 6 es un renombramiento, entonces C = C6.

» Def.: Las clausulas C; y (, estan separadas si no tienen ninguna
variable comun.

» Def.: Una separacién de las variables de C; y G, es un par de
renombramientos (61, 6,) tales que G167 y (20, estan separadas.

» Ejemplo: Una separacién de variables de

G ={P(x), Q(x,y)} y G ={R(f(x,y))}

es
(01 = [x/x1, /01,02 = [x/x2, ¥/ y2])
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LResolucién de primer orden

L Resolvente binaria

Resolvente binaria

» Def.: La cldusula C es una resolvente binaria de las clausulas (;
y (, si existen una separacion de variables (01,6;) de G; y G, un
literal L; € Gy, un literal Ly € Go y un UMG o de L1601 y L5602
tales que

C= (C1910’ ~ {L1910'1}) U (C2020 ~ {L2020}).

» Ejemplo: Sean

G ={"PKx),Q(f(x)} G ={-Q(x),R(g(x))}

L = Q(f(x)), Ly =-Q(x),

01 = [X/Xl]7 02 = [X/Xg],

L6, = Q(f(x1)), L30: = Q(x2),

o =De/f(x)]
Entonces, C = {=P(x1), R(g(f(x1)))} es una resolvente binaria
de C1 Yy C2.
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LResqucién de primer orden

L Factorizacién

Factorizacion

» Def.: La cladusula C es un factor de la cldusula D si existen dos
literales L1 y Ly en D que son unificables y C = Do \ {Lyo}
donde o es un UMG de L; y Ls.

» Ejemplo: Sean
D ={P(x,y), P(y,x), Qa)}

Ll = P(X7y)

L2 = P(y,X)

o =[y/x]
Entonces,

C ={P(x,x),Q(a)} es un factor de D.
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LResolucién de primer orden

L Factorizacién

Ejemplos de refutacién por resolucién

» Refutacién de
S = {{-P(x. f(x, )} {P(a,2), ~Q(z, )}, {Q(u, a)}}
{=P(x,f(x,y))} Hipétesis
2 {P(a,z),~Q(z,v)} Hipdtesis
3 {Q(u,a)} Hipdtesis
4 {=Q(f(a,y),v)} Resolvente de 1y 2
con o = [x/a,z/f(a,y)]
5 0O Resolvente de 3y 4
con o = [u/f(a,y),v/a]
» Refutacion de S = {{P(x)},{—-P(f(x))}}

—

1 {P(x)} Hipotesis
2 {=P(f(x))} Hipdtesis
3 0 Resolvente de 1y 2 con

con 01 =¢€,0; = [x/x'],0 = [x/f(X)]
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LResqucién de primer orden

L Factorizacién

Ejemplos de refutacién por resolucién
» Refutacion de S = {{P(x,y), P(y,x)},{-P(u,v),=P(v,u)}}

1 {P(X7y)a P(y,x)} Hipdtesis

2 {=P(u,v),=P(v,u)} Hipbtesis

3 {P(x,x)} Factor de 1 con [y/x]

4 {=P(u,u)} Factor de 2 con [v/u]

5 0 Resolvente de 3y 4 con [x/u]
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LResqucién de primer orden
P

LDemostracicmes por resolucién

Demostraciones de clausulas por resolucién

» Sea S un conjunto de clausulas.

» La sucesién (Cy, ..., C,) es una demostracién por resolucién de
la cldusula C a partir de Ssi C = C, y para todo i € {1,...,n} se
verifica una de las siguientes condiciones:

- C,‘ S 5;
- existen j, k < i tales que C; es una resolvente de C; y Cx
- existe j < i tal que C; es un factor de G
» La cldusula C es demostrable por resolucién a partir de S si
existe una demostracion por resoluciéon de C a partir de S.

» Una refutacién por resolucién de S es una demostracién por
resolucién de la clausula vacia a partir de S.

> Se dice que S es refutable por resolucién si existe una refutacion
por resolucién a partir de S.
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LResqucién de primer orden
P

LDemostracicmes por resolucién

Demostraciones de férmulas por resolucién

» Def.: Sean S1,..., S, formas clausales de las férmulas Fq, ..., F,
y S una forma clausal de —=F. Una demostracién por resolucién
de F a partir de {Fy,..., Fo} es una refutacién por resolucién de
S1U---US,US.

» Def.: La férmula F es demostrable por resolucién a partir de
{F1,...,F,} si existe una demostracién por resolucién de F a
partir de {F1,..., Fn}.

Se representa por {F1,...,Fy} FRres F.

» Ejemplo: (tema 8 p. 21)

{Vx [P(x) — Q(x)],Ix P(x)} FRes 3x Q(x)

1 {=P(x),Q(x)} Hipdtesis
2 {P(a)} Hipétesis
3 {-Q(2)} Hipotesis
4 {Q(a)} Resolvente de 1y 2 con [x/a]
5 O Resolvente de 3y 4 con [z/4]
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LResolucién de primer orden

L Demostraciones por resolucién

Ejemplos de demostraciones por resolucién

» Ejemplo: (tema 8 p. 21)
{x [P(x) = Q)] Yx [Q(x) — R(x)] Fres ¥x [P(x) — R(x)]}

1 {=P(x),Q(x)} Hipbtesis

2 {=Q(y),R(y)} Hipétesis

3 {P(a)} Hipétesis

4 {-R(a)} Hipotesis

5 {Q(a)} Resolvente de 1y 3 con [x/a]
6 {R(a)} Resolvente de 5y 2 con [y/3]
5 Resolvente de 6 y 4

» Ejemplo: (tema 6 p. 55) Fges Ix [P(x) — Vy P(y)]

1 {P(x)} Hipotesis
2 {=P(f(x))} Hipbtesis
3 0 Resolvente de 1y 2 con 6 = [x/x],0 = [x/f(X)
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LResolucién de primer orden

L Demostraciones por resolucién

Ejemplos de demostraciones por resolucién

» Ejemplo: Fres VX dy

— Forma clausal:

JIBhA Wi

—Vx Jdy -

Ix Vy ((=P(y,x) vV =P(y,y)) A

P(y,
~P
-P
~P

=(P(y,x) < =P(y,y))

P(y,x) < =P(y.y))

x) = =P(y,y)) A (=P(y,y) — P(y,x)))
(%X) vV =P(y,y)
(v, x) V=P(y,y)
(y,x)V=P(y,y)

) A (==P(y,y) vV P(y,x)))
)A(P(y,y) Vv P(y,x)))
)N (P(y,y) v P(y,x)))
(P(y,y)V P(y;x)))

)
sat Vy ((_'P(y7 a)\/—|P(y, )) (P( Y,y )\/P(Y> )))
{{-P(y,a),~P(y,y)}.{P(y,y), P(y,a)}}

— Refutacioén:
{=P(y,a),~P(y,y)} Hipbtesis

{P(y.y), P(y,a)}
{—=P(a,a)}
{P(a;a)}

U

Hipotesis
Factor de 1 con [y/a]
Factor de 2 con [y/a]

Recalvvente de R v 4 27 /31
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LResolucic’m de primer orden

L Demostraciones por resolucién

Paradoja del barbero de Russell

En una isla pequefia hay sélo un barbero. El gobernador de la isla ha
publicado la siguiente norma: “El barbero afeita a todas las personas
que no se afeitan a si misma y sélo a dichas personas”. Demostrar que

la norma es inconsistente.
— Representacién: Vx [afeita(b, x) < —afeita(x, x)]
— Forma clausal:
Vx [afeita(b, x) < —afeita(x, x)]

Vx [(afeita(b, x) — —afeita(x, x)) A (—afeita(x, x) — afeita(b, x))]
Vx [(—afeita(b, x) V —afeita(x, x)) A (——afeita(x, x) V afeita(b, x))]
Vx [(—afeita(b, x) V —afeita(x, x)) A (afeita(x, x) V afeita(b, x))]
{{—afeita(b, x), —afeita(x, x) }, {afeita(x, x), afeita(b, x) } }

— Refutacién:
{—afeita(b, x), ~afeita(x, x)} Hipdtesis

W N =

4

{afeita(x, x), afeita(b, x)}
{—afeita(b, b)}

{afeita(b, b)}

5

Hipotesis
Factor de 1 con [x/b]
Factor de 2 con [x/b]

Recnlvente de R v 4
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LResqucién de primer orden
P

LAdecuacic’)n y completitud de la resolucién

Adecuacién y completitud de la resolucién

» Propiedades:

» Si C es una resolvente de C; y (, entonces {Cy, G} E C.

» Si D es un factor de C entonces C = D.

» Side S, entonces S es inconsistente.

> Si el conjunto de cldusulas S es refutable por resolucién, entonces
S es inconsistente.

» Teor.: El célculo de resolucién (para la légica de primer orden sin
igualdad) es adecuado y completo; es decir,
Adecuado: S tges F — SEF
Completo: SEF = StRes F
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LResolucién de primer orden

L Decisién de no—consecuencia por resolucién

Decision de no—consecuencia por resolucién

» Enunciado: Comprobar, por resolucién, que
Vx [P(x) V Q(x)] = Vx P(x) V ¥x Q(x).
» Reduccién 1: Comprobar que es consistente
{¥x [P(x) V Q(x)], =(¥x P(x)VVx Q(x))}
» Reduccion 2: Comprobar que es consistente

{P(x), Q(x)}, {=P(a)}, {=Q(P)}}

{P(x), Q(x)} Hipbtesis

> Resollucién:
2 {-P(a)}
3 {=Q(b)}
4 {Q(a)}
5 {P(b)}
>

Hipotesis
Hipdtesis
Resolvente de 1y 2
Resolvente de 1y 3

Modelo: U = {a, b}, I(P) = {b}, I(Q) = {a}.
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